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PRÉFACE. 

£n  recukpt  lea  bornes  de  l'Analyse,  les  grands  Géomètres  de  notre 
siècle  ont  donné  a  sa  marche  une  perfection  qui  devait  influer  nécessai- 
remuent  sur  la  manière  de  présenter  les  vérités  connues  ayant  eux.  On 
Tcmarque  en  effet  dâns^Fhistoire  des  Mathématiques  oertaines  époques 
où,  sans  que  la  vérité  des  propositions  particulières  ait  soufibrt  aucune 
attrâite^  leur  enchaînement  systématique  a  changé  par  les  rai^roche* 
mens  auxquels  les  nouyelles  découvertes  oat  donné  lieu  :  les  principes 
8<Hit  devenus  plus  féconds,  les  détails  mcnns  nécessaires,  et  la  généralité 
des  Méthodes  a  pennis  encorcs  d'embrassa:  la  science  en  entier,  malgré 
les  pas  immenses  qu'elle  avait  fiûts.  On  était  à  l'une  de  ces  époques ,  lors^ 
que  je  puUkd  (eu  1^97)  la  jHremière  édition  du  Traité  que  je  mets  de 
Dooveau  sous  les  yeux  du  Public  ^  la  réunion  des  nombreux  matériaux, 
rdatife  au  Calcul  différentiel  et  au  Calcul  intégral,  épars  dans  les  collec- 
tions académiques ,  pouvait  seule  Êdre  connaître  toutes  les  richesses  de 
cette  branche  importante  de  l'Analyse,  et  réduire  à  un  petit  nombre  de 
méthodes  générales ,  une  Joule  de  procédés  particuliers  qui  tenaient  à 
l'en&nce  de  ces  calcidd;  mais  une  simple  compilation  n'aurait  pas  atteint  ce 
but  Les  mêmes  découvertes  s'étant  présentées  à  plusieurs  Géomètres , 
sous  des  prâits  de  vue  trè&-difierens^  U  en  est  résulté  plusieurs  méthodes 
entre  lesqu(^es  il  fidlait  fiure  un.choix,  ou  qu'il  fallait  exposer  dans  un 
ordre  qui  nnt  en  évidence  les  raiforts  par  lesquels  eUes  se  lient  les  unes 
aux  autres  ;  enfin,  il  nétait  pas  moins  nécessaire  de  donner,  pour  ainsi 
êktj  à  toutes ,  une  teinte  uniforme,  qui  ne  laissât  point  appercevoir  de 
difi&ence  entre  ce  qu'on  detait  à  un  auteur  et  ce  qu'on  avait  emprunté 
d'un  autre,  et  répan^t  sur  le  tout  un  égal  degré  de  précision  et  de 
clarté.  Telle  est  la  tâche  que  je  me  suis  imposée  ;  j'ai  senti  toutes  les  diflEi- 
cultes  que  j'aqrais  à  vaincre  pour  la  remplir  avec  succès;  mais  llmpor- 
tance  de  la  matière  et  le  désir  ^étre  utile,  m'oût  soutenu  dans  cette 
pénible  carrière  ^  et  surtout  la  persuasion  c^^on  essai  dans  ce  genre , 
quefcpi'âoîgné  qu'il  pût  être  de  la  perfection,  contribuerait  néanmoins  à 
Favancanent  de  la  science.  Avant  de  rendre  compte'  du  plan  que  j'ai 
suivi,  )e  croîs  devoir  remettre  sous  les  yeux  du  lecteur  l'origide  et  les 
progrès  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral,  afîp  qu'il  puisse  mieux 
^q^Nrécier  les  raisons  qui  ont  déterminé  Tordre  que  j'ai  adopté. 

ToL  décoitverte  du  Calcul  difi^ércntiel  et  du  Calcul  intégral  né  remonte 
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qa'au  17^  siècle,  mais  les  questions  par  lesquelles  on  y  a  été  conduit 
s'étaient  présentées  dès  lès'  premiers  tçUipfl  dé  la  Géométrie.  Lorsque 
les  anciens  Géomètres  ont  voulu  comparer  les  figures  curvilignes,  scnit 
entre  elles,  soit  avec  des  figures^ rectilignes,  il»  ont  été  obligés  de  donner 
un  tour  nouveau  à  leui^s  démonstrations.  La  déusdéme  proposition  du 
Livre  XII  dès  Élémens  dIEuclidè,  offre  te  premier  essai  ^  ce  genre, 
qui  soit  parvenu  jusqu'à  nous.  EUe  a  pour  objet ,  de  prouver  *qtie  les  sur- 
éces  des  cercles  sont  entre  elles  commie  les  quarfés  des  diafiâètf es.  Il  y 
a  ici  un  passage  dû  fini  à  Finfini;  car  dans  la  proposition  précédente, 
Êuclide  montré  que  ce  rapport  est  celui  des  poîygoneg  semblables,  ins- 
crits dans  deux  cercles  difierens ,  élilnie  pàrau  évident  que  le  Géomètre, 
quel  qu'il  soît,  qui  découvrit  cette  vérité,  voyant  qtfellé  était  iàdépen- 
dànte  du  nombre  de  côtés  du  pdygqné,  d  qu^en  nilme  tempÀ  ëës  poly- 
gones différaient  d'autant  moins  des  cerclés ,  qu'ils  avment  plus  de  côtés, 
à  du  nécessairement  conclure  de  la,  en  Vertu  de  là  toi  dé  ddDftinuité-', 
^ue  la  propriété  des  {HrelsMers  convenait  aux  seconds.  On  regarderait 
aujourd'hui  conune  suffisamment  prouvée  par  ces  raîsonneniens ,  la 
proposition  qui  en  est  Fobjet,  et  là  plupart  des  fivi^s  élémentaires  n'en 
donnent  pas  même  d'aussi  coihplefs  j  mais  les  Anciens  ont  éteptus  dffikïiles 
que  nous  à  cet  égard  :  ils  ti'ont  jamais  voulu  se  peitiiettre  de  confondre 
entre  elles  deux  quantités  qui  avaient  une  difiërehce,  si  petite  qu'elle  ftil;. 
Pour'  mettre  donc  hcors  d'atteinte  la  proposition  dont  i^  avaient,  pouf 
ainsi  dire ,  deviné  l'existence  par  les  considérations  que  je  vieoîs  d'indi- 
quer ,  ils  ont  cherché  k  prouvei^  que  le  rapport  des  cercles  entre  èiix 
ne  pouvait  être  ni  plus  grand  i&  plus  petit  que  celui  des  quarrés  de  leurs 
diamètres  ;  et  pour  y  parvenir ,  iïs  ont  commencé  par  montrer  qu'on 
pouvait  toujours  trouver  un  polygfme  inscrit,  qui  ne  diffêràt  du  polygone 
correspondant  drconscrit ,  et  à  plus  forte  raison  du  cercle  lid-même, 
que  d'une  quantité  moindre  qu\me  grandeur  donnée. 

Archiniède  s'éleva,  par  des  moyens  à  peu  près  semblables V à  des 
propositions  beaucoi:^;)  plus  difficiles ,  tdies  que  tes  rapports  des  surfeces 
et  des  volumes  du  cyBndre  et  de  la  sphère,  la  quadrature  de  la  parabole 
et  les  propriétés'des  spirales:  mais  ne  croyons  pas  qu'il' les  ait  décou- 
vertes ainsi  qu'û  nous  les  a  transmises.  Ces  vérités  d'anei  espèce  avec 
laquelle  les  esprits  n'étaient  pas  ^coré  femiliarisés,  ont  dû  rencontrer 
beaucoup  de  contradicteurs,  et  Phomme  de  génie  qui  les  avait  dérobées 
pour  ainsi  dire  à  rbbscurité  qui  les  cachait ,  sentit  que  l'exposition  des 
idées  qui  l'avaient  dirigé  dans  ses  recherches  né  suffirait*  pas  pour 
convaincre  ces  hommes,  que  l'ignorance,  souvent  jointe  à  l'eovie, 
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souLèfe  contre  tout  ce  'qui  knr  est  siipériear^'  Ceci  n'est  pôiat  une 

oaaîeotiffe  z  Archknède,  en  adressant  à  son  ami  Doslthée,  son  Traité 

do  la  quadrature  de  la  Parsd>ole,  répond  d^aycoicev^en  s'autorisant 

de  VeaBemfde  dto  Géoiaètres  qui  Font  précédé,  à  ceux  q;ni  voudraient 

âever  des  doutes  sur  ses  démonstrations  (^). 

iJQirsqu'afpjFés  de  longues  ténèbres^  le  flan^au  des  .sciences  vint 

à  se'  raifanier  9  que  les  écrits  d'Euc^de  et  d'Archimède  furent  traduits  et, 

oonmeotéa^  on  ohwcha  à  retrouver  le  fil  qui  avait  pu  les  diriger  dans 

leics  Uécouvertes  ;  ooiais  on  ne.  tairda  point  à  s'apperce voir  qu'ils  c'étaient 

baaucoi^  plus  occupés  de  ccmvaincre  que  d'éclairer  leurs  contemporains  : 

00  fot  donc  (^igé  de  quitta  leurs  traces ,  et  de  penser,  à  se  frayer  des. 

xwûteB  douveUeft.  Telles  furent  sans  doute  les  raisons  qui  p<H*tèrent 

Gav^Ueri  à  se  départir  de;  cette  extrême.  ri|ueur^  et  le  conduisirent  à^ 

\ai  méthode  des  indipiaibles  y  par  laquelle  il  Tiegarda  les  lignes  comme 

cMqpwées  de  prâitSy  les  sur^ices  craime  composées  de  Ugpes,  et  les 

corps  comme  cogo^Kisés  dcsurfeces*  Le  soin  qu'il  eut  de  vérffîer  sa 

médiode,  peoommandable  par  la  brièveté  qu'elle  apportait  au$  démons- 

U'alkiis,  en  comparant  les  résultats  qu'elle  donnait  avec  eeux  qjuie  les^ 

AncKps  «fiMiœt  jj^nmvés  à  leur  manière,  lui  inspira^le  courage  de  s'aven- 

tnter  pour  aîosi  dô^  dan»  un  pfl^ys  nouveau.  U  fut  attaqué  sur  ses  pria- 

dties,  mais  il  se  défe^dit,  en  moiHrant  <pi1|a  pouvaient  être  traduits 

di^  ceux  d'Archimèdeé  <c  Ces  sur&ces  et  ces  lignes  dont  Cavaliers 

«"examine  les  rapports,  )»  dit  Montucla ,  a  ne  sont  autre  chose  que  les 

y  petite  solides  où  l$s  tfiaugles  inscrits  et  drconscïits  d'Archkaède  f 

»  poûeséi  à  un  ai  grand  nondi)re>.que  leur  di^enee  avec  la  figure  qu'ils 

»  envircim^it,  s^  moindre  ^pne  toute  grandeur  donnçe;  c&ais  tandis 

•'qn'Jirchimèd^;  Il  ebaque  fois  qu'il  entre[Hrend  de  démontrer  les  rap- 

»  pcarts  tf ilM  figure  curvîligQe  avec  une  autre  connue,  emploie  un^  long 

»  cSrcmt  de  paroles  et  un  tour  indirect  de  démonstrations;  le  Géomètre 

» Vébnçant  en  quelqiie  s^wte  dans  l'infini,  va  saisir  parfaspritle  demiei: 

»'  tftroab  de  oes  lÂyisioits  et  de  ees  soiidivi«ms  continueUes,  <p]i  doivent 

»  eafin  aiiéantir  (V)  la  éiSkmt»  entre  les  figjures  roptittgpes  inscrite^ 

(*)  Ûsi  attiêmsunieôdem  Umnuae  ^êi&m 'Oêomètrm,  tfiii  unie mùijlahmvnt 
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7>  et  circonscrites^  et  les  figures  curviHgnes.  Lb  tà&t  HiinMnsiblê  est 

y>  impropre  si  Fon  veut,  mais  il  n^en  résulte  aucun  danger  peur  la 

»  6éômétrié  >>;  fajouterar,  lorsqu'il  est  rappelé  à'  sa  juste  vdeur,  et 

qu-on  a  feit  voir  qu'A  ne  doit  être  regardé  que  conmie  une  expressioD 

abrégée. 

Rc^erval  courut  en  France  la  même  carrière  que  Gavallm  s'était 
ouverte  en  Italie  :  en  cherchant  par  la  lecture  des  ouvrages  d'Ardiiitiède, 
a  se  former  une  méthode  pour  résoudre  les  problème»  ctocemant  les 
figures  curriUgnes,  il  trouva  celle  quH  a  laissée  dans  son  Traité  des 
indivisibles,  et  qui  ne  difiihre  de  la  méthode  de  Câvàlteri,  que* dans  les 
termes.  Le  désir  de  se  ménager  dés  trioftiphes  sur  ses  rivattt^  le  porttt 
à  cacher  ses  découvertes ,  dont  la  pd9>1ioation  du  livre  de  GavuUeri  vint 
lui  ravir  les  avantages ,  et  le  punit  justement  d'avoir  écouté'  le  cboseS 
d'un  amour-propre  malentendu.  ,     ^        . 

koberval  trouva  encore  pour  trieher  les  tangentes  sfui  courbes,  une* 
méthode  fort  ingénieuse  à  la  vérité  dans  son  principe;  mais  quoique 
plusieurs  personnes  aient  voulu  la  mettre  en  parallèle  avec  celte  de 
Descartes,  elle  lui  est  cependant  inférieure  de  beaucoup  ;  car  dans  le 
plus  grand  nombre  de  cas,  elle  ne  &ît  que  reculer  la  dUiiculté  du  pro- 
blème. La  méthode  de  Descartes  au  contraire  offre  pour  toutes  les  courbes 
algébriques  un  procédé  dont  l'esprit  est  facile  à  saisir,  et  d<mt  l'a]^- 
cation  conduit  toujours  au  but  désiré.  Il  me  semble  qu'elle  ne  fut  point 
estimée  tout  ce  qu'elle  valait  dans  le  temps  où  die  parut  :  sans  doute 
les  écrits  des  Anciens  ofii^nt  dés  éscemples  de  recherohes  qui  demandant 
ime  bien  plus  ^^dé  forëe  de  tété ,-  et  qui  par  cette  raison  ont  été  plus 
admirées;  mais  ne  devrait^on  pas  préférer  à  la  difficulté  vaincue,  les 
méthodes  fécondes  qid  diminuent  le  travail  et  rendent  accesMble  à  tous 
ce  qui  prêtait  que  le  partage  d'un  petit  n^Dmbre  d'écrits  transeendans? 
Les.  obligations  que  la  PhilôsopÛe  et  les  Mathématiques  cmt^à  D^s- 
cartes,  sont  trop  connuëà  pour  qu'on  ptùsse  rien  ajoutek^^à  ce  qui 
a  été  dit  à  cet  égard  ;  inais  on   a  trop  kiégligé*  peut-être  de  feire 
observer  un  point  par  lequel  ce  grand  homme  a  im  avantage  marqué 
sur  les  Géomètres  de  son  temps.  Quelque  soigneux  qu'il  fAt  de  sa  gloire, 
il  paraissait,  ençone  plus  foFtemmt  Ofccupé  de  la  prc^gation  des  sciences, 
et  ce  qui  le  prouve,  c*est  que  ses  ouvrages  présentent  tcKQjonrs  l'bti^jr* 
de  ses  pensées,  et  mettent  sur ik  voie  ceux  qui  voudraient  eesajer  de 
pousser  plus  16in  les  fécherches  qu'il  a  entamées.  On  peut  dke  qu'il 
était  le  seul  qui  écrivît  alôi^  aVèc  èettë  netteté  et  cette  simplicité  que 
doit  toujours  avoir  le  style  vSès*  ouvrages  sciekitiSqms.  U  aurmt  pu  oe- 
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pendant  prodStor  è^  méthodes  générales  qu'A  possédait,  pour  résoudre 
les  ppoblèf^es  les  plus  <^cUes,  et  n'en  publier  que  les  résultats  dé- 
montrés à  la  mani^  des.  Anciens;  il  ne  s'en  serait,  pas  moins  assuré 
«A  r«i^(  dlptiogoé  parmi  ceux  qui  cultivdent  alors  les  Mathématiques; 
Huds  il  aurait  sûrement  beaucoup  moins  de  droits  à  la  reconnaissance 
de  la  postérité. 

Fennat  était  en  possession  avant  Descartes,  d'une  méthode  des  tan- 
gentes; mais  il  ne  la. put^a  qu'après  que  Descartes  eut  Êdt  connaître  la 
aKaane>  et  il  y  joignit  une  méthode  de  Maximis  et  Minimisa  Ces  méthodes 
sent  plus  simpfes  <jpie  cefies  de  Descartes  ;  mais  elk^  ne  furent,  pour 
ainsi  dire,  quZ^diqû^  par  Fermât ,  qui,. loin  d'imiter  la  noble  franchise 
de  Descartes ,  ne  laissa  .point  appercevoir ,  du  moins  pour  celle  de 
Hammi9  et  Minimisa  qu^e  route  avait  pu  l'y  conduire,  et  de  quelle 
manière  cm  pouvait  la  démontrer.  Descartes  crut  d'abord  que; ces  deux 
méthodes  étaient  iausses  :  dans  l'empl<H  qu'il  ayait  voulu  fidre  de  celle 
des  tangeiites,  il  généralisait  mal-à*propos  les  considérations  particu- 
Hères  à  re«smpie  dont  Fermât  s'était  servi,  et  il  ne  fut  pas  possible  de 
le  fiâre  revenir  sur  cette,  règle  ^  qu'il  rectifia  à  sa  manière.  Il  persista 
même  à  crcore  que  ce  n'était  que  d'après  lui  que  Fermât  en  avait  connu 
le  dëfiaiL 

Par  noe'  foqle  de  découvertes,  dont  plusieurs  relatives  aux  nombres 
ontexâPcéles  plus  célèbres  Analystes  de  ce  siècle  et  du  précédent.  Fermât 
a  doimé  leajur^ves  d'ung^rand  génie.  On.a  dit  qu'ileut  remplacé  Descartes , 
si  Descartés  n'eût  point  eadsté:  oui,  si  on  en  juge  par  l'importance  de 
ses  travaux  et  par  lés  difficultés  qu'il  a  vaincues  ;  mais  jepense  qu'il  est 
pennjs^  de  douter  ipTû  eût  autant  contribué  à  la  propagation  de  la  science, 
^le  le  fit  fioa  rival  par  son  caractère  communicatif  et  la  xnanière  simple 
dont  il  .{Mrésrate  le  résultât  de  ses  recherches. 

Fermai  avait-  sor  Descartes „  engagé  continuellement  dans  une  mul- 
titode  de,  qnereOes  que  lùi.sus<;itait  l'envie ,  et  occupé  d'une  foule  d'objets 
4iffiareQS,  V^s^mi^^  de  pouvoir  se  livrer  à  l'étude  de  la  Géométrie,  sans 
aàtreS:dislracti0Dis  que  celles  que  lui  donnaient  les  devoirs  de  sa  place. 
Cette  ç<mtiraQté  de  méditations  sur  un  seul  objet,  a  dû  nécessairement 
^aidv^aoïi  génie  à  surmonter  de. plus  grandes  difficultés,  et  contribuer 
à  bp^spr^tiom  des  inéthodes. qu'il  avait  inventées;  car  on  doit  &ire  entrer 
h  GQDsidératipQ  dn.teniqps  dans  l'évaluntiion  du  produit  des  puissances 
'  morales ,  (C^nme  dans  cette  des  eflfets  des  forces  physi(pies  :  Leibnitz  et 
Newton  nonis.offifiront  biratôt  l'occasion  de  répéter  cette  remarque. 
'    Huygeas  âénKsiIMpa  le  .premier  les  deux  règles  de  Fermât,  Sluze  en 
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proposa  ensuite  une  tpèd-^miple  pour  mener  kè'tangrâtes/et  qpii-xf^ 
au  fond  que  rénoucé  du  calcul  qu'exige  celle  de  Ferinat,  dégagé  de  tout 
ce  qu'il  a  d'inutile  :  enfin  Barrow  imagina  son  triangle  caractéristique; 
qui  est  la  même  chose,  que  le  triangle  différentiel,  et  atteignit  ainsi  1»' 
dernier  degré  de  simplicité  que  pût  repeyoir  k  méthode  des  tangentiw* 
par  rapport  aux  courbes  algébriques^ 

Pour  ne  point  interrompre  ThislDire  da  preblàne  des  tangeotesy  |'ai 
laissé  de  côté  les  pas  qui  avaieqt  été  Êdts  depuis  CavaUeri,  vors  la 
solution  g^érale  de  celui  des  quadratures.  Grégoire  d^  S.  Vincent  >. 
Robenral  et  Pascal  obtinrent  dans  cette  matière  des  succès  ioqrârtaiia^ 
dont  rénumération  n'est  point  de  mon  sujet,  parce  qu'ils,  ne  sont  dàs  ' 
(pi'à  l'application  de  la  méthode  des  Andens  oxi  de  celle  des  indivisibles^; 
il  Ëmt  pourtant  en  excepter  la  con^dératîon  des  polygones  à  écheljies^  de 
6régoir;e  de  S.  Vincent,  ou  de  la  suite  des  rectangles  inscrit^  ou  circona* 
crits  à  une  même  courbe ,  qui  9  pu  donner  l'idée  de  i'appBcatioja  du  Cali^ol 
intégral:aux  quadratures. 

<?est  dans  VAriktmétique  des  ii^ims  de  Wallis ,  qift'on  voit  les  premièrea 
traces  de  l'application  du  calcul  algéiyique  à  la  quadrafuré  des  espaces^ 
application  qui  est  fondée. sur  la  ntéthôde  des  indivisibles.  Wallis  conâir* 
dère  les  suites,  et  cherche  à  en  exprimer  la  somme  par  leurs  premiers 
et  leurs  derniers  termes;  il  parvient  ainsi  à  connaître  cefte  soBune,  ou 
plutât  sa  limite,  .dans  le  cas  où  le  non)bre  des  termes  à  sommer  est 
infini;  et  où  le  dernier  de  ces  termes  ne  l'est  pas.  finvÎMgeaik  alors  les 
sur&ces  comme  formées  de  lignes  dont  les  longueurs  varient  suivant 
une  certaine  kxL,  il  tironve  l'expression  de  ces  sur&ces ,  en  sommant  la 
suite  des  lignes  dont  elles  sont  composées.  Cette  noétbode  &U  dépÊndre, 
par  exemple,  l'évaluaticm  de  l'aire  du  trian^^  de  la  sommatioix  de  la 
progression,  par  différences  (ou  arithmétique). 

WàlIis  démontra  par  sa  méthode  lar^le  fondamentale  de  la  qpiadra- 
ture  des  cocurbes  dont  l'ordonnée  est  proportionnelle  à  une  puissance 
qodccmque  de  l'abscisse  ;  et  il  eut  alors  l'aire  de  toutes  les  GOUil>es 
dans,  lesquelles  l'ordonnée  est  exprimée  par  ime  sqite  da  wondynes.  Im. 
méthode  d'interpolation  qu^il  imagina  encore  pour  qixicrur  cortainte 
courbes  dont  r«quati<m  se  trouvait  en  quelque  sorte  coiu|iriée  enloe  àbùx 
autres  que  sa  première  méthode  pouvmt  sMeindre,  miérite  sun|»ut  de 
fixer  Fattentiott  de  ceux  qui  pareourrent  ses  ouvrages,  parce  qn^ellè 
contient  le  germe  des  plus  belles  découvartes^  de  Newton ,  et  qu'elle 
forme  encore  at:^ourd'hui  la  partie  la  plus  importante  de  la  théorie  dfis 
suites.  Cette  méthode  conduisit  Wallis  à  des  expressions  trèsHneioiar- 
-c|uables  de  l'aire  du  cercle. 
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y?aS&  dôH  étire  teis  an  rang  des  géomètres  qui  ont  le  plus  inflaé  mv 

les  frôles  de  l'Anafyse;  indépendammeat  des  découvertes  qtri  lui  sont 

proj^feè)  fl  a  ëtt^we  deti  droits  sur  la.  plus  grande  partie  de  céUes  que 

la  c6tt^dératîoii  des  raîteë  /  dcmt  il  est  Finveâteur ,  fit  iaire  presqu'ea 

lÉéftie  temps  à  la  {^rpabrC  des  Gecmiètres'de  son  ten^s^ 

Mtfl  et  Taft-M^Éart  déîlDêrant,  dàife  Fime  des  pard>ele6  cubiques  ^ 
fe  frantor  ^Multaiplè  ilhnecdwbe  rectifiée  y  ^  le  moyen  dout  Yao-Heuraet 
fit  usage,  Tumène  lé  prdMèîne  de«  réctifiisaâoAs  à  celui  de»  quadratures. 
lratt#lMnet  Sterdbtor  pmiésèi^^  ^k»  toœt  les  déco\iyertes  de  Wallis, 
Mhfarfinfefit  auk  prasdirëa  suites  coimues  pour  la  quadi^ture  du  cercle 
M  éQ  ftryperbdle  :  le  préamer  découvrit  /dans  les  frattions  continues , 
une  nouvelle  espèce  de  suites  infinies.  Il  fiiut  remarquer  que  le  principe 
ftiidaimhtil4er  fat  ite^(tatiôn  des  courbes  àmt  s'est  seryi  Nett,  et  c«lui 
àê  la  léftclioDf  d»  Iractikmft  compoAees^^  sujjbeB  infinies,  qui  mit 
MercdUn'  m  poaaëaefoii  de  là  qba^^atiiire  de  lliyperbole^  se  trouvent 
dam  ks  ouffagv»  dé  Wallis. 

Td  «iait  à  peu  ^ès  l'etât  comiu  de  là  scieuce,  lorsqu'en  166911  a'éta- 
kit  eMte  Hfewtan  et  CoSibs,  par  rèntremise  de  Barfow,  un  commerce 
de  lettres.  Ce  dernier  communiqua  à  Cbllitis^  au  mois  de  juillet  de  cette 
afifiée,'fêci&t  Ae  fiéwtoi},'  qtii  à  poùf  titre  :  De  analysi  pèr  œquationes 
numéro  »rhrimrwn  itifimtds  ;  et  Ban'ow  tra€fe  lui-Baeme^  dans  une  de 
fii»  MImk^  ttr  ^eanoDtère  de  là  iuéthode  de  Plewton ,  cpi'il  regarde  comme 
tMe  extûAiOQ  de  celle  de  Merc^c^,  exfeowm  qui  est  marquée  au  coin 
du  getfe,  et  ne  linâe  rien  à  désirer  dans  ce  giraxre.  Newton  observe  à 
h  fiû  def^cHrit  dté*^  ïneis  «ans  en  doondr  duèoii  exemple  ^  qa'H  est  en 
^tat  de  tÊOàfff  dès  tangentes  aux  courbes  mécaniques},  et  plus  bas  il 
l^otlttf  \  Sed  iatd  naffàûdi  noti  est  ^loous. 

BârroW)  CWUns  et  Oldemboiurg  répandirent,  par  leur  cwrespondauce, 
les  découvertes  analytiques  de  Newton^  ils  en  firent  connaître  l'objejt 
à  phéieors  Géomiètres  du  continent,  tels  que  SIuk  et;  BorellL 

CegX  en*  167&  que  IieSbinitz  parait  pour  la  première  fois  aur  la  scène* 
Il  $é  trmn^ait  aîtors  à  Londres ,  et  comm[uniqua  à  plusieiurs  membre^  de 
la  Sodété  royale,  quelques  recherches  sur  la  thé^e  des  difierences  des 
nomtHi'es,  dans  lesquelles  eil  lui  moiféra  qu'il  s'était  reiicontré  avec 
ffouton,  géomètre  lyotinais  :  il  quitta  bi^t6t  ce  genre  de  travail  pour 
siBstruire  dans  là  doctrine  des  séries ,  qui  fixait  l'attention  de  tous  les 
QécMnèiires.  En  1674,  il  annonça  à  Oldèmbourg ,  avec  qui  il  s'était  lie 
pendant  son  voyage  en  'Anglétéri^e ,  qu'il  possédait  des  théorèmes  .très- 
mifmtans,  relativement  à  la  quadrature  du  cercle  par  les  séries,  et 
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surtout  qu'il  avait  des  méthodes  analytiques  très-générafles.  Oldeiuboiîrg 
répondît  à  ses  lettres ,  qu'il  croyait  devoir  le  préveûir  que  Gregorj  et' 
Newton  avaient  aussi  trouvé  des  métfiodes  qui  donnttieEft  la  quadrature"' 
dea  couii>es,  soit  gé<miébiques ,  soit  mécûiiqiies ,  et  e^sélendaiciit  au 
cei;cle.  Je  passe  sur  toutes  les  lettres  qui  forant  éerttes  rekti veneol  a&^ 
séries,  parce  qu'a  vif  a  aticim  de^  qtte^  les  Oéonétras  m^^  ttûmét 
k  cet  4;ard  Pavants^  sur  Ldtmitz;  mail  il  pamikra  à  Ioiib  omk  qé 
aiu-ont  quelque  impartialité)  queLeOmitZy  prévenu  pac'  eux ,  ne  kor4oit 
que l'émtdation  qu'évdUefit  t<Miij6ur»'dans  les  hoiMMi  de  génie  les  Itavmç 
remarquables  de  leurs  contemporains,  et  qoll  irâbfft  de  «on  côté,  par 
des  moyens  qui  s'étidt  créés,  lea  séries  qn^OB  a  tadt  reveaidi^iéaa 
sur  lui.  *,:.... 

La  première  comnitanicatioii  directe  qiie  If  éwtôn  ait  eue  Avec  hfStiùHz^ 
se  trouve  danA  la  lettré  qu'il  adressa  à  Oldèailîottrg,  le  ï5  JoiD  1676. 
lies  termes  honorables  dasos  lesqads  il  parle  de  Laibaita  an  coomiMR 
cernent  de  cette  lettre ,  prouvent  qu'il  avait  su  fiq^récier.  Newton', 
dans  cet  écrit,  quH  avait  réiffigé  pour  passer  abàa les  yelK«ide  Leflmitr,* 
ne  traite  que  des  séries  y  et  il  aa  est  de  méqM  de  la  réponse  que  Leilxdts 
fit  à  Newton  par  la  voie  «KMendiourg. 

J'arrive  à  la  seconde  lettre  de  Newton  à  OUeBébaml:  le  oMMm^ 
cément  d^  éhc6re,  de  la  part  de  Newton  à  Lieafoita,  4aa  téidoigaagea 
de  l'estime  la  plus  vraie  et  la  mieux  mmtéê;  on  y  Utnife  «Molto  l'in* 
^cation  de  la  roiite  qui  ConAoSÂt  Newton  à  sim  âiéoi4inie  pour  l'étf*^ 
Vatkm  dTtm  Uhome  à  une  ptorâioe  qoéfeonque.  C^eit  dana^  ciMa  kttM 
qu'il  décrit  les  pitopriétés  de  la  métlmade  des  flnxkù,  soit  powf  la  re«> 
chercbe  des  tangentes ,  soit  poor  les  quackatnres;  mais  il  la  cache  sont 
une  anagramme  de  lettres  transposées.  Il  fiiittbien  observer,  que  toot 
le  reste  ne  roule  encore  que  sur  les  séries  ;  que  la  description  des  avan- 
t^iges  de  la  méthode  de  Newton  n'oflSrait  que  Pénûmération  de  M  que 
doivent  naturdeittent  désirer  ceux,  qui ,  connaissant  les  méthodes  d^i 
tangentes  et  des  quadratures  pdMlées  jusqu'alors^  a^aieM;  remarqué  les 
cas  ou  elles  devenaâmt  insi^ssutes,  et  qu'on  ne  pouvait  lirw  de  là 
aucune  notion  p08itî?e. 

'  Le  âi  juin  1677,  Leibniti  fif|>asser  à  (Hdemboiirg,  pour  la  cMumu- 
niquer  à  Newton,  une  lettre  conteimnt  les  premiers  essais  d'une  mé- 
thode qui  s'étendait  à  tout  ce  que  compr»»it  oe^  de  Newton  :  c'était 
Iç  Calcul  diflërientieL  La  m&ci  d'Oldembourg,  arrivée  peu  dé  temps 
^  après,  mit  fin  à  ce  commerce  épistokdre,  et  LeSïSiitz  attendit  jusqu^n 
i684,  pour  i&îre.  joirir  le  public  de  sa  découverte,  qu'il  inséra  alors  dans 
les  Actes  de  Leipsig. 
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V^X^ù^é  fidèle  que  je  Tieça  de  faire  de  la  naissance  du  Calcul  diffê^ 
renU^,  d'après  \e  Çon^nercium  Epi^tohc^m  improné  pai;  ordre  de  la 
Société  royale  de  Londjres ,  ne.  peut  laisser  aucun  4oute  sur  les  droits 
îlipqnte^tfldd^. d^ .^î)^^^  MM  découyei;te  de  ce  calcul}  et  comme  il. 
68t  le  pvenûser  €p4  l'^t  rendue  publique,  tandis  que  Newton,  préférant 
son  repo6  ^^  m  ^oire  et  à,  Fàitérét.  de  s^s  comt^mporains ,  semblait  avoir  ' 
oublié  $a  lub^tbode,  ii'edt41  pas  aussi  celui  qu'cp  doit  nonmier  l^  premier 
dai»  eetto  déoouverte  ? 

LcâDjoilz  recueillit  sans  cofitra^ictiiHi  jusqu'en  16^,  les  honneurs  que 
méritttt  la  beauté '«tlfi  Ê%)oi|dité  de  son  invention.  Newton  lui-même  ^ 
en  dponai^  dans  «oq  livre. des  Principes,  qui  patxit  en  1687,  un  essai 
de  la  méthode  des  fluxions  ,^  rendit  à  Leibnitz  toute  la  justice  qui  lui 
était  due.  Les  choaes  seraient  restées  dans  cet  état ,  .sans  une  brusque. 
incartade  de  Fatio  de  BuiUier,  quji  le.pjreinier  voulut  Jeter  des  doutes: 
sur  la  propriété,  que  jLc^nitz  avait  au  Calcul  différentiel ,  et  si  les  Jour- 
nafirtes  de  Lei^isig  eussent  mis  on  peu  plus  de  politesse  dans  l'extrait 
qiifÙs firent  d'un  ouvrage, de  Newton;  car  il  fau^  cçnvenir  qu'ils  n'avai^it 
dit  que  la  vérité  ^  et  que  si  Keil,  par  un  amourrpropre  national  excessif, 
n'avait  pas  détourné  le  sens  de  leurs  e:spressions ,  Newton  n'aurait  pu 
s'ea  pfamdre.  Mais  le  tort  de  ces  Journalistes  ^t  de  n'avoir  pas  répété 
te oôkoiM d'éloges,  bien  mérités,  que  les  Anglais  donnaijent  à  leur  illustre 
eonqÀtrîote  ;  et  de  là  naquit  une  querelle  qui  fixa  l'attention  de  l'Europe 
savante*  Newtcm  n'y  prit  d'abord  par  lûi-méme  aucune  .part  :  Keil  at- 
taqua viv^snent  Ldbnitz,  qui  s'en  plaignit  à  la  Société  royale  4e  Lopdires 
ave& beaucoup  de  modération;  nuds  le  premier  porta  hautement  l'ac- 
eosation  de  piag^t,  et  ses  cris  «igagèrent  la  Société  à  nommer  des 
coiilnÉssaires  pour  exaâiinw  les  papiers  de  Collins  et  d'Oldembourg, 
et  leeomiaitre  les  indices  que  Leibnitz  avait  pu  recevoir  d'eux» 

Les  coDumssaires  se  contentèrent  de  prononcer  sur  la  priorité  que' 
Ifenrton  avait  dans  la  découverte  de  la  Méthode  des  fluxions,  qui. est 
au  faùd  la  même  que  le  Calcul  différentieL  Mais  s'ils  ne  déclarèrent  pas 
Leâmitz  planaire,  comme  le  desirait  Keil,  celui-ci  tâcha  d'y  suppléer 
loi-même,  ea  accompagnant  de  notes  et  d'observations  aussi  partiales 
quflDjmieiiBes  pour  Leibnitz,  le  recueil  des  pièces  qui  avaient  servi  au 
jugement  du' procès,. et  que  la  Société  fit  imprimer  sous  le  titre  de 
CommerciUm  JBpiatoUcwn  de  aruilysi  prornotà  (*)• 

(^  Il  doit  paraître  étonnant  de  voir,  dans  la  préface  de  la  traduction  française  de 
k  Méthode  des  fltxiofif|  BuSon,  qui  n'était  point  ^core  conan,  8e  rendre ,  on  m 

•  '      '    *  b 
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Cette  querelle,  cbtntne  tontes  lés  querellas  littéraires^  eutbeaucotip 
ifioins  pour  objet  l'intérêt  de  la  vérité ,  que  les  passions  et  l'amour- 
propre  de  quelques  hommeiT  médiocres ,  dont  l'^ôidst^œ  aurait  été 
aWlument  nulle,  éatos  les  dîssentions  qu'ils  ont  elcitées;  j'dbser- 
verài  cependant  qu'il  n'est  pas  Vrai ,  comme  l'a  lîit  FcmteneUe ,  que 
IVewton  ait  gardé  sitr  ëe  sujet  vbm  entière  impasëMité  :  il  desce»Ait 
enfin  dans  Faréne;  et  les  €É)tts  que  firent  ChaMbèrbiytie  et  Vshhé 
de  Conti  pour  réunir  ces  deux  illustres  rivaux ,  dëmeotièr«nt  inutiles* 
Newton  per»i6t0i  à  rdUfe^r  à  Lcâ^iitse  $  mémB  après  sa  mort,  la  justice 
qu'il  lui  avait  autrefois  retSKtM  ;  S  affecta  de  coidbBdre  la  Méthode  èb 
Iieibnitt  avec  ceBe  é^  lat^gtnté^  donnée  pieiT  BarihoW,  et  se  mit  ainsi 
dans  le  cas  de  se  Vcrir  a|)p!îquelr  ce  dileBimé  q^fon  proposait  à  Keil  : 
K  OU  la  Méthode  des  Ituxion»,  que  vous  dites  être  la  même  chose  qud 
3^  le  Calcul  diflërentiel,  ne  difiè^  poiMdece^  de  Barfow,  ou  c«tte  der- 
j^  Xoère  n'est  pas  îe  Galcui  diÉRfreMiel.  y^  ïâifei  11  fit  supprimer,  ou  do 
itookis  laissa  suppilmer,  ê^n^  la  troisième  éACiô»  As  s«s  Principes,  le 
Seholie  qui  ccrùtenait  l'aveu  deè  àfoUs  de  Leâj^tz.  (Téff&l  la  note  dd 
la  page  précéd.)  (*) 


asit  pooniuoi ,  l'écho  â%  to«te«  les  calonuiu*  de  Keil,  et  parler  d'un  homme  tel  qne 
I^eîbnitz,  ayec  une  légèreté  vraiment  impardonnable.  Pour  donner  un  exemple  de  la 
mauvaise  foi  qui  règne  dans  cet  écrit»  rempli  d'ailleurs  d'mexactitndfes ,  fe  rapprocherai 
dix  texte  du  Schotie,  placé  pair  iVevtdfi  àstAs  U  première  édkiota  def  iùh  livré  AerTrin* 
otpeB,  ta  traduction  qu'en  a  donnée  Bu^ttf. 

In  iittêrit  éfuœ  mhi  cwn  OwMéttÛpèrititurimê  O*  G.  L^huidb  annts  éé  Jdnû  liecemr 
itMfcedeèwU^g  €um  signjficdtèm  nt&  €9mpoi€m  mm  mtékodi^nBnnirtandi  maxmas  H 
nùniauiSf  dmmndi  tangeMigs,  «t  similiu  ptntf^tttdi,  4ftua  in  tefminis  surdis  wquè  ac 
in  ratiomUibus  procederet,  et  littêfis  transpositis  hanc  senteiUiam  inpolventibus  [[Data 
eqnatione  quotcunque  fluentes  quantitates  involvente  fluxiones  invenire ,  et  vice  versâj 
éamâefn  CEL aHeIK:  fêscripsityir  Clarissimus  se  quoque  in  ejusmodi  methodum  incidîsse^ 
M  mêtJiùduin  saam  COHmJHHCÂtit  à  mêâ  ^irix  àbhdmtem  prtMftfuMt  in  i^erborum 
m  nêUtrtmtfomm&s,  et  Um  geneiraticmig  ^uéniiêahM.  Vtriust/u^fëàdamenium  conîi^ 
nHmrimhpcIéémmate,  Pk  tmr.  prine.  mat.  Coftêahrid.  tfi5\'fAjÉm$$el.  1714  P«  aaS* 

a  J'ai  a«trefbis>C€N#MOili^É  p*  leltree»  m  tvii-habîi«  Géeaaètre  M.  Lethnita^,  tea 
9)  Méthode  ;  il  m*a  répandu  qu*il  avait  une  Méthode  semblable ,»  et  qui  ne  diffère  presque 
71  point  du  tout  de  la  ndenne^  etc.  n  La  Méthode  des  Fluxions.  Préface^  page  xxiv. 

Cette  traduction  est  en  tout  contraire  an  texte ,  qui  dit  fcmnellenlent  que  Newton 
avait  caché  sa  méthode  ef  que  Leibnit2  contmaniqua  la^  sienne. 

(^  Suivant  ce  qu'a  appris  M.  de  Montucla  {Hist.  des  Math,  T.  III^  page  108),  Nevtpn 
supprima  ce  Seholie  de  sa  main  ,  sur  les  épreuves  de  la  troisième  édition  de  son  livre  ^ 
it  joignit  aussi  de  sa  main  dee  notes  au  Commerciutn  Epistcticam. 
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Les  circonstances  donnèrent  encore  à  Newton  sur  ]Lei)>nii2,  p)i«i 
d'âvanteige  que  Fermât  n'en  eut  sur  Descsqrte*.  Ri^n  n^  yint  intçrrQiqprQ 
le  fil  de  M»  médUations ,  qu'il  avait  tournées  yqr3  U  Qéamtxi^  4è9  ^ 
plus  grande  jenni^e;  le  ppy»  où  U  reçut  le  jour ,  ^tait  alor?  le  hepçea^ 
dea  plnp  bnUaat«s  décpvvertes;  ep^  il-  e^t  pour  jnaîtrç  ^arrow,  qui 
s'était  pl^çé  ay^  dî^tinçtioo  parmi  les  inveutieurs.  3i  de  telles  cir- 
cûostaw^aa  ne  peovent  rien  wm  le  génie  ;  il  £iut  du  mpî^  convenir 
qu'elles  Vaid^nt  puissamnent  à  s«  développer. 

JLa  gpore  d'étndç  qu'avait  d'aliKW'd  encrassé  I^eibiiitai,  le  pev  de  secoure 
que  l'41tenttgne ,  ^a  pc^trie  ,  pouvait  lui  o^rîr  pour  les  IMEathén^-; 
tkfu»j  tont  semblait  Télo^ner  de  la  culture  d'Mnç  s^ence  à  lamelle  il 
doit  maint/eaaant  la  partie  la  pW  solide  de  sa  g^irej  w»^  n'est-ç^ 
qu'après  son  voyage  ea  Ang^etçrre ,  qu'pn  le  voit  sur  la  route  des  dé^ 
couvertes  :  c'est  là  qa%  apprit ,  pai*  ce  que  les  autpea  avaient  &it  »  of 
qui  restait  à  ^e.  ];4Wp:i»éme  r«Qpntç,  dans  ph^si^mrs  d^  se^  lettres, 
avec  wtwt  d'lngéi»ûté  que  de  modesties,  l'origine  de  sçs  progrés ,  leç 
secours  qu'il  reçut  d'Huygens  j  et  cet  illustre  Géomètre ,  qui  fyx  Iç 
vénIaUe  maître  de  XieilHÛtz ,  devinJt  un  de  ses  admirateurs* 

Qu'on  ne  m'accuse  point  ici  de  vouloir  régler  les  rangs  parmi  le^ 
hommes  qui  ont  fait  1^  gloire  de  l^^if  ^îçcle  ;  Newton  a  laissé  dans  soi^ 
ouvrage  des  Principes,  ipn  monuivent  qui  lui  a^suT^  ^  jaii^ais  l'admirât- 
tion  de  la  post^itéj.mais  l'éclat  dç  a4s  titrer  commande  la  plus  sévèrç 
équité  enyers  son  rival,  qui,  sans  cesse  em{K)rté  par  une  successioQ 
rapide  d'<^eta  divers ,  accablé  d'nna  correspondance  trés^^tçndue ,  'et 
n'ayant  jamais  m  la  loisir  d'exécitfcar  W  gra^d  ouvrage,  parl;agea  néfOH 
moins  l'honneur  d'ime  découvertia  qf^  a  «bapgé  la  fece  d^s  Matbénaft* 
tiques,  etjpma  dans  un  petit  noml^e  de  lettres  et  d'écrite,  une  foule 
de  vues  ic^nieuses  qui  renfermaient  le  gerxne  des  ^is  belles  théopies. 

La  découverte  du  Calcul  différentiel  demeura  quelque  temps  stérile  j 
etLeibnitz,  pour  réveiller  rattentiqn  des  Qéom,ètres,  leur  proposa,  en 
1687,  d^  déterminer  la  nature  de  la  courbe  que;  devrait  parcourir  u^ 
G<Hps  grave,  prar  descendre  égidem^  en  tespo^  égBu^<  Kuygens donna 
le  premier  la  seluticm  du  proMème ,  mais  sans  indiquer  la  nibéthode  dont 
il  avmt  fait  usage  ;  Jacques  Bernoulli  ]ç  Fésdut  aussi  par  l'applic^tioa 
du  Calcul  difierentiel,  et  publia  son  analyse  dans  les  Actes  de  Leipsig, 
en  1690. 

Jean  Bernoulli ,  frère  puîné  du  précédent ,  et  qui  avait  été  son  dis- 
dple,  entra  presqu'en  même  temps  que  lui  dans  la  .carrière,  et  lia  avec 
Leîbnitz,  une  correspondance  qui  dura  jusqu'à  la  mwt  de  ce  demk^. 
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a  fit  aussi  cônnaifre  en  Frangé  k  Calcul  di£fêrentîel ,  dont  il  donna  des 
leçons  au  Marquis  de  l'Hôpital.  Leibnitz  et  les  Bemoulli  résolurent  un 
grand  nombre  de* problèmes  aussi  neufe  que  difficiles,  qu'ils  proposèrent 
ensiiite  à  tous  les  Géomètres;  ils  reprirent  aussi  ceux  de  la  chaînette 
et  de  la  courbe  de  la  plus  vite*  descente ,  qui  avaient  résisté  à  Galilée. 

Jacques  Bémolilli,  sans  cessé  harcelé  par  son  frère ^  dont  il  avait  été 
jadis  le  maître,  lui  proposa j  comme  un  défi,  le  problème  des  isopéri*^' 
mètres,  problème  d'un  ordre  supérieur  à  tous  ceux  dont  aa  s'était  oOi? 
cupé  jusqu'alors.  Il  feût  cependant  convenir  qu'avant  lui ,  Newton  en 
avait  résolu  tin  de  ce  genre,  puisqu'il  donna,  dans  son  livre  des  Prinr 
cipes,  publié  en  1687 ,  la  construction  du  solide  qui  éprouve  la  moindre 
résistance  d'un  fluide  dans  lequel  il  se  meut;  mais  il  à  laissé  ijgnorer 
la  route  quHl  avait  suivie,  et  n'a  montré  nulle  part  qu'il  eût  une  mé-* 
Ihode  générale  pour  résoudre  ces  sortes  de  problèmes ,  tandis  que  celle 
qu'inventa  Jacques  Bemoulli^  oflre  un  morceau  d'Analyse  précieux  par 
son  élégance,  et  beaucoup  au-dessus  de  tout  ce  qui  a  été  foit  à  cette 
époque. 

Le  Calcul  difllerentiel  recevait  chaque  jour  de  nouveaux  àccroissemens  : 
où  l'avait  appliqué  à  la  théorie  des  développées ,  l'une  des  découvertes 
les  plus  remarquables  qui  soient  dues  à  Hujgens;  mais  il  n'existait  en- 
core aucun  ouvrage  où  l'on  put  s'en  instruire ,  lorsqu'en  liSgg,  l'Hôpital  J' 
qtd  était  du  petit  nombre  des  Géomètres  qui  avaient  pris  part  aux 
progrès  de  ce  calcul ,  doniia  son  Analyse  des  Infinthient  Petits.  Ce 
Mvre  a  été  long-temps  le  meilleur  qu'on  eut  sur  cette  niatière  ;  mais , 
il  laissait  toujours  à  désirer  un  traité  de  Calcul  intégral,  dans  lequel 
l'Hôpital  né  voulut  point  s'engager ,  ]^ce  qu'il  savait  que  Leibnitz  pré-' 
parait  un  grand  ouvrage ,  qu'il  devait  publier  sous  le  titre  :  ^  Scientùi 
infinitif  et  qu'il  n'a  point  achevé.  Le  Calcul  intégral  présentait  beaucoup 
plus  de  difficultés  que  le  Calcul  différentiel  :  la  preniùère  méthode  gé- 
nérale qu'on  trouva  dans  ce  calcul ,'  fut  celle  de  l'intégration  des  firacticms 
rationnelles,  que  Jean  Bemoulli  donna  en  170a;  mais  dès  i6g4  il  avait 
indiqué  le  moyen  d'intégrer  les  équations  dififêrèntiélles  par  la  séparation 
des  variables.  En  1707,  Gabriel  Manfredi,  géomètre  italien,  dcmna  un 
traité  entier  sur  les  équations,  dans  lequel  il  se  rencontra  avec  le  gco- 
Bflètre^e  Bàle. 

Il  feut  observer  que  pendant  gué  le  Calcul  différentiel  et  le  Calcul 
intégral  élisaient  de  grâùds  progrès  .entre  les  mains  des  Géomètres  du 
continent,  Newton  seinblait  oublier  ses  découvertes,:  ce, ne  fut  cpi'en 
1706  que  parut  son  Traité  de  la  quadrature  dès  courbes  ;  et  son  Traité 
des  fluxions  ne  vit  le  jour  qu'en  1736,  long-temps  après  sa  mort. 
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''^  Le  génie  mathématique  se  montra  héréditaire,  dans  la  femiUe  des 
Bemoulll;  Nicolas  et  Daniel,  fils  de  Jean,  devinrent  bientôt  aussi  habiles' 
que  leur  père  ;  ils  eurent  pour  condisciples  Hermann  et  Euler  :  ce  dernier 
ne  tarda  point  à  feire  prendre  au  Calcul  intégral  des  accroissemens 
rapides.  Par  une  telle  succession  de  disciples  célèbres ,  l'éCole  de  Leibnitz 
acquit  la  supériorité  sur  celle  de  Newton,  dans  laquelle  on  voit  ce- 
pendant C6tes ,  qui  mourut  fort  jeune ,  reculer  par  la  découverte  de 
son  thTOrême ,  les  bornés  de  la  méthode  des  quadratures  ;  Moivre ,  que 
la  France  a  droit  de  revendiquer  ,  parvenir  encore  sur  ce  sujet  à 
quelques  résultats  importans  ;  Tajlor,  en  développant  la  méthode 
des  Incrimmsy  dont  Newton  avait  jeté  les  bases  dans  celui  de  ses 
ouvrages  qui  a  pour  titre  Methodus  differentialia ,  donner^  pour  ainsi' 
dire,  par  le  théorème'  qui  porte  son  nom,  le  complément  du  Calcul 
<fififêrentiel;  enfin,  Sterling  enrichir  considérablement  la  théorie  des  suites.. 

Les  Géomètres  du  continent  ne  négligèrent  point  non  plus  remploi  des 
Suites; mais  ils  n'allèrent  pas  jusqu'à  en  abuser,  comme  firent  les  Géo- 
mètres anglais  dû  second  ordre,  qui  les  appliquèrent  souvent  à  des  pro- 
Mêmes  dont  on  pouvait  avoir  la  s<^ution  par  des  ^équations  finies,  ains^ 
que  le  leur  fit  voir  Jean  Bemoullï  :  il  eut  même  à  cet  égard  unireproche 
fondé  à  &ire  à  Newton,  qui  parut  méconnaître  la  vraie  difficulté  d'un 
problème  proposé  par  Leibnitz  aux  Géomètres  anglais,  après  qu'ils  lui 
eurent  contesté  ses  droits  à  la  découverte  du  Calcul  dififêrentiel.  C% 
n'était  point  dans  la  récherche  de  l'équation  difi^r^itielle  de  lacpidle  dé- 
pendait ce  problème^  mais  dans  son  intégration  générale,  cpe  consistait 
le  injéritè  de  la  solution  :  Newton,  possédant  des  méthodes  pour  résoudre 
par  les  sériés',  soit  les  équations  algébriques,  soit  les  épations  contenant 
des  fluxions,  c'est-à-dire  les  équations  diflërentielles,  crut  en  avoir  fait 
assez  en  indiquant  la  manière  de  trouver  celle  qui  résultait  du  problème 
de  Leibnitz  ;  et  c'est  sur  quoi  Jean  Bemoulli ,  profondément  afifecté  dp 
l'injustice  dès  Anglais  envers  ce  dernier ,  se  récria  beaucoup. 

i'Écoie  de  Newton  proposa  à  son  tour  un  problème  à  résoudre  aux 
dcsciplès  de  Leibnitz  :  le  choix  de  la  question  donne  lieu  à  des  remarques 
qui  s^nblënt  avoir  échappé  aux  historieiis  des  nouveaux  calculs,  et  qui 
jettent  cependant  quelque  lumière  sur  le  point  qu'ils  ont  eu  à  débattre. 
Qôa&d  on  Élit  atteïition  au  soin,  que  Newton  avait  mi^  dans  la  com* 
position  de  son  immortel  ouvrage  des  Principes  ^  pour  le  porter  aussi  eu 
avant  qu'il  était  possible  de  l'état  de  la  science  au  moment  où  il  l'écrivait, 
qu'il  y  a  même  inséré  des  résultats  dont  il  n'a  pas  donné  de  démons- 
tration, on  doit  être  étonné  de  la  manière  ûacompîète  dont  il  y  traite 
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le  monvfftamt'^dM  pr0)ecttte8  dans  lea  milieux  résistant  comme  It» 
quarré  4«  la  vitesse,  cas  le  plus  conforme  à  ce  qui  se  passe  dans  la 
nature.  11  a'ose  attaquer  la  question  directe;  et  pour  la  première  fois, 
£(ppelant  à  s<»i  secours  l'analyse  algébrique,  il  quitte  la  synthèse,  qu'il 
regardait  cependaqt  copune  la  seule  voie  par  laquelle  il  fût  conye:^ 
oable  de  présepter  une  proposition  nouvelle  (*)• 

Xoi:s  donc  ^'on  voit  j^eil  faire  de  cette  <|UASijan  directe  le  sujet  d'un 
défi  qu'U  porte  aux;  Gèon^ètres  du  continent ,  n'estrPn  pas  en  droit  de 
conclure  qpe  nounseulepient  il  la  regardait  comme. un  problème  des  plus 
difiiciles,  mais  qu'en  cela  il  était  guidé  par  l'opinion  qu'ep  avait  conçue 
Newton  lui-même  :  quelle  apparence  que  le  promoteur  de  la  querelle 
qui  divisait  les  deux  Écoles,  eût  osé  s'ave&turer  contre  j^rooulli,  sans» 
prendre  ses  sûretés  ?  Il  est  bi^i  évià»[it  néanmcôns  qu^  le  probl^pe  n'est 
pas  le  plus  diffîdle  de  ceux  qui  ont  été  proposés  «t  .résolus  à  la  naisr 
sance  du  Calcul  difl^rentiel;  mais  pour  le  traiter  avec  succès,  il  &llait  le 
ramaier  à  une  équatira  différentielle ,  car  la  méthode  des  séries  n'y  apporte 
pas  la  fi^iUté  qu'elle  donne  pour  beaucoup  d'autres ,  et  c'est  par  cetto 
raison  que  Ifewton  n'en  vint  pas  à  bout.  Quant  à  K^eil,  il  ne  pensait  pas 
appare«m)en(  qu'une  chose  cpii  avait,  éekappé  à  l'auteur  du  livre  dç^ 
Principes ,  fiit  possible  ;  et  il  se  troijiva  couvert  de  ridicule ,  lorsque 
J,  BernQuUÏ  le  somma  de  justifier  sa  provocation ,  en  produisant  la  solu^ 
tioD  du  problème  qu'il  avait  proposé. 

On  objecterait  ee  vaîn  que,  som  le  raj^^ioFt  de  l'appUçaticm  à  la  prsr 
tique,  la  solution  de  Beraoulli  est  à  peu  près  inutile;  ette  était  trop 
remarquable  du  câtié  analyti9:ie  et  géométrique,  pow  que  Newton  eût 
né^é  de  s'en  fajrç  honne^ir,  s'il  avait  pu  y  atteindre  par  sa  méthode; 
son  déËiut  de  sucQè§  à  cet  égerd  »t  l'eiqposition  de  ses  tentatives  prouvent , 
ce  me  semble,  que  c'était  uniquement  psur  le  développement  en  séries 
qu'il  était  an:ivé  aux  nouvewu^  calculs ,  à  peu  près  comme  il  l'indique  lui^ 
même  dans  k  pr<çpositîon  X  du  livre  II  de  ses  Pri^pesj^  et  que  cette 
voie  ne  lui  donnait  poi9t.|in  «ççés  ai^^i  fiidle  k  Vm^^  d^es  équations 
différentielles,  que  la  consid^atiûii  liomé^te  des  accrois^eoiens  ^ 
eux-mêmes,  à  laquelle  s'était  ^ttaobé  liCibnit».  Ài^si,  plus  on  ra|^oche 
toutes  les  circonstances  des  premiers  prç^ès  du  Calcul  dil^entiel,  et 
plus  elles  me  paisaissent  niontoer  jusqu'à  l'évidenoe  ^  qi|e  Leiboitz  n'a 
pas ,  moins  que  Newton ,  travaillé  hm  sçs  propres  idées* 

(*)  Vt Tkeoremajiçit  concinnum  et  elegans ,  ac  lumen  publîcum  stistinere  yaleat 

Voy.  Jsaaci  Newtoni  Opuscula.  Laïusanœ  et  Genei^œ.  i744>  T,  I,  page  170, 
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Il  enVifiàgéft  lefit  gnudeurà  Gomme  yaiiant  pldr  dès  différences  suc-». 

oessîTes  ou  par  aants  ^  ce  qui  le  coiidiiisit  à  substituer  des  pdjgcmes 

ftox  courbes  ^  et  dé94ars  toutes  ks  ^erài^hs  qu^on  pçuTait  se  pro^ . 

poser  strr  elles  j  furent  raineiiéeâ  ml  cdoul  des  triangles  rectilignes) 

mais  pour  flore  ooîôioid^  «toensUe  te  poljgcMte  et  Ja  courbe^  il  supposa 

les  dié^ncfes  ififinimeot  petites.  Ëïi  vain  quelques  Géomètres  inéâiocrea 

de  oe  tcttf» ,  pout  Se  £%nsoter  de  Fmipuissalice  où  ils  étaieht  d'entendre 

et  d'appKquer  les  nodveoux  Calculs,  déekâraiisnt  sans  Cesse  ooùtre  leur 

principe  ;  là  oourfonaité  ûei  i^ultats  ateo  ceax  qui  étaient  connus  an-^ 

làiedretiÉeiit,  fet  les  déoiolntrAtiofis  synthétiques  qu'on  pourait  donner 

des  notirëaux^  finsaient  retbmbër  aur  les  adreirsaireè  4à  Caleul  difi^ 

retttid ,  les  toups  qu'ils  TouiEiieHt  hii  p6rt€âr. 

Leibmte^rut  siMi  doute  qtie  ceux  qui  aéraient  en  état  de  hâte  usttge 
du  CaAcul  dUfêreBttely  en  anstnâent  fediemeoÉ  Feëprit ,  en  le  rapprochant 
de  la  méthode  dKs  Âncieas  ;  car  il  négbgea  (Febtrer  dans  aucun  détail 
à  cet  égard  ^  et  son  sflencè  fut  imité  par  les  fiteuouHi  et  par  llléj^tal} 
naarn  quand  il  fut  attaqué  sut  de  siqet^  il  pfotiva  par  ses  répwses^  qu'il 
j  ayait  morembnt  réflédM^  Dbns  teules  les  oceaaiens^  il  coitipere  sa 
méthode  avee  cette  d'ArcUtmëde  j  et  fidt  Teir  qn'eHe  n'en  eM  ^  quelque 
sorte  qu'on  aètégé,  pkis  approprié  mm.  rèchercfaeë ,  mais  qu'au  fond  eHe 
revient  au  SÉémej  ear  au  lieu  de  râ^péser  fes  diâereutielleé  infiniaa^it 
petîtea  dans  le  fi«ky  il  suffît  schdement  de  ooatieyddr  qu'^tn  puisse  toujours 
les  prcsidre  aesea  petites ,  pour  qfue  l'erreur  qui  résuibera  è^  eUiisfiions 
fidtes  dans  le  calcul ,  soit  ifiroiodre  qu'une  grandeur  donnée  ;  et  pour 
aider  fiiMgiâatieo  de  ses  lec^earé^  il  importé  quelques  exemples  sen-^ 
sibles  (*).  Cette  manière  de  pmtnmsty  k  laquc^  il  semblé  qu'où  n'ait 
rieit  à nsprooiMir  >  a  été  regardife  4c  la  partde  LeiiMditz,  oMnne  uti  ^eu 
de  Hcf^otflsa&Oe  de  ses  prkicipeây  prtr  Fon*6nidie ^  qui  Yojait  s'écrocder 
imsitéiitl'ë^c»  q*'3  araMMli  sirir  tes  infioâs.  Les  plaintes  qu'il  en  porte 
dttis  la  préfiiee  d«  sa  Géométrie,  ^  qui  otit  ^  r^p^ées  dmis  pluskurs 
omtages,  «ftreAt  txÉt  eïefirtple  de  la  fiiciité  arec  la^ueHe  les  erreurs 
^aeaMi  de  tt«1«  étt  livre  ^  et  monftfeift  eonbieu  peu  de  gens  prennent 
soin  dé  se  fbftdsr  tmè  opkion  tedépendanle  de  ccHe  des  autres. 

ff&KrWù  «apposa  les  li^es  m%enSré^  'peer  le  sntouvemeKil  d'tm  points 
et  les  siufÊKeB  par  cetat  d'une  Mgae  ;  et  il  i^rpela  fluxions  les  vîtesseis 
qui  r^gkdeM  ces  mocÀF^oens.  Ces  notions,  quoique  très-rigoureuses,  soot 


O  Voyez  la  note  de  la  page  486  de  ce  volume  et  le  tome  III  dea  OEurres  de  Leibnitz^ 
pages  369 ,  370  et  5oo. 
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étrangères  à  la  Géométrie,  et  leur  application  peut  être  difficile*  H  est 
bien  vrai  qu'en  imaginant  .un  point  qui  semeuse  sur  une  ligne^  pendant 
qu'elle  est  emportée  parallèlement  à  elte-méme,  avec  une  vitesse  uni- 
forme, on  peut  représenter  une  courbe  quelconque  ;  ma»  la  vitesse- du 
point  décrivant  étant  variable  à  chaque'  ihstabt,  on  ne  peut  la  défera 
miner  qu'en  recourant  soit  à  la.  méthode  des  Anciens  ou  d'exhàuslion^ 
soit  à  celle  des  premièries  et  dttrniénes  raisons:,  et  c'est  presque  toujours 
de  celle-ci  que  Newton  s'est  swvi}  ensdrte  que  les  fluxions  n'étaient, 
à  proprement  parler  pour  lui,  qu'un»  mojen.  de  dotiner  on  objet  sensible 
aux  quantités  sur  lesquelles  il  opérait.  U  entendait  par  la  mééhùdè  de^ 
premières  et  dernières  raisonâ^.là  r^echerche  da  rapport  quV>nt  entre 
elles,  au  premier  ou  au  dernier  instant  dé  lear> existaice ,  des  quantités 
qui  naissent  ou  qui  s'évanomssoit  ensemble,  on  joutât,  comme  il  le  dit 
aussi,  celle  delà  liqtiite  dont  ce  rapport  approche  sans  cesse  ^  et  il  trouvait 
dans  la  premi^e  raison  des  e^^aces  parcourus  par  ^ordonnée  sur  la  ligne 
des  abscisses  et  par  le  point  décrivant  sur  l'ordonnée ,  espaces  (pi'il'nom^ 
mait  momens,  le  rapport  de  la  fluxion  de  l'abscisse  à  celle  de  l'ordonnée, 
d'où  il  tirait  la  direction  de  la  tangente.  Le  calcul  n'était  que  celai  dqpt 
B^uToytr  disait  usage  pour  sa  métb^^  des  tangentes ,  mais  que  Newton , 
par  le  moyen  de  sa  formule  du.lÛQome  et  de  la  réduction  ea  séries, 
avait  étendu  aux  expressions  irratbnnelles.  U  me  semble  donc  que 
l'avantage  dé  la  Métbodç  des  fluxions  sur  le  Calcul  difierentiel,  du  côté 
de  la  Métaphysique,  ne  consiste  qu'en  ce  que  les  fluxions^  étant  des 
quatntités  finies,  leurs  momens  ne  sont  que  des  infiniment  petits,  du 
prenuer  ordre,  et  leurs  fluxions  sont  encore  fimes  :  par  ce  moyen  on 
évite  les  infiniment  petits  des  ordres  supérieurs. 
.  D'Alembert  et  Euler  ont  cherché  à  ^oni^i:  au  Calcul  différentiel ,  une 
base  qui  leur  parut  plus  solide  que  la  subordination  des  ijafiniment  petits  \  . 
le  premier  se  servit  de  la  méthode  des  linutes,  et  le  second  considéra 
les  infiniment  petits  comme  des  zéro4|$d)S;olus,  mais  qui  conservaient  un 
rapport  dérivé  de  celui  qu'avaient  entre  elles  les  quantités  évanouies 
qu'ils  remplaçaient.  On  se  demaudei^  sans  doute,  ce  qu'on  peut^entendre 
par  le. rapport  des  quantités  qui  ont  cessé  d'exister,  et. cette  objection 
qu'on  &it  contre  la  Métaphysique  d'Euler,  s'applique  également  à  celle 
dé  la  Méthode  des  premières; et  dernières  raisons;  car  il  n'y  a  point  de 
milieu  entre  être  et  ne  pas  être^  et  du  moment  où  les  accroissemens  sont 
quelque  chose ,  leur  rapport  n'est  ni  celui  des  fluxions ,  ni  celui  des  limites. 
M.  Camot,  dans  ses  Réflexions  sur  la  Métaphysique  du  Calcul  infinitési'^ 

ynal  (ou  différentiel)^  où  il  discute  avec  beaucoup  dé  soin  les  principes  de 
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ce  calcul,  observe  que  c'est  en  vertu  de  la  loi  de  continuité,  que  les 
quantités  évanouissantes  gardent  encore  le  rapport  dont  elles  se  sont 
approchées  par  degrés,  avant  de  s'évanouir. 

Cet  écrit  prouve  que  si  on  avait  créé  des  mots  lorsqu'il  en  était  besoin^ 
on  aurait  eu  des  idées  plus  claires.  En  appelant  équations  imparfaites, 
le»  équations  diflerentielles,  M.  Camot  jette  un  grand  jour  sur  leur  théorie. 
En  eflèt ,  lorsque  Ton  considère  les  diflërcntielles  cru'eUes  contiennent , 
comme  représentant  les  accroissemens  des  variables,  elles  n'ont  lieu  que 
d'une  manière  approchée  ;  mais  leur  degré  d'exactitude  est  en  quelque 
eorte  indéfini,  car  il  dépend  de  la  petitesse  qu'on  suppose  aux  change- 
mens  des  variables;  et  puisque  rien  ne  limite  cette  petitesse,  les  équations 
^Hfërentielles  peuvent  donc  être  aussi  près  de  la  vérité  qu'on  le  voudra  : 
voila  les  idées  de  Leibnitz  traduites  en  Analyse.  M.  Carnot  feit  voir  en- 
suite, comment  les  équaticms  impar&ites  deviennent  rigoureuses  à  la  fin 
du  çsdcul ,  et  à  quel  signe  on  reconnaît  leur  légitimité  ;  ce  signe  est  la 
di^arition  totale  des  quantités  diflfêrentielles ,  dont  pouvait  provenir 
Ferreur,  «'H  y  en  avait.  On  ne  doit  pas  juger  le  travail  de  M.  Carnot, 
par  le  peu  que  j'en  ai  dit  ;  et  ce  n'est  i>as  seulement  dans  la  manière 
d'envisager  le  Calcul  dififêrentiel  qui  lui  est  propre,  que  consiste  le  mérite 
de  son  Mémoire,  mais  encore  dans  la  comparaison  qu'il  fait  des  divers 
points  de  vue  sous  lesquels  on  a  présenté  ce  calcul. 

Je  ne  dois  pas  oublier  de  rapporter  ici  que  dès  1758,  Landen  proposa, 
pour  se  passer  de  la  considération  de  l'infini  et  de  celle  du  mouvement 
ou  des  fluxions,  une  Méthode  qui  revient  au  fond  à  celle  des  limites;  mais 
le  calcul  s'appuie  sur  un  théorème  algébrique  qui  lui  donne  une  forme 
particulière.  J^a  firanchise  avec  laquelle  Landen  se  dépouille  des  préjugés 
ùationaux ,  imprime  un  caractère  remarquable  à  son  ouvrage  ;  car  il  est 
peutretre  le  seul  des  Géomètres  anglais  qui  sœt  convenu  des  inconvé- 
niens  de  la  Méthode  des  fluxions. 

C'est  l'application  du  Calcul  difierentiel  à  la  Géométrie ,  qui  lui  a 
donné  un  caractère  différent  de  celui  de  l'Algèbre  ordinaire  ;  car 
M.  Lagrange  a  feit  voir,  dans  les  Mémoires  de  V Académie  de  Berlin, 
année  177a,  qu'il  pouvait  être  traité  analytiquement ,  d'une  luaûicre 
indépendante  des  considérations  de  l'infini.  L'expression  des  changemens 
qui  arrivant  dans  une  fonction ,  lorsqu'on  augmente  ou  qu'on  diminue 
une  ou  plusieurs  des  quantités  dont  elle  dépend ,  peut  toujours  être 
réduite  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  des  difilerences  de  ces 
quantités  ;  les  coeâ3iciens  qui  sont  indépendaos  de  ces  différences,  prér 
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sentent  de  nouvelles  fonctions  dérivées  de  la  proposée,  diaprés  une  loî 
régulière.    . 

^  Cesl  dans  la  recherche  de  ces  coeffidens  et  dans  celle  de  leurs  pro* 
priétés  que  consiste  le  Calcul  différentiel  :  les  fonctions  d'gne  seule 
variable  ne  donnent  qu'un  coefficient  dans  chaque  ordre  j  les  fonctions 
de  deux  ou  plusieurs  variables ,  ayant  une  différence  qu'on  peut  or- 
donner comme  un  polynôme,  suivant  les  praduits  homogènes  de^ 
accroîssemens,  ont  plusieurs  coefficîens  pour  un  même  ordre.  On  peut 
chercher,  ou  chaque  coefficient  en  particulier,  ou  les  telations  qu'ils  ont 
entre  eux,  et  avec  la  fonction  dont  ils  dériVent  :  voilà  le  Calcul  diffé- 
rentîeK  11  sera  aux  diïierentieUés  ordinaires,  s'il  ne  ^'aglt  que  d'une  fonc- 
tion d'une  seule  variable ,  et  aux  différentielles  partielles,  s'il  est  question 
d'une  fonction  de  deux  ôU  d*un  plus  grand  nombre  de  variables. 

Le  Calcul  intégral  a  pour  objet  de  remonter  des  coeSiciens  aux  fbnc<^ 
taons,  c'est-à-dire  de  résoudre  les  questions  inverses. 

Il  est  étonnant  (Jue  cette  manière  si  simple  de  dotmer  tme  origine 
analytique  au  Calcul  différentiel,  ait  été  si  long-temps  à  trouver j  il 
semble  qu'elle  aurait  dû  se  présenter  à  Euler,  qui  le  premier  sépara 
ce  Calcul  de  son  appÏÏcation  aux  courbes ,  et  qm^  en  exprimant  par  des^ 
lettres  les  rapports  des  dîflerentielles ,  avaîi  défivré  des  quantités  infini- 
ment petites ,  les  équations  qui  en  contenaient. 

Newton  même  était  déjà  sur  la  voie  de  cette  toanièrc  d'envisager  le 
Calcul  différentiel;  car  il  a  aussi  considéré  tes  ordonnées  successives 
d'une  nîême  courbe,  développées  en  séries,  suivant  les  puissances  des 
accroissemens  de  Fabscisse,  et  îi  a  indiqué  les  principales  propriétés  de 
ces  coeCBciensrdativemcnt  à  Tappfication  géométrique  :  il  Im  manquait 
seulement  une  manière  de  les  dériver  les  uns  des  autres;  et  fl  paraît  que 
c'est  Taylor  qui  montra  le  premier  leur  formation  successive  par  les 
jBuxions,  formation  qui  n'est  autre  chose  que  son  Théorème. 

Frappé  des  difficultés  que  présentait  Tétudè  de  PAnaîyse  et  de  la 
Géométrie  transcendante,  par  l'intervalle  qui  séparait  les  ouvrages  élé- 
mentaires les  plus  étendus,  des  Mémoires  où  se  trouvaient  consignées 
les  nouvelles  découvertes ,  et  ayant  senti  combien  la  nécessité  de  re- 
courir à  des  livres  peu  répandus  ou  à  des  collections  académiques  dont 
on  est  privé  dès  qu'on  n'habite  pas  ta  Capitale,  pouvait  arrêter  les  jeunes 
gens,  dès  ly^?,  je  rassemblais  des-  matériaux  pour  fbrmer  un  Traité 
complet  de  Calcul  différentiel  et  de  Calcul  intégral;  et  à  la  première 
lecture  que  je  fis  alors  du  Mémoire  de  M.  Lagrange,  je  me  proposai  de 
prendre  pour  hase  de  ce  Traité,  les  idées  lumineuses  qu'il  avait  subs- 
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tituees  à  celles  des  infiniment  petits.  Je  communiquai  a  quelques  per- 
sonnes les  premières  ébauches  de  mon  travail  ;  j'en  écrivis  à  plusieurs 
<iéomètres  célèbres  /pour  qu'ils  voulussent  bien  m'indiquer  les  sources 
où  je  pourrais  puiser,  et  m'aider  de  leurs  conseils;  voici  ce  que 
M.  Laplace  nae  répondît  en  janvier  1792  :  a  Je  vois  avec  beaucoup  de 
J>  plaisir  que  vous  travaillez  à  un  grand  ouvrage  sur  le  Calcul  intégral...,^ 
»  Le  rapprochement  des  Méthodes  que  vous  comptez  faire ,  sert  à  les 

>  éclairer  mutuellement,  et  ce  qu'elles  ont  de  commun  renferme  le  pliis 
Ji  souvent  leur  vraie  métaphysique;  voilà  pourquoi  cette  métaphysique 

>  est  presque  toujours  là  dernière  chose  que  l'on  découvre.  L'homme  de 
^  génie  arrive  comme  par  instinct  aux  résultats  j  ce  n'est  qu'eu  réflé- 
»  cbissant  sur  la  route  que  lui  et  d'autres  ont  suivie,  qu'il  parvient  à 
»  généraliser  les  Méthodes,  et  à  en  découvrir  la  métaphysique,  j» 

Pai  rapporté  ce  passagcj^  plus  encore  pour  les  réflexicms  qu'il  contient, 
qiie  pour  indiquer  l'époque  à  laiquelle  j'avais  déjà  conçu  le  plan  que  j'ai 
suivi  dans  la  {»:emière  édition  de  mon  Ouvrage ,  dont  l'impression  fut 
commencée  en  frimaire  an  4 (novembre  1796),  et  suspendue  par  des 
raiscms  particulières,  pendant  quelcpies  nlois.  Depuis  cette  ^oque^ 
IkLLagrange  est  revenu  sur  ses  premières  idées,  à  l'occasion  d'un  Cours 
qu'il  a  Êdt  à  l'École^^Pdy technique,  et  j'ai  suivi  ses  leçons  avec  txMjJ 
l'intérêt  qu'elles  devaient  inspirer;  mais  l'état  où  ^tait  mon  ouvrage  et 
la  marche  de  l'impressipn  ne  m'ont  permis  alws  de  profiter  que  d'un 
petit  nombre  de  ses  remarques  que  j'ai  eu  soin  de  rapporter  à  leur 
Auteur. 

Afin  de  rendre  mon  Ouvrage  accessible  à  un  plus  grand  pombre  de 
lecteurs ,  je  crus  devoir  préparer  l'exposition  des  principe  du  Calcul 
diflërentieï  par  une  Introductiouj  dans  laquelle  je  m'occupai  du  déve- 
loppement des  foncUcms  soit  algébriques  j>  soit  logarithmiques  ou  circu- 
laires ^  après  avoir  réduit  les  idées  d'infini  et  dlofinimeaot  petit  à  ce 
qu'elles  ont  de  réel,  c'est-à-dire  à  l'exclusion  de  toute  limite^  jsoit  m 
grandeur,  soit  en  petitesse^  ce  qui  n'ofifre  qu'une  suite  de  négations ,  et  ne 
saurait  jamais  constituer  mie  notion  positive  (*).  La  méthode  dont  j'ai 
iàit  usage  pour  le  développcatneat  des  fonctions^  œ  s'appuie  aar  aucune 


(*)  Amez  souvent  on  a  sobstitué  le  mot  irutéfini  an  mot  infini ,  crojrant  par  là  éluder 
ieedificaltétf  q«e  faiiail  natire  ce  dernier  ;  mais  fe  ne  roî«  en  cela  qu'une  fcmte  d'exprès- 
âon  ;  car  Vind^ni  jpeut  avoir  des  limites  ,  mais  on  en  fait  abstraction  pour  le  moment, 
taadia^e  Tinfini  est  néceutaireBient  ce  dont  on  affirme  qoa  les  limites  aç  {peuvent  être 
atteintes  par  quelque  grandeur  concevable  que  ce  soit. 


Digitized  by 


Google 


XX  PRÉFACE. 

considératloa  de  ce  geiir€i>  aucun  terme  n'y  est  fiégU^;  toutes  les  ëquar 
tiens  de  condition  y  sont  vérifiées  en  quelque  nombre  qu'elles  soient^ 
par  UA  calcul  fondé  sur  les  indices  des  quantités  à  déterminer,  et  très- 
pçopre,  je  crois,  à  faire  sentir  les  avantages  de  la  symétrie  dans  les 
calculs ,  et  la  puissance  d'une  notation  qaand  elle  est  analogue  aux  idées 
qu'elle  représente. 

Les  Élémens  d'Algèbre  latssai^it  à  désirer  beaucoup  de  choses  sur  la 
théorie  des  équations ,  lorsque  la  première  édition  de  mon  Ouvrage  parut^ 
et  ne  me  proposant  pas  alors  d'en  rédiger  de  nouveaux,  je  dus  faire  entrer 
ces  théories  dans  mon  plan;  mais  craignant  que  retendue  de  l'Introduction, 
devenue  par  là  trés-considérahle,  ne  parût  retarder  trop  long-temps  ren- 
trée dans  le  Calcul  différentiel,  sujet  principal  du  Traité,  je  pris  le  parti 
d'insérer >  dans  le  corps  même  de  ce  Traité,  un  chapitre  contenant  une 
digression  sur  les  équations.  D^uîs ,  ayant  publié  mes  Èlémens  ^Al- 
gèbre et  leur  Complément  j  et  les  matières  qu'ils  contiennent  ÊiUant 
partie  de  l'enseignement  ordinaire ,  j'ai  supprimé  ce  chapitre  qui,  à  tous 
égards ,  nuisait  à  l'ordre  ;  mais  la  résolution  des  équations  à  deux 
termes  par  les  formules  trlgonométricpies ,  la  réduction  des  ima^aires 
à  la  forme  A+B  \/—i  j  a^  moyai  de  ces  formules,  les  considérations 
sur  lés  logarithmes  et  les  sinus  imaginaires,  ont  passé  dans  llntroduction^ 
avec  plusieurs  articKbs  nouveaux  qui  font  de  cette  Introduction ,  si  je 
ne  me  trompe ,  un  Traité  assez  complet,  de  l'analyse  intermédiaire  entre 
les  Élémens  d'Algèbre  proprement  dits,  et  le  Calcul  différentiel. 

Le  premier  chapitre  est,  dans  cette  édition  comme  dans  la  précédente^ 
consacré  à  Pexposîtion  des  principes  du  Calcul  différentiel.  A  l'exemple 
d'Eûler,  je  donne  d'un  seul  jet  l'exposition  purement  analytique  et  Com- 
plète des  principes  de  ce  Calcul,  dans  toute  Pélendue  qu'il  doit  avoir  pour 
correspondre  aux  diverses  branches  du  Calcul  intégral.  Dans  uja  livre 
élémentaire,  cette  marche  retarderait  trop  les  applications,  si  nécessaires 
pour  soutenir  le  courage  d'un  lecteur  cpû  s'engage  pour  la  première  fofs 
dans  une  carrière  dont  il  n'apperçoit  pas  le  but  j  mais  un  Traité  aussi 
volumineux  que  celui-ci,  ne  peut  guère  être  consulté  que  par  des  per- 
sonnes auxquelles  le  su^et  n'est  pas  tput-à-fait  étranger,  ou  qut  ont  «a 
goût  décidé  pour  ce  genre  d'étude  ;  et  de  tels  lecteurs  cherchent  principa- 
fement  à  classer  les  matériaux  de  la  science.,  pour  en  mieux  saisir  l'en- 
semblte  et  la  liaison  ,  afin  de  se  les  rappeter  plus  aisément  lorsqu'il* 
pourront  en  avoir  besoin.  .     / 

Aussi  ài-jje  rassemblé  dans  ce  même  cha^e  tout  ce  qui  concerne  ]su 
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dififêrentiatîaii  de?  fonctiofid  d'une  ou  de  plusieurs  rariables  ,*  ceUe 
d^'un  nombre  quelconque  d'équations ,  la  notion  des  différentielles  par- 
tielles et  le  changement  de  yarial)les  indépendantes  ,  qui  revient ,  dans 
les  idées  de  Leibnitz^  à  rendre  variable  une  différentielle  que  l'on  regardait 
comme  constante^  et  vice  verad.  Cette  manière  d'envisager  la  transfi^rma- 
tîon  dont  il  s'agit^  ne  pouvait  plus  convenir  lorsqu'on  cessait  de  regarder 
les  différentielles  cooune  des  dififêrences^  les  considâratîbns  qui  là  rem- 
placent se  trouvaient  déjà  dan$  la  première  éditi(m  de  mou  Ouvrage,  où 
les  amenait  nécessairennent  le  plan  que  j'avais  adopté.  Quand  ce  plan  fut 
mis  en  œuvre  par  son  auteur,  M.  Lagrange,  les  mêmes  idées  durent  se 
présenter  à  lui;  et  il  j  a  en  efifet  un  passage  analogue  dans  la  Théorie  des 
Ponctions  anafytiçue^^'txm^  redevable  d'ailleurs  de  tant  de  choses  à  cet 
iQastre  Géomètre,  je  ne  le  suis  pas  de  celle-là,  voilà  pourquoi  l'on  ne 
trouve  aucune  citation  dans  cet  endroit  de  mon  Ouvrage.  Je  l'ai  déve- 
loppé  j  et  j'ai  tâché  de  l'étendre  et  de  Téclaircir,  conune  beauéoup  d'autres, 
dans  l'édition  actuelle;  cela  m'a  été  d'autant  plus  aisé,  que  par  ses  der- 
niers écrits,  M.  Lagrange  a  non-seulement  beaucoup  enrichi  br  théorie 
du  développement  des  fimctîons,  considérée  comme  base  du  Calcul  dif^ 
férentiel,  mais  qu'il  l'a  rendue  presque  populaire,  et  a  fixé  sur  elle 
l'attention  de  la  plupart  des  Géomètres.  J'ai  pu  aussi  mettre  à  profit  une 
démonstration  du  théorème  de  Taylor,  due  à  M.  Poisson,  d'après 
laquelle  on  découvre  la  loi  des  eiq)Osans  dis  termes  de  la  série  ;  mais 
malgré  cette  fecilité,  Je  n'ai  pas  cru  devoir  entrer  en  matière  par 
renoncé  de  ce  théorème;  car  quekpi'ingénieuses  que  soient  les  diverses 
démonstrations  qu'on  en  a  données,  jusqu'ici ,  toutes  laissent  entrevoir 
plus  ou  moins ,  qu'il  est  sujet  à  exception ,  et  répandent  de  Vebs- 
curité  sur  les  premières  notions  ,  toujours  un  peu  abstraites  lors 
même  qu'elles  sont  le  mieux  circonscrites.  Ces  propositions ,  si  gé- 
nérales en  apparence  ,  ont  plus  d'éclat  que  d'utilité ,  puisqu'elles  ne 
dispensent  pas  de  l'examen  des  cas  où  elles  sont  en  défaut;  il  vaut 
mieux  ne  montrer  ces  cas  que  successivement,  à  mesure  qu'ils  se 
présentent  d'eux-mêmes ,  que  de  les  foire  prévoir  d'avance  et  comme 
des  accessoires,  au  moment  où  le  lecteur  n'embrasse  qu'avec  peine  le 
petit  nombre  aidées  principales  que  vous  lui  présentez.  Une  semblable 
marche  rend  l'esprit  dffîcultueux ,  et  jette  sur  les  fondemens  de  la  théorîe> 
des  nuages  qui  ne  se  seraient  pas  formés ,  si  l'on  avfittt  conservé  la  traGè 
de  l'induction  par  laquée  on  .est  arrivé  à  l'énoncé  général. 

Voilà  pourquoi  j'ai  continué  à  établir,  par  une  énumération  de  caâs 
particuliers  s  la  forme  générale  du  développemeut  du 'second  état  que* 
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prend  une  fonction  dont  la  variable  a  reçu  nn  accr6isden\ent  :  c'est  ainsi 
qu'Eukr  j  est  parvenu  ;  et  par  là  j'ai  pu  exposer  le  mécanisme  de  la 
difiereotiation,  avant  de  m'engager  dans  ancune  discussion  abstraite.  La 
notation  se  trouvant  alors  bien  connue ,  |e  m'en  suis  servi  pour  abréger  la 
démonstradon  générale  du  théorème  de  Tajlor.  Datas  cette  démonstration, 
il  se  présente  plus  d'équations  qu'il  n'en  faut  pour  déterminer  les  coeffi^ 
ciens  de  la  sme;  je  n^ai  cependant  pas  supprimé  la  vérification  de  ces 
équfftioiis  strabondantee  9  que  j'avais  insérée  dans  Aia  première  édition^ 
quoique  cette  vérification  devint  moins  nécessaire  lorsque  la  forme  de 
la  série  était  légitimée  à  priori;  mais  n'exigeant  presque  point  de  calcul, 
elfe  c(Miserve  l'asialoigte  entre  b  formule  de  Tajdor  et  les  dévelc^pemens 
obtenus  dans  ilntrodnctîon ,  et  né  kdsse  rien  à  désirer  sur  une  pro* 
poeidôn  qm  est  la  base  du  Calcul  tlifierentiel. 

Je  n'ai  pM  cru  non  plus  devoir  terminer  ce  chapitre,  smis  donner  une 
idée  deâkdiverses  mamàres  dont  on  a  propoeé  d'amener  le  Cakul  difl^rentiet 
et  de  le  Ikrà  PAIgâm.  Dans  bi  première  édition,  je  m'étsflg  borné  à  feire 
sortir  èm  priadpes  que  j'avais  suivis,  les  suppositions  établies  par 
Leibnitz,  auxqoeHes  il  est  si  commode  de  revenir  dans  le  plus  grand 
n<»nbre  de  r^hercbes  :  ici ,  j'en  ai  £dt  le  rsq>prochement  avec  la  mé- 
thode de  Landen  dont  j'ai  parlé  plus  haut,  et  qui  se  lie  bien  avec  la 
considération  des  Umites.  J'ai  indiqué  deux  nouvelles  théories  qui  ont 
été  proposées  depuis  la  prtmière  impreseûon  de  mon  Ouvrage  ;  mais 
sans  m'établir  juge  de  ces  théories ,  j'ai  insisté  sur  Femb^aras  que  les 
nouvelles  notations  dont  elles  sont  accompaguées ,  ne  sauraient  man-* 
quer  de  jeter  dans  i'andyse^  et  quSl  me  arad)le  <Pautant  plus  à  ppopos 
d'éviter ,  que  la  notion  des  différences  ou  des  accroissemens  que 
prennent  les  fonctions ,  se  prête  à  tous  les  points  de  vue  ;  qu'elle  repose 
sur  les  idées  les  plus  jffiinpies ,  les  plus  naturelles ,  et  qu'elle  conduit 
à  une  notation  qui  denture  toujours  juste  et  expressive,  quand  même 
on  rejetterait  fes  idées  de  l'infini  dont  elle  est  absolum^it  indépendante  : 
c'est  du  moins  ce  que  je  ctcms  avcwr  prouvé  dans  l'endroit  que  je  cite. 

Je  ne  dois  pas  omettre  de  dire  ici,  cdrame  un  point  d'histoire  assez  im^ 
portant,  que  l'idée  de  démontrer  en  toute  rigueur,  par  la  seule  analyse,  les 
{»iDcipes  ^  les  méthodes  du  Calcul  différentiel ,  a  été  mise  d'abord  a  exé- 
cution par  Condorcet ,  dans  un  ouvrage  dont  l'impression^,  commencée 
en  1786,  a  été  interrompue  par  la  révolution.  Les  vingt-quatre  premières 
feuilles,  qui  sont  entre  les  mains  de  plusîe^irs  personnes,  donnent  une 
idée  suffisante  du  plan  de  l'Auteur,  puisqu'elles  contiennent  toute  l'exposi- 
tion des  principes  du  Calcul  difi^enticL  Celte  exposition  paraît  d^abord  un 
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peu  compUqu^^  par  Pus^e  (jue  l'Auteur  y  fait  delà  caractéristique  ajafec- 
tée  au:x  difiereDces  (finies),  et  par  ïes  détails  où  il  entre  sur  la  manière 
d'ordonner  les  developpemens  des  différences  des  fonctions ,  suivant  les 
accroissemens  des  variables^  qu'il  suppose  successifs  et  inégaux.  C'est 
en  montrant  que  le  premier  terme ,  bu  le  premier  rang  de  ce  dévelop- 
pemoit,  selon  qu'il  s'agit  des  fonctions  d'une  ou  de  plusieurs  variables, 
sert  à  former  les  termes  ou  les  rangs  suivans,  que  Condorcçt  parvient 
auCaïcul  différentiel.  Hfait  dériver  les  équations  différentieUes,  des  équa- 
tions qui  ont  lieu  entre  les  acçroissemens  complets,  en  prouvant  que  le 
dcydoppement  de  celles-ci  se  vérifie  terme  par  terme  ou  rang  par  rang^ 
quelle  que  soit  la  valeur  de  l'accroissement  de  la  variable  indépendante,  qui 
doit  rester  indéterminé.  D  déduit  de  ces  considérations  très-ingémeuses 
les  théorèmes  sur  l'analoçe  des  puissances  avec  les  différences,  sim- 
plement énoncés  par  M.  Lagrange,  et  qui  n'avaient  encore  été  dé- 
montrées que  par  M.  Laplace^  mais  en  suivant  une  voie  trés-différ^ite» 
Enfin,  pour  ofetaiir  les  différentielles  des  fonctions  logarithmiques  jpt 
drcuUôres,  il  forme  le  développement  ile  ces  fonctions  par  des  procédé^ 
dégages  des  Considérations  de  l'infini,  procédés  fi>rt  rép«mdu»  aujourd'hui^ 
mais  doçt  on  n'avait  alors  aucun  exemple  (*). 


O  Oa  reprocbait  «t^  aiMZ  dm  t^iêon  i  Condorcçt,  de  m  t*étr«  IiTx:é  4{ii  a  de» 
êffvça»  dans  son  premier  Trûti  de  Calcul  intégral ,  isaprimé  en  17S5  ;  et  c  e$t  en 
pande  partie  pour  ceeser  de  mériter  ce  reproche,  qu'il  a  composé  Fouvrage  dont  fai 
parlé  ôrdeasua.  On  dit  que  le  manutcrift  a  été  quelque  temps  éjjxri,  ums  qu  eniuite  il  » 
été  relieB?é,  et  imprîmé  en  entier  aux  frais  d*un  libraire  de  Han^urg/qni  TeiuefeUt 
depuis  phia  de  lix  an»  dan^  ton  anagaein  »  avec  une  édition  coraplàte  def  eetivres  du 
Berne  auteur.  Poarquoi  ue  le  xoet-on  pas  au  jour2  c*eet  ce  que  j*ignore  i  car  1» 
publication  de  ce  traité  s'importait  pas  moins  à  la  mémoire  de  Coiidûrcet  qu'4 
fafancemeat  de  la  science.  Pour  apprécier  avec  équité  ses  travaux  connus  dans- 
es genre,  il  faut  phitôt  y  voir  ce  qu'il  était  capable  de  faire,  que  ce  qu'il  a  fait# 
A  l'époque  où  ils  ont  paru,  ses' premiers  essak  annonçaient  un  Géomètre  trés-distiagué  ^ 
dont  la  edesoe  demt  «tteudre  beaucoup  de  pntgràs^  et  quoiqu'eBtraîaé  par  le  talent 
qa'il  avait  pour  écrire  euv  les  matières  pl^Iosopbiques ,  ou  pktôt  par  sa- plû{astn>pi» 
fd  htt  montrait  dans^  la  propagation  générale  des  lumières,  un  moyeu  bien  glue 
tfficàce  de^  concourir  a  Tavancement  de  Tepprit  faumain  que  le  soccèe  de  guelquee- 
rcdierches  abstraites;  cependant  ,^  à  diverses  reprises  il  s'est  occupé  des  points  les 
pbs  épineux  de  l'Analyse  transcendante»  S*il  ne  donna  guère  que  des  vues  sur  ces- 
Butières  ,  ces  vues  sont  souvent  profondes  :  sans  doute  en  les  faisant  passer  am 
creiset  de  Ta^ilicatîon ,  it  aurait  pu  les  étendre  encore ,  les  perfectionner,  les  rec-^ 
tifier  quelquefois  ;  mais  ^  tels  qu'ils  sont ,  les  Mémoires  de  Condorcet  le  montrent 
toujours  à  U  hauteur  ^  découvertes  .les  plus  récentes^  des  théories  les  plus  difiB-T 
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L'attention  pardcnUère  que  ron  a  donnée  depuis  quelqne  temps  aux 
principes  sur  lesquels  doivent  reposer  le  Calcul  diflerentiel  et  le  Calcul 
intégral,  a,  connue  je  Tiens  de  le  dire  y  introduit  un  assez  grand  nombre 
de  considérations  nouvelles  ;  et  ]'on  peut  maintenant  demander  laqueUe 
de  ces  considérations  doit  être  préférée  aux  autres  dans  l'enseignement. 
La  réponse  à  cette  question  n'est  pas  sans  difficulté  dans  l'état  actuel  de 
la  science ,  puisqu'une  route  dont  on  ne  fidt  qu'appercevoir  l'entrée  ,• 
peut  conduire  à  des  découvertes  importantes ,  et  que  chacun  des  points 
de  vue  sous  lequel  on  a  envisagé  le  passage  de  l'Algèbre  au  Calcul  diffé- 
rentiel, donne  à  ce  calcul  des  formes  qui^  pour  le  moins  >  offrent  des 
feciiités  particulières  dans  la  solution  de  certains  problèmes  ;  cependant 
lorsqu'on  veut  concilier  la  rapidité  de  l'exposition  avec  l'exactitiide  dans 
le  langage,  la  clarté  dans  les  principes,  et  marcher  dans  une  direction 
telle,  que  l'on  puisse  les  rapprocher  sans  peine ,  soit  de  la  métaphysique 
de  Leibnitz,  soit  de  la  théorie  du  développement  des  fonctions  proposée 
par  M.  Lagrange,  je  pense  qu'il  convient  d'employer  la  méthode  des 
limites.  Cette  opinion  est  appuyée  sur  les  réflexions  suivantes  que  j'ai 
déjà  consignées  dans  plusieurs  ouvrages. 

cilea.  P^enir  à  ce  point,  et  s'y  maintenir ,  en  sniTint  la  carrière  à  laqueUe  il  paraissait 
8*être  entièrement  youé ,  c'est  montrer  à-Ia-^-fois  une  grande  facilité  et  une  grande  pé- 
nétration. L'emploi  qu'il  fit  de  ces  heureuses  qualités  pour  ré^pir  la  culture  des  sciences 
à  celle  des  lettres  »  et  répandre  sur  les  unes  le  charme  des  autres,  justifie  bien  la  con* 
sidération  et  le  crédit  quil  s'était  acquis;  et  cependant  avec  quelle  facilité  il  savait 
oublier  tous  ses  avantages  et  descendre  aux  ménagemens  les  plus  délicats ,  yis-à-yis  do 
ceux  mêmes  qui  ne  faisaient  qu'entret  dans  la  carrière  où  il  était  aux  premiers  rangs  ; 
il  ne  cherchait  point  i  faire  prévaloir  $es  opinions  auprès  des  personnes  qae  la  supé- 
riorité de  ses  talens  et  l'influence  que  son  estime  pouvait  avoir  sur  leur  sort,  rendaient 
•es  inférieurs  ou  ses  obligés.  En  accueillant  les  jeunes  gens ,  il  ne  les  protégeait  pas ,  il  les 
servait  avec  zèle;  et  par  un  ton  simple  et  medeste,  par  une  civilité  vraiment  dfFectueuse, 
par  l'agrément  et  l'instruction  qu'il  répandait  dans  son  commerce  familier,  il  leur  ins- 
pirait à-la-fois  une  reconnaissance  aussi  douce  que  profonde,  et  un  attachement  aussi 
durable  que  respectueux.  Ses  derniers  momens,  employés  à  tracer  Y  Esquisse  des  progrès 
de  l'esprit  humain,  prouvent  l'inaltérable  fermeté  iovec  laqueHe  il  avait  embrassé  BtB 
principes^  et  que  sa  conviction  ne  tenait  pas  à  des  intérêts  du  jour.  S'il  eût  pu 
échapper  autrement  que  par  une  mort  volontaire ,  à  la  proscription  dans  laquelle  il 
était  envelpppé ,  il  n'est  pas  douteux  qu'il  n'eût  rassemblé  et  mûri  ses  travaux  sur  le 
calcul  des  probabilités,  qu'il  n'a  cessé  de  rappeler  aux  déterminations  qui  intéressent 
le  plus  l'ordre  social  ;  'et  il  en  aurait  déduit  de  très-beaux  résultats.  Les  questions 
qu'il  a  agitées  sur  ce  sujet  marquent  toutes  par  leur  nouveauté ,  par  leur  importante  ; 
.  et  le  plan  qu'il  a  donné  d'un  Traite  de  Mathématique  sociale  {Voy.  le  Journal  de 
l Imtruciion  sociale^  n^iv,  ou  les  (Euvres  de  Condorcet,T,  XXI),  offre  un  eadre  qu'il 
serait  bien  utile  de  remplir. 
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La  inropriété  commime  à  toutes  les  fonctions,  d'admettre  une  limite, 
^bns  le  rapportée  leurs  accroissemens  à  ceux  de  la  variable  dont  elles 
dépondent)  liniite  diiiërefte  pour  chaque  fonction^  mais  constamment  la 
mèait  pecir  ane-m^e  fonction  et  toujours  indépendante  des  valeurs  ab-^ 
solues  dea  atcroissem^ns,  est  uti  fait  analytique  bien  constaté.  On  le 
retrouve  aous^eique  point  de  vue  que  Ton  envisage  les  variations  d'une 
fi>nctim>^  et  la  science  du  Calcul  n'en  offre  pas  qui  «oit  plus  rem^irquable 
en  luiHBBéme,  puisque  cette  limite  caractérise  d'une  manière  qui  lui  est 
propre,  ]a  marche  de  4a  fooctîoii  dans  les  divers* états  par  lesquels  elle 
peut  passer;  car  plus  ]eê  accroissemens  de  la  variable  indépendante  sont 
petits,  ou  jrfus  les  valeur*  successives  de  la  fonction  sont  resserrées, 
ptos  enfti  cette  fottclioQ  approche  d^étfe  soumise  à  la  loi  de  continuité 
dana  ses  changemens,  ]dus  h^  rappwt  à  ceux  de  la  variable  indé- 
pendante, approche  <4'^tre  égal  à  la  limite  assignée  par  le  calcul.  Le 
passage  à  cette  limite  est  ici  Tespressioti  même  de  la  loi  de  continuité» 
€'es^à-d«re  de  la  loi  qui  s'observe  dana  la  description  des  lignes  par 
le  mouvement,  et  d'après  laquelle  les  pœots  consécutifs  ^'une  même 
ligne  se  succèdent  sans  aucun  intervalle.  En  eiet ,  la  manière  d'envi- 
sager les  grandeurs  dans  le  calcul,  n'admet  pas  immédiatement  cette  loi; 
car  dés  que  Ton  ccmsidère  deux  valeurs  di^inctes  de  la  même  quantité , 
il  y  a  néoessairement  un  intwvaUe  entre  dles  ;  mais  phis  il  est  petit , 
fto  on  se  ra][^proche  de  la  kni  dont  il  s'agit,  à  laquelle  la  Hmtte  seule 
convient  parfaitem^it.  La  (Jéométrie  confirme  ces  conceptions ,  puisque 
toute  fonction  peut  être  représentée  par  Tordonnée  d'une  courbe  dont 
cette  variable  est  Fabscis^e,  et  que  l'on  ne  saurait  appliquer  le  calcul 
à  la  marche  de  cette  courbe,  par  quelque  théorie  que  ce  soit^  sans  j 
eœiaidérer  au  moins  deux  points  distincts.  U  faut  ensuite  que  les  ré- 
sultats qu'on  en  tire  puissent  être  vrais,  quelque  rapproeiies  ^[ue  soient 
ees  points,  ou  d'autant  plus  vrais ,  qu'ils  seront  plus  près  de  coïncider. 
N'est-^e  pas  tou)ours  en  revenir  j  pour  le  fonds,  à  la  coïncidence  de* 
points,  qui,  par  le  foit  analytique  déjà  cité,  n'anéantit  pas  les  rapports 
que  l'on  considère^:  Si  l'on  assignait  un  terme  quelconque  au  rappro- 
chement de  ces  points ,  on  n'aurait  que  des  polygones ,  et  non  pas  des 
courbes.  Quand,  par  exemple,  deux  points  étant  pris  sur  une  courbe; 
on  conçoit  que  l'un  de  ces  points  s'ap{»roche  sans  cesse  de  l'autre  qui 
demeure  fixe ,  peut<>n  nier  que  la  sousécante  s'approche  continuellement 
de  la  soutangente,  et  de  telle  inanière,  que  la  dïiférence  entre  ces  deux 
grandeurs  peut  être  rendue  aussi  petite  que  l'on  veut?  La  seconde,  qui 
ne  wrie  pas  avec  la  distance  supposée  entre  les  points,  est  évidemment 
I.  '      d 
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la  limite  de  la  première ,  si  toutefois  Fon  n'insère  pas  dam  la  définîtion 
de  ce  mot,  une  couditi<Hi  inutile  (f^.les  n^  loet  ii  de  Ylntmduction)^ 
.  La  difficulté  que  présentât  les  mouvemens^variésy  est  U  xaèm»  que 
celle  qui  a  lieu  à  Tégard  des  courbes  ^  car ,  eaccepté  pour  k;  oaouv^flft^it 
uniforme,  qui  est  dans  cette  partie  des  mathàoMtiques,  ce  queia  fignedi^oite 
est  dans  la  Géométrie  )  on  ne  peut  pa»  plus  iatroduire  dans  le  cidciil  la 
continuité  des  changemens  de  vitesses  que  cdto  des  lignes^  U^f^tteufouins 
partager  ces  mouvemens  enplusteurs  temps,  et  descendre  Mît  par  v4He 
d'exclusion^  soit  autretuent,  à  des  portions  de  plus  en  plus  petite»;  en- 
sorte  que  c'est  toujours  dans  ua  dernier  terme  puremait  intellectuel  ^ 
que  résident  les  déterminations  caractéristiques  des  grandeurs  cherchées. 

Comme  tou&es  les  autres^  la  méthode  des  limÂtos  aurait  aussi  ses 

longueurs,  ^  l'on  s'attachait  pk»  aux  d^ails  qu'à  l'esfâriit  de  la  chose  ^ 

et  beaucoup  d'auteurs  ne  s'en  sont  servis  «pie  p^mr  arriver  à  qu^*» 

c[ues  résultats  simples  et  marquaus',  do^  la  confonuité  avec  k^kix  que 

donne  le  Calcul  cÙIér^tiel^  put  )ustifier  à  pàêiëriori^  les  procédssr  de 

celui-ci,  tandis  qu'il  aurait  Mu  conclure  immédîafteoaeQt  ses  priae^e^ 

de  ceuscaiém^  de  lamâhode  des  lunîtas  :  c'est  ce  <|ue  j'ai  tèdiiéde  &É?e^ 

en  .concAiant  la  brièveté  avec  l'esaetj^xide ,  dans  meii  TndU  élémm^ 

taire  de  Calcul  cUfférentiel  et  de  Calcul  intégral.  J'ai  supprimé  ici  ides 

dét^^s  qui  a{^artiemient  euloi^vement  au  |rfan  de  cet  Ouvrage ,  je  n'ai 

conservé  que  ce  qui  était  nécessaire  pour  ramo^r  à  leur  véritable  sens- 

iss  expressions  ou  l'cm  si^pose  les  grandeurs  infinies  ou  înfiafmnent  petites ,. 

montrer  ce  qu'on  doit  entendre  par  les  divers  ordres  de  ces  quantités  ^ 

et  comment  ils  ont  en  eflfet  la  sidKNrdination  qu'on  leur  suppose.  Cette 

subordination,  dont  la  ccxmaissanoe  est  on  ne  peut  pas  plus  utile  dans  les 

applications  géomélriq^ies,  se  manifeste  alors  avec  la  pins  grande  netteté, 

et  indépendanxnent  de  toute  construction ,  par  l'emploi  du  théorème  de 

TaylcMT,  comme  on  le  verra  dans  Touvrage  que  je  viens  de  citera  et 

dans  celuî-d  :  néanmoins  ce  théorème ,  regardé  avec  raison  par  Condorcet, 

comme  la  blase  naturelle  du  Calcul  di£fôrentiel,  était  demeuré  long-temps 

oublié  dans  l'ouvrage  de  s<Mi  auteur»  £uler  l'av^illtomployé  dans  ses 

Institutions  de  Calcul  diffléreatiel;  mais  ce  n'est  que  de  nos  jours  qu'il 

est  passé  dans  r^seignen^ent  élémentaire,  et  son  introduction,  qui  est 

également  le  résultat  de  toutes  les  méthodes  nouveUes,  doit  être  regardée 

comme  formant  époque  dans  fes  progrès  de  l'analyse. 

L'applicaticm  analytique  la  plus  féconde  et  la  plus  importante  cTu  Calcul 
différentiel ,  est  le  développement  de^  fondions  ;  f en  ai  fait  le  sujet  du 
second  chapitre  de  mon  Ouvrage,  Elle  se  lie  immédiatemeixt  au  lhco»ème 
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tfleTaylôr,  qui  n'est  lui-même  que  la  formule  générale  du  développement 
des  foiK^tlons  de  quantités  binômes;  mais  ce  n'eat  pas  ainsi  qu'elle 
fut  présentée  d'abord  par  Maclaurin  :  il  parvint  au  théorème  qui  porte  aut- 
jourd'hui  son  nom,  par  un  usage  des  diffërentiatîons  successives  qui  dut 
paraîtri5  très-adroit  et  très-simple ,  et  qui  cependant  est  demeuré  presqu'în- 
coimu  jusqu'en  1777,  que  M.  Laplace  s'en  est  servi  dans  un  très-beau 
Mémoire  sur  le   développement  des   fonctions   en  séries  (*).    Euler 
fit  Remarquer  dans  ses  Institutions  de  Calcul  différentiel,  le  parti  qu'on 
pouvait  tirer  de  la  diflférentiation  des  équations,  pour  en  éliminer  soit 
des  puissances ,  soit  des  fonctions  transcendantes,  et  se  prociu^r  ainsi  de 
nouvelles  équations ,  au  moyen  desquelles  on  exprime  les  uns  par  le? 
autres,  avec  la  plus  grande  facilité,  les  coefficiens  du  développement: 
chercbé  :  ce  procédé  n'est ,  à  prc^rement  parler,  que  l'application  du 
Calfeul dlBerentîel  à  la  Méthode  des  coefficiens  indéterminés^  imaginée  par 
Descartes ,  et  si  féconde  en  beain:  résultats.  La  résolution  des  équations 
littérales  et  celle  de  quelques  équations  transcendantes ,  ont  fdit  sentir 
le  besoin  de  formules  pour  développer  la  valeur  d'une  fonction  engagée 
avec  sa  variable,  dans  une  équation  soit  algébrique,  soit  transcendante.. 
Dans  ces  recherches ,  une  formule ,  remarquée  en  premier  lieu  par 
limbert,  s'est  aussi  présentée  à  M.  Lagrange ,  qui  l'a  généralisée  en  ime 
sénetres-éiégante ,  nommée  aujourd'hui  le  Théorème  de  Lagrange.  Enfin 
11  Lsqpiace  a  démontré  ce  théorème,  qui  n'était  encore  appuyé  que  sur 
une  sorte  d'induction,  et  en  a  augmenté  l'étendue  dans  le  Mémoire  que 
râd^eitê. 

T^  étaient  les  matériaux  les  plus  importans  parvenus  à  ma  comuBS^ 
sance^  lorsque  je  travaillai  à  la  première  édition  de  mou  Ouvrage  ;  ils 
finoiètfC  encore  la  base  du  chapitre  que  j'analyse.  J'ai  tâché  de  les  pré- 
senter dans  Tordre  qui  convient  à  l'état  actuel  de  la  science ,  ^1  offiant 
aa  lecteur  lès  méthodes  les  plus  simples,  liées  de  la  manière  la  plu^ 
&eGte  :  Toilà  pourquoi  j'ai  commencé  par  l'eihploi  du  théorème  de  Taylor^ 
de  là  je  suis  passé  à  l'usage  des  équations  diiféreiitielles  à  deux  variables; 
et'le  iMTocédé  de  Maclaurin  se  trouve,  dans  mon  Ouvrage  comme  dans 


{*)  Cest  dana  le  second  livre  du  Traiié  des  Fluxions  de  Maclaurin ,  qu'a  paru  ce 
thiorème.  Le  premier  livre,  consacré  à  la  démonstration  géométrique  deâ  principes  et 
de^résultat»  du  Calcul  des  fluxions,  est  digne  de  l'attention  de  ceux  qui  aiment  Ta 
mMbode  des  Anciens  ;  mais  le  second  livre,  qui  renferme  la  partie  analytique ,  est  très- 
rcaur<fu«bl«  pour  le  temps  de  sa  publicatioB  :  il  est  liiea  sopirie'Ur  au  tfaîtés  qu\>n  avAit 
alors  sar  le  même  sujet. 
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le  Mémofre  de  M,  Laplace ,  précéder  l'usage  heureux  que  cet  fllust» 
géomètre  a  fait  des  équations  différentielles  partielles,  pour  développer 
les  fonctions  en  séries  ;  et  le  théorème  de  Taylor  vient  ici  se  présenter 
de  nouveau.  Je  n'entrerai  pas  dans  le  détail  des  questions  résolues  par 
ces  formules  ;  )e  ne  citerai  que  la  recherche  des  divers  développement 
des  sinus  et  des  cosinus  d'arcs  multiples  en  puissances  de  ces  mêmes 
fonctions,  et  pice  versé.  Ces  développemens,  obtenus  d'abord  par  induc- 
tion, présentaient,  dans  certains  cas,  des  anomalies  singulières,  qui  ont 
attiré  l'attention  d'Euler,  celle  de  plusieurs  de  ses  disciples,  et  que 
M  Lagrange  a  aussi  complètement  expliquées  dans  ses  leçons  sur  les 
fonctions  analytiques.  Ce  que  j'en  ai  dit  ici,  joint  à  ce  qui  est  contenu 
dans  l'Introduction  y  semble  ne  rien  laisser  à  désirer  sur  ce  sujet. 

La  Méthode  du  retour  des  suites  ^  due  à  Newton,  et  qui  a  rendu  d^ 
si  grands  services  dans  les  premiers  temps  de  l'invention  des  nouveaux 
calculs^  perdait  de  son  importance,  à  mesure  que  les  combinaisons  ana- 
lytiques s'étendant  et  se  multipliant ,  faisaient  sentyr  les  avantages  de 
ta  symétrie  des  calculs  et  de  la  connaissance  de  la  loi  qui  enchaîne 
tous  les  termes  d'un  même  développement.  Celle  qui  règne  dans  les 
formules  du  retour  des  suites ,  est  masquée  par  des  réductions,  et  ne  se 
montre  qu'aprée  qu'<»i  a  mis  en  évidence  celle  des  puissances  du  polynôme 
ordonné  par  rapport  à  une  variable,  ainsi  que  je  Pai  indiqué  dans  mou 
Introduction.  Le  théorème  de  Lagrange  donne  bien  une  forme  symétrique 
aux  formules  du  retour  des  suites;  mais  les  puissances  du  polynôme 
indéfini  s'y  retrouvent,  et  pour  en  former  les  coefficiens ,  on  n'avait  que 
les  règles  données  par  Moivre,  ou  les  relations  successives  obtenues  par 
Euler,  au  moyen  de  la  difiPérentiation.  Le  premier  de  ces  procédés  n'est 
fondé  que  sur  l'inductionj  le  second  ne  mène  qu'à  déterminer  les  ôoefiir. 
ciens  les  uns  par  les  autres ,  ensorte  que  pour  parvenir  à  celui  d'un  terme, 
il  feut  passer  par  tous  ceux  qui  le  précèdent.  Tels  sont  les  motifs  qui 
ont  donné  naissance  à  Vjinalyse  combinateire^  très- cultivée  en  AIIe« 
magne ^  déduite  de  quelques  vues  que  Leibnitz  a  proposées,  sur  L'emploi 
des  nombres  ordinaux  à  la  place  des  lettres  pour  indiquer  les  coefficient 
des  inconnues  ou  des  variables,  et  au  moyen  de  laquelle  on  forme,, 
par  des  opérations  régulières ,  les  coefBcîens  des  termes  du  déveleppe- 
ment  des  puissances  d'un  polynôme  (*).  Sans  doute,  dans  ces  recherclies ,. 


(*)  Ce  fragment  de  Leibnkz  est  très-eurietuc  ;  il  ae  trouve  djnis  les  Acta  Enidi^ 
tOTUirty  année  i^QO  yfa%e  306^  et  dan»  les  (Eui^res  de  Leibniim,  T.  III,  pageSGS.  La 
force  des  choses  a  conduit  plusieurs  géomètres  feangais  à  se  servir  dea  aomhres ,  au 
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qui  panassent  avoir  été  commencées  par  M.  Hindenbûrg-,  et  qui  ont 
été  suivies  avec  constance  par  des  hommes  de  mérite,  il  y  a  des 
procédés  ingénieux  et  utiles;  mais  on  ne  saurait  se  dissimuler  qu'ils  ne 
sont  encore  par  rapport  à  Panalyse,  que  ce  qu'étaient  le  triangle  arithmé- 
tique de  Pascal,  pour  ibrmer  les  puissances  du  binôme,  et  les  tableaux 
employés  par  Viète  et  par  l'Hôpital ,  pour  continuer  les  formules  rela* 
tives  à  la  division  des  arcs  de  cercle. 

Ayant  remarqué  que  le  théorème  de  Taylor  était,  comme  je  l'ai  déjà 
dit,  la  formule  générale  du  dévdoppement  des  fonctiotis  de  quantités 
binômes,  et  que  ses  termes  se  déduisaient  successivement  l'un  de  l'autre 
par  un  procédé  uniforme^  Arbogast  imagina  de  modifier  ce  procédé,  de 
manière  à  l'étendre  aux  développemens  des  fonctions  de  pdiynomes;  et 
de  là  naquit  ime  nouvelle  espèce  de  diSërentiation  dont  rdt>}et  est  de 
déduire,  tes  uns  des  autres,  les  coefficiens  des  puissances  delà  variable 
suivant  laquelle  est  ordonné  un  polynôme  quelconque,  ou  même  de  cal- 
crfer  Fun  quelconque  de  ces  coefficiens ,  en  dérivant  de  son  premier  terme 
tous  ceux  dont  il  doit  é*re  composé.  J'observerafren  passant ,  que  le  nom 
de  calcul  des  déripations  par  lequel  il  désigne  sa  méthode,  est  trop  gé- 
néral pour  en  donner  une  idée  ;  car  toute  quantité  qui  tire  son  origine 
d*ane  autre,  de  quelque  manière  que  ce  sort,  en  est  une  dérivée;  et  quoi-* 
que  le  procédé  dTArbogast  renferme  celui  de  k  di#erentiation ,  il  n'dfre 
encore  qu'un  cas  particulier  du  nombre  infini  de  lois  d'après  lesquelles 
on  peut  enchaîner  les  xmes  aux  autres ,  des  quantités  ou  des  fonctions. 
Je  crois  quil  est  permis  d'en  dire  autant  de  la  dénomination  àefbmtions 
dérivées  ^  appliquée  aux  cœf/Sciens  dij^rentieis ,  que  cette  dernière 
expression  caractérise  seule  d'une  manière  spéciale.  Quoi  qu'il  en  soit 
des  termes,  il  feut  convenir  que  le  calcul  des  dérivations  atteint  le  but 
que  Tauteur  s^est  proposé,  et  qu'il  conduit  à  des  résultats  fort  généraux 
et  élégamment  exprimés;  mws  les  premiers  Géomètres  de  nofte  temps 
n'ont  vu,  dans  ce  calcul,  qu'un  artifice  particulier  de  diffërentiation, 
applique  à  la  formation  des  difierentielles  des  fonctions  de  quantités 
qui  sont  elles-mêmes  fonctions  d'autres  quantités ,  et  ainsi  de  suite  ; 

■      ■  ■  ■    ■  ■  I       I  I     »■       ■■  I  ■ I       II  l.l  I  ■  Il  l-»!.     !-■  ■  1  ■  I     ■         I         ni  I  > 

moins  comme  indices;  mais  aucan  n'en  a  fait  un  nsage  aussi  étendu  et  aussi  ingénieux 
que  Vandermonde.  Il  faut  voir  comment  il  les  emploie  pour  combiner  les  fonctions 
des  racines  des  équations  algébriques^  comment  il  exprime^  par  leur  moyen,  les 
conditions  d'une  tresse,  4'un  noeud  ou  d'un  réseau ,  et  il  ouyre  un  nouvel  accès  à  la  solu- 
ton  des  problèmes  de  la  Géométrie  de  situation ,  enSn ,  comment  il  abrège  les  formules 
d élimination  ,  et  en  facilite  la  combinaison.  {^Mémoires  de  i' Académie  des  Science» 
i€ Paris,  année  1771,  pages  570,  566,  et  année  177s,  a*  partie,  page  5i6, 
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et  ils  ont  pensé  qu*en  suivant  cette  marche  on  pouvait  parvenir  âxrx 
mêmes  résultats,  sans  employer  de  grand  nombre  de  notations  nouvelle» 
et  de  considérations  particulières  ^pzi  rendent  l'ouvrage  d'Arbogast  difficile 
à  lire,  M.  Paoli  a  composé  dans  cette  vue  un  Mémoire  dont  j'ai  donné 
la  traduction  dans  mon  Ouvrage,  et  dont  l'objet  est,  dit-il,  ce  de  montrer 
»  comm^it,  sans  notis  charger  Fesprit-de  principes  nouveaux  et  de  non* 
»  vcUes  manières  d'envisager  l'état  vdrié  des  quantités,  nous  trouvions 
»  dans  le  Calcul  diflSrentiel  tes  secours  nécessaires  pour  la  solution  de 
M  tous  les  problèmes  reblife  au  développement  des  fonctions  en  série  (*).  » 
Cependant,  le  calcul  des  dérivations  a  peut-être  été  jugé  un  peu  trop  dé- 
favoraMement  ;  car  M.  Français,  géomètre  distingué,  qui  s'est  rendu  fa- 
milier ce  calcul,  à  la  n^sance  duquel  il  a  pour  ainsi  dire  assisté,  en  a 
tiré  un  très-grand  pôrti  dans  un  Mémoire  inédit  sur  le  mouvement  des 
projectiles  soumis  k  la  résistance  de  l'air.  Le  nombre  de  séries  que  ren- 
ferme cet  écrit,  et  l'étendue  de  leur  développement,  sembleraient  excéder 
les  forces  d*an  calculateur,  s'il  fallait  les  oètenîr  par  les  procédés  ordi- 
naires, qui  d'ailleurs  n'en  laisseraient  pas  appercevoir  la  loi. 

Un  pomf  remarquable  de  la  formation  de  tous  les  développemens  i 
c'est  que  la  série  de  Taylor  seule  suffit  pour  dégager  ce  qui  tient  à  là 
nature  de  la  fonction.  Qu'elle  soit  irrationnelle  ou  transcendante,  cette 
circonstance  né  porté  que  sur  le  premier  terme  de  la  quantité  dont  elle 
dépend,  et  les  autres  n'entrent  plus  que  dans  des  puissances  entières  et 
positives  dfe  polynômes.  M.  Kramp,  saisissant  cfette  observation  faite 
par  Arbogast,  a  imaginé  une  méthode  qui  semble  la  réunion  des  premiers 
principes  du  Calcul  des  dérivations ,  avec  les  procédés  fondamentaux  de 
l'analyse  combinatoire ,  et  dont  il  a  déduit  plusieurs  formules  nouvelles  et 
remarquables  ,  qui  sont  insérées  dans  so»  Arithmétique  universelle. 
Avant  que  cet  ouvrage  fet  celui  d'Arbogast  aient  paru ,  M.  Burmann  avait 
donné  atfsâî  quelques  formules  générales  pour  développer  les  fonctions 
en  séries;  et  dès  1779,  M.  Laplace  avait  présenté  aux  Géomètres  son 
Calcul  des  fonctions  génératrices,  qui  remplit  ce  but  d'une  manière  très- 
élégante,  et  qui  se  lie  avec  plusieurs  branches  de  l'analyse ,  à  propos  des- 
quelles nous  en  exposerons  les  principes  dans  le  troisième  volume  de  cet 


(♦)  L*unico  ogcUo  propostomi  in  questa  Memoria  è  stato  quello  di  accenare ,  corne 
senza  caricarci  la  raente  di  nuovi  principj  e  jnuovi  niodi.di  considerare  lo  atato  variatp 
délie  quantità  ,  troviamo  nel  Calcolo  differenziale  i  sussidi  necessarj  alla  soluzione 
di  tutti  i  problemi  relativi  allô  sviluppo  délie  funzioni  in  série.  Ç^Mém.  de  la  Société 
faiienne,  T.  XIII,  page  Si)- 
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Ouvrage,  en  y  ajoutant  l'exteDsion  que  l'auteur  lui  a  donnée  depuis  :  nous 
remettons  aussi  à  ce  volume  ce  qui  regarde  la  séparation  des  éc/ielles  , 
dénomination  imaginée  par  Arbogast,  pouf  indiquer  une  sorte  de  calcul 
que  Ton  pourrait  feire  sur  les  caractéristiques  des  diflfërentîelles,  des 
différences  et  des  intégrales,  en  partant  de  l'analogie  qui  lie  les  dévelop- 
pemens  de  ces  f<Hictions  à  ceux  des  puissances  /  analogie  que  je  fais 
remarquer  dès  le  premier  chapitre  de  mon  Ouvrage. 

En  voyant  un  si  grand  nombre  de  Géomètres,  surtout  en  Allemagne  y 
réunir. tous  leurs  efiforts  pour  créer  de  nouvelles  méliiodes  propres  à 
développer  les  fonctions  polynomiales  ^  on  est  naturellement  porté  à  re- 
chercher (fkielles  espérances  on  peut  concevoir  de  leurs  travaux  pour  les 
progrès  de  la  science  ;  mais  le  grand  nombre  de  découvertes  inattendues 
doit  rendre  circonspect  celui  qui  se  livre  à  ce  genre  de  conjectures.  Le 
Cateuldifler^tiel,  par  exemple,  semblait  dans  le  principe  n'avoir  pour 
objet  que  de  mener  des  tangentes  aux  courbes  dont  l'équation  était  irra- 
tionneUe;  et  sans  la  détermination  des  lois  du  mouvement ,  il  demeurait 
restreint  à  la  seule  Géométrie.  Cependant ,  en  considérant  avec  attention 
l'état  actuel  de  la  science ,  on  ne  peut  s'empêcher  de  remarquer  qu'elle 
est  vérîtabtemenf  surchargée  pardes  procédés,  très-ingénieux  sans  doute, 
joais  dont  la  puissance  ,  renfei*mée  dans  des  limites  étroites  et  à  ^èu 
près  pareilles,  ne  dédommage  pas  celui  qui  les  étudie  des  efforts  qu'ils 
lui  coûtent,  et  dont  il  ne  pourrait  être  payé  que  par  une  abondante 
moisson  de  cpnséquences ,  et  surtout  d'applications  nouvelles  ;  c'est  du 
moins  ainsi,  ce  me  semble,  qu'on  doit  en  juger,  lorsque,  ne  cédant  pas  à 
•un  goût  particulier  pour  les  spéculations   des  Mathématiques  pures, 
on  ne  voit  dans  ces  sciences  que  ce  qu'elles  sont  aux  yeux  du  ^hi- 
Joso{Àe,  un  instrument  stir  et  fécond  pour  combiner  les  lois  des  phéno- 
mènes ,  on  les  déduire  des  observations.  Le  luxe  de  l'analyse ,  si  on 
•peut  parler  ainsi  y  est  devenu  presque  efifrayanlj  et  plus  il  augmente^ 
plus  H  laisse  voir  sa  pauvreté  réelle  dans  tout  ce  qui  lient  aux  méthodes 
inverses,  les  seules  dont  la  Physique  puisse  à  présent  retirer  des  avan- 
tages. Les  problèmes  sont  mSs  en  équation;  mais  comment  traiter  ces 
équations  avec  toutes  les  circonstances  qu'elles  renferment?  Comment 
se  dégager  de  ces  hypothèses  qui  rendent  illusoires  tant  de  solutions  ou 
le  calcul  est  étalé  avec  profusion?  Comment  rendre  praticables  et  sures 
ces  approximations  fondées  sur  des  séries  qui  se  raitiifient  de  plus  en 
plus,  à  mesure  qu'on  les  pousse  plus  loin,  ou  cet  enchaînement  de  cor- 
rections successives  qui  réagissent  les  unes  sur  les  autres ,  et  constituent 
des  méthodes  dont  le  succès  ne  tient  qtl'à  des  rapports  particuliers  de 
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xxxij  PRÉFACE. 

grandeurs  données  par  les  observations ,  et  qui  semblent  déterminées  ainsi 
par  le  hasard.  Voilà  ce  qu'on  ne  peut  s'empêcher  de  voir,  quand  on  se  forme 
le  tableau  de  l'ensemble  des  méthodes  analytiques  ;  et  tout  porte  à  croire 
que  les  difficultés  qui  les  arrêtent  ne  peuvent  être  vaincues  qu'à  l'aide  d'un 
calcul  nouveau,  fondé  principalement  sur  les  ^fonctions  qu'on  appelle  au^ 
jourd'hui  transcendantes,  et  qu'on  exprime  quelquefois  si  heureusement 
par  des  intégrales  définies.  Ces  derniers  mots  m'avertissent  que  Je  dois 
terminer  la  digression  dans  laquelle  je  suis  entré,  et  reprendre  l'analyse 
de  l'Ouvrage  que  je  présente  au  Public. 

Le  troisième  chapitre  à  maintenant  pour  objet  l'examen  des  valeurs 
particulières  que  prennent  dans  certains  cas  les  coefficiens  dîflFérentiels; 
et  en  séparant  cette  matière  du  second  chapitre  où  elle  était  comprise 
dans  la  première  édition,  je  me  suis  rapproché  du  pkui  qu'Euler  a  suivi.  Un 
chapitre  des  Institutions  de  Calcul  différentiel  est  consacré  au  même  sujet; 
mais  la  place  quil  occupe  montre  assez  que  Fauteur  pensait  qu'on  devait 
écarter  ces  exceptions  des  commencemens  sur  lesquels ,  ainsi  que  je  l'ai  déjà 
dît,  elles  peuvent  jeter  une  obscurité  dangereuse.  C'est  par  des  cas  de  cette 
espèce,  que  Rolle  et  quelques  autres  ont  attaqué  le  Calcul  différentiel  à  sa 
naissance.  Saurin  leur  répondit  avec  beaucoup  de  succès,  dans  plusieurs 
Mémoires  insérés  parmi  ceux  de  l'Académie  ;  mais  il  s'agissait  principale- 
ment dans  ces  disputes ,  de  l'application  du  Calcul  différentiel  aux  courbes. 
Eul^r  est  le  premier,  à  ce  que  je  croîs,  qui  ait  envisagé  le  sujet  du  càté 
purement  analytique  j  et  les  explications  que  M.  Lagrange  en  a  don- 
nées depuis  ,  les  ont  dépouillées  de  la  forme  paradoxale  qu'elles  avaient 
au  premier  coup-d'œil.  Loin  de  paraître  aujourd'hui  un  défaut  dans  la 
Calcul  dififërentîel ,  on  reconnaît  qu'elles  sont  un  développement  néces- 
saire des  lois  de  la  génération  des  fonctions ,  sans  lequel  il  y  aurait  con- 
tradiction dans  ces  lois;  et  c'est  ce  qui  arrive  toujours  aux  paradoxes 
analytiques ,  quand  on  est  parvenu  à  leur  véritable  origine  ;  mais  pour 
y  arriver ,  il  faut  considérer  un  grand  ensemble ,  et  saisir  le  fil  qui  lie 
^itre  elles  les  diverses  parties  de  ce  tout.  Ce  n'est  donc  que  lorsque  la 
science  est  avancée ,  que  l'on  peut  atteindre  à  ces  éclaircissemens  ;  par 
cette  raison  on  ne  doit  les  présenter  aux  lecteurs  que  lorsqu'ils  ont  acquis 
déjà  une  assez  grande  instruction  ;  et  qu'on  ne  dise  pas  qu'en  retardant  ces 
notions,  on  pèche  contre  la  rigueur  de  la  méthode.  Il  ne  faut  pas  outrer 
cette  rigueur  :  ce  n'est  jamais  dans  leurs  premières  études  que  les  géomètres 
les  plus  célèbres  se  sont  livrés  à  ces  discussions  épineuses  ;  un  sentiment 
très-fin,  et  la  grande  masse  de  résultats  qui  s'appuient  les  uns  sur  les 
autres,  ne  laissent  pas  lieu  aux •çsprits  bien  iiiits,  de  douter  de  la  vérité  de 
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tut  iffSK'  ^tipptiMMSL''lt^  ^  ssffitt  doQte  la  caraee  prmtf  l9t|qel]e  .lès 
atoiMMtfi'«e  iMlis  Mft't^  lasteé  sur  h  mi^faphyMqtie  du  Calcul  diâé* 

•  9^  (rà  4cm^rpl«cMr  è^M^  ce  chapitre  h  théorie  des  maximums  et 
ém  ttûliBnêniiB  (*) ,  parce  que  non^seulemetit  ils  répondent  à  des  valeurs 
^parttciMnS'^M  cdeffidem  difilreutfete,  mais  parc^  ^'en  chei^ciiaiit  à 
^éétentftew yen' tombe  trés-^'éofà^eut'sur  ce$  valeurs  shiguliéres  dont 
iifamcb—ttîlre  lersens.  Depuis  l^mphÂ  ft^éqmnt  dotUéorème  4^  Ta/lor , 
preafoe  pttrtodtion  a  fthdé  la  redierd^e  des  matidmums  et  des  minimuhjs 
r  ÛémèfÊi^  k  fesâBipl«^db&  Mablaurin.  Cette  marché,  trèâ-Tummeuse 
jS»y  newèna^cepende^t  qu^à  un  résultat  mcomfplet  ;  car  lorsqu^on 
'  ka-ftwttttom  ^Pinie  maâîère  parement  analytique  /il  y  a  de  vérî- 
aUteioaaâ&tfbs^aiiiiBimâms  quit^orrespondentà  des  valeurs  infinies  du 
;><iifiSreiitiri  du  premier  ordre ,  puisque  daÀs  ce$  circonstances 
«Mémento  ce»  fonctions  se  change  en  décroîssiiment,  x>a  vice 
(/  etf'le  earactère  qm  les  ^stingue  des  maximums  ou*  minimums 
dM  tÀleurs  nidies  du  coefficient  ^iffërentiel^'-est  pûrè- 
IB^;  {«feqiill  repose  sur  la  fiMrme  que  prend  la  courbe 
:'iÉ>f]aHtiM  plkpmée  Représente  F^cmnée.  Cette  observation  in^a 
lMyf&àAea»0WiiyreBAte  éaea^  ki  ftéorie  que  j^i  donnée;  el  je  pense  que 
fsr  là'iAa^fMI 4kNPtciue  nosH^ev^^  plus  complète  ^^  mais  plus  claire. 
-'&eit;d«a9^oett€^firoMMB^  qu'on  fôt  pour  la  première  fois  usage 
Ar  fiiiwipfe  é^itg^eonvergeaoe  Aes  sâries  ordonnées  suivant  les  puis- 
iMs4'«iÉei|UMiiÛijé  prèfae  àïs'^anomr,  et  d'après  lequel  un  terme  dfe 
k«lKw^|iacÉ^élM  MnAiplus  grand  que  4a  somme  de  tous  ceux  qui  fe 

^  ytlj|»i|ift,^cft>n  fMft  justifier  en  peu  de  mots  d'une  fnamêre     'y 
9iÊllâlÊÊtÊmm<(tmf>^^  était  généralement  adsnis  ^àepuls 

iMfgmU^p^ ittMaaAfstes etpar Maclàurin lui-même,  quelque paitisap 
^fAtÊf4ù^4âfênf(é^  mai$  lorsque  M.  Lagrange  s'en  e^ 

me^éÊm'Mi^ltiMe  d^  Vb  a  donne  une  démonstration 

9i  MfMè  flMfilii^lmin^^  de  Taylor.  D'Alembert ,  dans 

iet  MMhêi^filkâ  ifu/^  é^/^trem  pobàs  impàrtcms  'du  Systènte  du  moitàe 
(t*  m,  page  6û),  étâk  parrrau  à  cette  '^értè'pisa'  une  voie  qui^  rie 
it-4é»tife^i|pft*  qtté'tféiteessSvement  \  mais  rexpression  du  reste  est  €&^ 
giffée  «Mbi^^M'd^^ekea  d^nOégration  qcrî  se  compliquent  de  plus  en  plu^, 
•rt  «9  ifieffmBKMÉI'  pès  Ae  f emfJoyèr  icf;  c'est  pourquoi  M.  Ls^ançe 


■  <■^.^■■^^* 


,{^.$g^gkA»i^mi()Slk4»im  ^ians  la  isote  pi^e  Ko. 
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a  cherché  à  çiejUre  ce  re^te  &qub  uœ  ai]$re  êmn».  ïkKiÊ,  l^wm^làllêA 
à  VÉcole  Polytedmique,  m  Tan  iv  (1795)^  i»  tie»  .dateurs  wt  «1  liât  sa- 
tisfaction de  voir  pour  aiasi  dire  naître  «e^Jdé^  let  de.  wigr»pMèrfied 
le  âl  de  6es  méditations  sur  ce  sujpt^  il  «vaîjt  q^^m^T^^  fW  4^  IVH^es 
d'une  portion  quelconque  ^e  la  série  s'Qbt|e(U|«^t.  avec  1a  fdiiR  j^and» 
facilité  »  quand  tous  ses  termes  scnit  positife,  Letur  eoLpreï^imL»  jâaos 
ce  cas,  convient  aussi  à. tous  les  aittres,}  mais  pwr  ai^oa  «AfNVW, 
M.  Lagrange  a  été  forc^di^,  recourir  à  d«s  considératlona  (|wi.  tMiiient 
au  Calcul  intégra);  et  quoiqu^il  l^  9^i  ^Qp<^  aj]p|^ifié(»  dioi^f  aea 
Leçons  sur  te  Calcul  des  fonctiom ,  )9JDi!éi  pu  kà  mq^^^.faiBa^ 
sous  cette  forn^e^  d'après  la  loi  qpe  je  ip-'étaja^  juR^o^éé.  da  mm^yn 
au  second  volume  tout  ce  qui  tieQt  au.  Cakul  .ifitégiraL  S'm  i^one 
présenté  ces  considérations  dans  im  ordre  inversa  y ,  qp,  indûpiii»*  ha 
j)remiers  pas  faits  p^r  M.  Lagrai^e ,   poWv  parvimir  (^^bnt  quH 
s^etait  proposé,  et  dont  la  ccmnaissapcp  répipd«  qeiie..4fi0ibleybMW- 
coup  de  lumières  sur  ce  sujet.  Si  Ton  ne  peiil  a'anpâQhar  4e  o^avarar 
que  la  possibilité  de  comprei\dre  ainsi,  la  aétifi  de  Tajjbr^.a  pwtsr 
d'un  terme  quelconque»  entre  deux  Unçûtes  qu'opi  pwt  rwpemMr  autant 
qu'on  veut,  est  bien  prière  à  fi:ier  les  idé§i  daq»  pfeiripiiy  mp^ikfiik&oB 
du  Calcul  différentiel,  on  ne  saurait  cependant  ae^diasamiar  qu'au  final 
elle  n'est  pas  plus  évidente  quç  le  pnnq||&  deia  owmmeaae^os  aérin 
que  j'ai  rappelé  plus  haut^  car  il  faut  n^crtfBBÎi!y>wiffit  a^ifoif^r  sur  ce 
principe,  pour  montrer  que  le  ^igne  d'uœ  fiiq^iKNa.  q^nelcxMfae  dépend 
de  la  somme  des  valeurs  qi^e  prend  le.preaoidçr  Vmxm  de  la  aérie  qui 
exprime  son  accroissement^  ou,  ce  qui  est  la  méve  ehppe^  des  y$lkfùn 
de  sa  dlQerentielle,  puisque  cela  suppose  qi^e  l'on  reciraupsis  qu'un  terme 
multiplié  par  la  première  puissance  d'un^  qçiptité  si|aoe|^tiUe  de  dimî- 
tiuer  continuellement,  jusqu'à  s'évanouir^ peut  sui^fisçer^  la  BOBniu^  de 
tous  les  termes  qui  sont  multipliés  par,.  defi^jpAiisafmc^  pl^s  élevées  d^ 
la  même  quantité  j  or  cette  dernière  remarque  suffît  p(a«r  Jgndfar  les 
applications  géométriques  de  la  série  de  Ta;y;:icir,  dansles<pieUe#Uiae.s'agit 
'  ^e  de  la  possibilité  intellectuelle  de  rendre  uu  teif^e  «q^ieur  à  la 
somme  de  tous  ceux  ,qui  le  .suivent.  .  .  w  . 

Ces  aj)plications  sojçit  le  §ujet  ^di^  qw^riéme  cha{»tre  de  qma  Qvvmgie; 
"e^s  sont  encore  précédées, cojppime^^ans  lapr^itièfeédi|ia%  d-iipe  théorie 
algébrique  dés'  courbes  ^  mais  dont  j'ai  supprimé  à  peu  près  toute,  la^partie 
éîéiÀentaire  qui  se  trouve  dans  mon  Traité  de  Trigonométrie  rectiligne 
0ù  sphérique,  et  d'application  de  Vuilgèbre  d  la  Géométrie.  Ces  métbodea 
algébriques,  reposant  sur, des  idées  qui  saut  itfi  fond  ks  wéwe|  que 
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céBes  qui  8<«WMt9e  base  à  PappUeàtioD  da  iSalcut  étfKrentièt ,  de  quelque 
HHDuère  qtfwr  Iftfpf^eiile ,  pt^aKM  erèô^natareSemeiit  à  cette  appti» 
atkA.  ]é  fil  tmMè  dons  â^it  pàoÂB  de  T«e  :  L'un ,  qid  a^^^jn-ante 
eupjièUMÊffa  noCtaùé  âOQon  dé  ffiofihi,  est  dû  à  M.  Lagrange;  Arbogast 
y  éttft  aoiA  ^panAeàd  de  «m  oôté^  en  snhrant  les  traces  de  Newton  et 
de  MadauriD,  qui,  comme  on  Ta  vu  plus  haut,  ceBsidéraieut  le  dére^ 
Ic^peMcnl  «1  s^e  du  second  état  de  Fordonfiée. 

&imièmt  justice  à  l^dence  de  cette  marche,  feà  cru  ne  pas  dtevoir 
tt^e^Kgetltf^^otttidératioii  des  inftoiment  petits, -qui  abrège  et  fecflite  cofr- 
MéÊtÊkÈMiA  ta  mSse  en  élfiiation  des  probités  de  gé«iélri«  et  de 
wéemkpmi  ^  le  rapiirocimiient  que  ymêsâk  des  deui  méthodes,  prou- 
nwt,jepailfl,  «m  keetetarsattentifii^  qu'elles  neidISfôraatqae  déâas  les 
nHiliMMÉtm  Iki  siAiordfaûafon  de$  (Ml^êntMles  des  divers  ordres  sur 
ia^BÉIte  M|Kise  tou^  fédiSbe  des  iâffikrîtaem  petits,,^  et^xpâ  parait  an 
[Wfmiir  omp4RDeîl  si  ^KflSbile  à  admettre ,  s'explique  arec  la  phis 
gmrife  ohrtë,  pÊÊT  tes  développ^nens  que  fournit  la  série  deTaylbr, 
iOi(»'fHMar  h»  '  éSOStébcea  succes^ves   ^tme  ibnctkm    quelconques 
êéàflMt  I9riles"dês  I^;oès  qui  représentent  ces  cUR^rences  dans  les 
eoabesi  M  je  ve  Aie  thmipe ,  la  manière  dont  j'ai  présente  cette  théorie 
fsw%^]^oiBt'ée  Yoe  analytique  dan»  le  premier  chapitre,  et  sous  le  ' 
pÊat  êfmtb  lédiÂétriqiie  ébm  ceM^,  ne  doit  latteser  aucun  nuage  dans- 
llMprttt#W''totit'8e  rédi:dt  à  coûcevoSr  que  le  rapport  de  deux  séries 
wmmûiDtM^  ^Mdonnées  par  rappcnrt  à  la  même  grandeur,  s'éyanoutt  lors* 
qwiMfci*^  eut  au  mmlérateur ,  cœnmence  par  une  puissance  phis 
cfcf<É^<to^ta  fmMk  que  odBe  qui  est  au  dénominateur; 

datnreilement  à  la  théorie  des  limites ,  qd  me  parait 
•qttéotû^e  te  fOieux  la  brièveté  arec  l'exactitude  du  rai^ 
if  qA^-imiàùt  peinr  ahisi  dire  fe  ndfieu  entre  les  cohsyératiOQft 
lnt|Éiii^<ftili||iié<ii;metàpcirtéede  ks  sa»ir  toutes  et  de  lèsi^pprocher  entM 
dtew^j^Tnitfmché  ici  à  peu  près  tout  ce'  qui  concernait  oetti  ttéoriet 
c'estêfÉVoe  qte  feri  iaî  fiÂ  la  basé  de  ihon  TraHé  éUmMtaira  de  CcOtul 
Mgtimmmiét  de  Caleul  inUgnl ;xoÉi&  j'ai  laissé  subsister ,  comme  Fin- 
èoiitii  iteildtremavvpMMe,  la  déternsioafttcni  des<»iiB4>es  osculatri^ 
par*!»  OMOndeice  des  points  ^^itersection  de  toutes  celles  de  inéme 
eiféw  ^  MRMxninmt  fa  pitopoaée.  L'uaaige.que  j'ai  &it  du  théorèaie 
de  liflQ^  ènpsicetfie  oireoKwtuici^;  dispensiait  de  tonte  coobtructieft 
gBomélri^,  ifiattbgoe  ee  procédé  de  plusieurs  autres  qbî  ont  eu  le 
ttêoM  ol)^9  et  qi}i  étaient  apposés  sur  la  même  considération.  A  tote 
m  fMt  #j^frni»d0Btp,  qtmkMrsque  les  dirâ^  poinl|i  d'interas^Sm. 
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sont  irém^  oi  nm  a€»lj  17(stt  n'^ptf^  j^i^^lMt&m  éam  Â^. 

stfTOtioo^jeiiecrojfi-pas <p)'on puisse  éqwrtàr  Qtm  tbé^nrd'uii ouvraer 
de  la  nature  du  mieii,  daBS  k^ial  il  e$t  «  pmpot^  4»  HWiMrer  partout 
lea  tracéa  de  la  loi  de  eontîmiité,  et  dindic[v«T  toute»  1#»  mfkm»  méta-^ 
ï^yaiqu*  de  quelle  iinportanoe^       , 

L'existence  des  pointa  «îqgFdâevs  êm  i6ourbe»-ae  lie  aux  dbèei^mms: 
de  foriaa  que^ai]^t  dans  oaitaiiis  o«aie.déTeloppemapt  de  la  diâlpeiic^  des 
ofAemmiBi  ei  kd^tctmînaUiwt  de  €ea  {Mnto  a  tov^oora ilé  imom^î^tt efc* 
fautive^  tant  qu'ont  voulti-lâfiindcr  swr4mtè^  {Hltic«iKèffaà  tilMqtio 
espèce  de  pdkita.  Maclwrin  a  ouvert  uiieiiafeitteure  route  ^«iâMfo^ 
dufeant  dana  octte  ifechercbe,  cenuK^doia  caUedi^  H)a^îimiQ&  et.ttear 
ininûnums  ^  la  wamèk^làm  de  4eliK  iMrdûoaéas  eâti^e  ks^odlea  aoit* 
compriaeeeUedtt  point  aipgcdiar;  mtiis  il  n'ii  pas  cooipjété  FànifnéMioiiî 
des  eas  qui  pemreitf^ae  pté^&EUm.  J'iu  atiiyi  sa  marche  dans  la  prouàie 
^d^om  de> mon  Ouinraga  ;  et  m  Fesammant  avec  attentiooi  j'ai ,  4e  preton»v 
h  ce  que  )e  croîa^  réduit  la  questioo  à  aea  véiitabiiia  ttimm»,  4mm  oma 
Trtiité  âèiientattse^  par  une  règle  géa^rafe  et.  atmpb^  nftfmi  teom&m 
également  dana  eelni^cî,  aoei^pa^Me  de  qvekpMa  wfiiMiMê  qui  font 
bien  voir  que  lea  pointa  mi^Mters,  n'^mt  que  lepMsage  d'uoeibemQ: 
àme autre,  ne  aoat  paa  hidiqiiéf  par  un  enraotèrespédal,  etaie  pêuvmt 
èOi  distingués  sàpemcsit  que  par  la  diacdBaion  des  pailtes  de  couxto 
quitte  aépareiit. 

,^  Deaswtea avait  iadîqué  desiBèa  Géométrie^  lemoyittid'apiAquer  Fanav 
Jyse  aux  sur&ces  et  Aux  courbes  consîd^éfis  daosfëspace  ;  et ,  d'api^ 
aés  idées  ^  plusieurs  probtéines  impoMiuis  sote^  sur  les  ùourb»  à  dcuiMe 
courbure,  soft  sur  les  smrfe^es  courbes,  avaient  été  résolus  piu*  Clairaut; 
i&umnàn»  Jean  B^iumlfi  et  Eufer  :  ce  dernier  avait  mêino  reconnu  tes 
èm%  ooK^biires  prûicipeées  des  surfiKses  émirbes ,  et  resq^^easiôn  analy-' 
tiqtie  du-  caractère  qui  distingue  les  surfiioes  développabk»  cte  oeUes  qui 
lie  te  tout  pas;  mais  toutes  ces, belles  découvertes  n'étant  pi^s  présfsitéea 
par  une  analyse  uniforme ,  n'oflraient  pas  encore  un  ensemble  isatis-» 
faisant.  M.  Monge,  en  j  introduiBaut  la  symârie  et  Félégœce  ^  qu'il  » 
poussées  si  loin  dans  tous  ses  caleuis,  a  ehangé  la  ftce  éà  cette  t»wiehe 
àm  Mathématiques,  qu^ila  d'affieurs  considérablement  enricbie^r  se^ 
pitres  découvertes;  De  scm  côté,  M.  Lagrange ,  par  son  Mémoire  sur 
la:  Théorie  des  Pyramides  (Mém.  de  fAàad.  de  Berlin  ^  ^77^)  y  qw 
0rt  un  chef-d'touvre  dans  ce  gaore ,  disait  sentir  qu'on  pouvait  dé- 
eautiv  lea  propiiétés  àfa  retendue,  par  des  calculs  analyl^ues,  %mi3àê 
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WilwnW  «J»r-i^  .^dpun^fi^  4«. }»  qùasàm ,.  «ai»  fi^ire  tumme.  cgns- 
Iruction  préparatoire,  ni  même  s'p^  d'AUCUpe  figure.  La  mimique 
analift»Vf0  .0^.  «galwipit'bQauootifi  .^  détails  ^  tkopept  à  c«tte 
naang^  ^egaviai^^  W  Géomçirie  ,  que  ^'qd  .pourEBit  pj^eler  a«u^ 
Géoméh^  anaj^tiffifi ,  et  d'm>rè&.  l^queUe  .p»  epu^idère  „  au  4m.  d©» 
I)oix)t«..eti  des  tria^ks  qui  tes  dét^ruÔPOPt,  tes  }i^i««  dxmt  ils  sq^t  J«^ 
\DtenMCti9Q»^  «tau  Ueu.  4es  li^fp«»,  4es  pjbiis.  ou  te»  syr&ces  qiû  les 
fWi^tiaioei^WWaltwçmiefit.  Awivm  oungrag»  éléiii«]^qi|-aj)'a¥«iit«t4(#i]^ltf 
8ur>çe  4i^jiv9Qt  lniireQiiàre  étUtiefi  de  c«  Tra^j  j«  fus  ol>li9i^  d'iu? 
aérer  d»ae  le  cbvfRti^  Y,  les  ppîqcipâles  détecntiqdtioiis  4e  te  ti^pe  drràt? 
sùvasi  d«8  pwdittens  dfif»4m.,  pour  «enrir  d'jotroductioa  m  dinp.  Y, 
oàjepcéMpHais  tes  découfert^s  «^  M.  M«ng6>  rapiNnvchéfis  des  tra<- 
yaia  dTEuler  et  des  autiw  Géomètres,  Sepuisi:  ces  .pr^éilimioaires  ayai^ 
«em.d«  lnv»  fujnm.  Traité  d'i^l)C«tioQ  du  l'Aii^N^  ik'  la  Géomé^ 
tnB,.et,.ajHiQt,p4a«!é  .enipte  dans  lmm»l3?  ^*Vifm  Qtif i^ffps  ^  je  te^ 
ai  sHKnimé^  d^  celfie  .mwf^4éitim  i  »M«rs  j'ai  dmin?  plus^de  déve^ 
Vif^mfsat, àia-pMrtJte ^  embraasç  tes junoi»  dinoiitmi»  de  Desjpace^ ,e» 
^6mm  mimv&  le  V^'vf  eiwpitfie.  |?4ii  tèebé  cte le  rmidff)  DD^repla^ 
JniéymAm^^l^  êomdfiCf^ooê  ^é(M»é(ciqiip»,  ea  iw'^^iigfwit  ^iw  de^ 
Mtiopka  d»j»tei»et'de  teligBfej^qite)  pcofonéfl»  IM^  M^Fuiimer,  da»f 
a»  dfl»  «ésqiooft^de .  EÉoojte-  iw^nmàte,  e|  isp  «oje^  il(Wcpi«Ue»  topiffi  te 
G«oaiétnrin^fepo«etftit  que. sur  hmmUntài»  d»  to  ]^nofiriél4  foor 
daivMitale  4»  Jb^iMig^  rectani^.  Qp  piçHHTâit  «pnçcyr^  KeoaoileE  plus  I)9Qt9 
«arllf .  lKniiwipe^»..)joiaaé,daBS  49»  4|o|ie  td«  «t-i^ilcipwit  ée  Qàmnâiri0,?sm 
mofÊKt,  jde  ..tioflf •  iWQsédMitaBCBt  te  tbétwÎQ  de»  tfiongles  «eQïW$>btes,  -des 
(x««épieae^de4(»  wp«*{K>8itiaD ,  «rM.  Copancez,  «im»  i»)  JtfÀmâreloQc^ 
sur  4iis  priiwqtQft^^leiaeff}  «it  penrenn  anx  tbéorè«ie»  tes  ]^Ju»|^- 
f  a— '  ifc  Iji  .Géana/^rie  «temeoÉMn.  C«»  nppfa«die»  p9«nsMink»0  pftrâitiv» 
quit.piin«H9^ft;  «a^  il  i^ , ii»Hgi<«sftibte  ■  que  te  Mécfiaiq»»;  ft.^ri^H-é-te» 
ph9a.0r!(^ida.  <ï¥^atagiBs  de  r«auyij8e«  «qi^igaéi»  à  la  Géwôéjtrte  daoa  Tesr 
paeç  :  aw^aM^çm  de?pir  ipserer  daûmoa  Oti^iage.toi^  qe  ipii  pourait 
jtrqMuner  à  rinteiligence  des  fiMmules  géqéndes  rdalives;et  à  réqnilihrp 
et  as  aiQi«r«iBeBt  des  oocp»,  et  c'egt  p«iir  g^<  que  }'«i  introdwt  «opU- 
dÉaaîwt  j£s  migles  dans  les  é<|uation&  da  pteu  ^  die  te  y^n  d»nte^  qu^ 
'iù  d(U«piWTié  te  peaitioa  du  j^^^pie  M.  Lapteoe  a  £ât  cowaaitre  s<»i» 
h  ^éasm^Bf/âsik  àopkmim'arù^le,  et  q^  je  ne  sujs  bdSMicoup  étendu 
sorte  iriDa&wwatioi)  dos  ooosdfxuaées  dans  l'i^pace.  Od  cemanpïe^  peijt- 
é<i»te  jpQjpea  J^  le^^  je-paase  des  fi«inntes  dcnooée»  par  M.  Menge 
(|afiJ^«r«t^0i(iioteft  «(4iine0ir  par  uD.pisiQoipe  ikmà  du^  M.  Qww^, 
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à  celks  dlBol^,  qm  jmrM  un  rSIe  si  ctuportant  dam  h  tliébrié  do  mou- 

rement  de  rotation  des  corps  solides. 

Tai  écUdim  et  dév^lèppé  réànmératioa  des  snrftces  do  sécoat  dêgrë, 
l'éKniinatioD  des  fonctioas  arbitraires,  dans  les  éfiaaiions  qui  expriment 
les  principales  génëoations  des  sorfiKses;  et  adirés  aydr  ^osé  la  théorie 
des  déveWppées  des  oouiiies  à  dooMe  coiirimre  donnée  par  M.  Monge» 
j'ai  era  devoir  in^^per  quelques  moyens  d^exprimer  analytiquemeift 
ks  traosforriiatioos  que  suMt  une  courbe  qu'on  enrdoppe  sur  une 
sor&cei  ou  qu'on  aplaiiit  en  dévelof^pant  œtte  sinrfiK^e.  Ces  rscbcnrches, 
que  j'avais  présentées  à  l'AcadéBée  des  Sciences  ea  1790,  se  Ment  avec 
cdles  de.feu  M.  Iiancret,  et  peuvent  concourir  à  compléler  ^8<fflfee  de 
la  Géométrie  anal/tique  dont  M-  Bidus  a  fiât  mie  heureuse  app6cati<m 
a  Foptique  considérée  dans  toute  sa  géiâralité. 

Lorsque  les  principes  du  Calcul  ^EUBJër^otid  sont  bien  éfablfts,  le  Oalctil 
iatéçral,  qui  en  est  l'inverse,  n'offire  plus  qu'cme  collectkHi  de  procédé* 
analytiques,  quil  &ut  ordomier  de  manière  à  fidre  ressorte 
de  rapports  qui  existent  entreeù,  car  ils  som  très^ouvent  isolé^^ 
je  Fai  dit  plus  haut,  il  a  été  cultiré  dès  la  aatosaaee  du  Cafeul  difErenticI; 
mab  ses  méthodes  sont  restées  loDg4emp6  éparsMdnasles  Journaux  scteà^ 
ti&pies  et  dana  les  M^uoirèflide*  Aoadénies.  Le  preismr  tntté  oon^lM 
pour  le  tenqps  oiiil  a  paru,  et  dans  lequel  on  put  apperoevoit  nîlendue 
de  cette  branche  dfls  iftiuveÉiiK  ealciAs,  est  eékd  (fM  M.  Bckigainv^ 
^lia  fXk  2756,  pour  servûr  de  suite  à  VAnafyse  ths  it^inimêm  petite  èè 
fHôpilal.Qnytrouve,  <tob6ceqiH  a  été  découvert  par  les  Bimoufii  éC 
par  qpudques  géon^ètres  itaHeas  qui  se  sont  occupés  spécMem^t  da 
Calcul  intégral,  Pextrab:  des  beanx  Mémoires  que  ^Aleod^ert  a  doni:ié 
dans  les  aimées  1746, 47  et  48  des  ilfi^.d^f/'^cvMi:.  <&jB^r/;i»^  et  qui  font 
épo^e  dans  c^te  branche  des  mathématiques.  Peu  d'années  après,  Eulef 
oommença  la  publication  de  son  Traité  de  Calcul  intégnd,  faisant  suite  à 
ses  ImtUuthns  de  Cal&ul  diffiirmiiêl,  à  son  Inimductkn  h  Yimafyse  deh 
if^iis\  et  fibrmant  avec  ces  importans  traités,  le  {plus  beau  cours 
d'analyse  qui  eût  encore  paru. 

Cependant  en  1768,  époque  oà  le  dernier  des  sqpt  volumes  dcmt  èé 
cours  est  composé  Ait  mis  mi  jour,  l'ouvrage  avait  cessé  d^étre  complet^ 
•on  n'y  trouvait  rien  sur  les  équations  wx  diflirœc»,  et  II  y  manquait 
d'aiàeurs  l'application  du  Calcul  diflérentifl  et  du  Caktal  intégra  à  la 
théorie  dfts  courbes  :  on  doit  juger  par  làde  ce  q^  fit&ait  7  ajouter 
pour  Ëdre  ùonnaitre  l'état  de  la  Science  en  17^,  o&  a  patu.  le  second 
volume  de  mon  Ounagp^  oomiNBam  le  Calcul  iiilégrd  {iMprement  dH. 
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1tei»i»  irailamf,  je  me  ania  &  feu  près  conformé  au  plan  eûTi^ipar 
ïuter,  qui  classe  l^  noukhodes  d'apfrèa  la  forme  des  fonctioiis  aoxciuenes 
eUes  s'applUfoeaif  I<ir^9  a'i^  de  remonter  d'un  coeffîdeat  dîffêreDtîel 
al^.^clMiàdiwrt  91  dériFe^  ee  co^Scient  peut  être  é^mné  explicitement 
par  W  Tunisie  iadé{Mnâao*e,  ou  him^  hé  avec  cette  feuotiou  par  une 
^VVMîeii  4îfi^^PQtidIe;  le  pcemi«r  cas,  que  l'oû  &pp^  aussi  la  méthode. 
4|t  guMlnamos^  fwroe  qu'on  y  ramènes  la  rechwche  de  Faire  d'une 
fjMOrbey  oQf^iqpe  le  pramier  chapitre,  dans  lequel  je  passe  des  fbnctians 
t96s»mik^ji^^       ma  fimctiotis  fractionnaires  et  aux  fimctîoiis  irra- 
tmuwBeiiit  A^.aéoesai!lé  de  recourir  dans  le  plus  grand  nMobre  de  ca» 
aux  majeDer.«ppiXiaumati&,  mène  à  Finté^tion  par  les  séries;  mais 
oeUe««^a'ofi^parleééKrdop|iaMBtd^     diflëreutieUe^  donné  rarement 
une  SMrmule  ccoiTergaate  9  ce  qiB  Mt  cepndant  indispends^ 
91^  a'a^  d^qppiieatîèQanttaMriques;  aussi  renroyait-on  alors  à  ee  qu'on 
KB9éeàl^f§tméfwtam  mieamqUe  das  courbes.  Ce  moy^en  consiateit  san^ 
dMle,  ^OM^safKiniers  temps,  à  tràeer  la  cowbe  qui  a  pouf*  ordonnée 
lecoctfwkBfcdtffttenlâel,  &  à  détcnninar  ion  aire  par  une  apjnroximation 
fOfkkfm.  Cevt  da  mdn»  tiÉni  qn'cm  peut  expliquer  commetit  les  pre^ 
Bttoca  sawaètiiea  qoi  ae  «ont  occupés  du  Calcul  inté^,  regardaient 
mmiifitèiémymtif^^      réduit  à  la  quadrature  d'ime  comte;  mats 
UmUàJB»  n^ipalwpt  dw  fcriwÉin  pour  dédnire  des  Tufeurs  d'un  certain 
Mpjb^a.  djaritownétii,  cette  qaadriture  mécmique  :  cdles  d'EuIv  se  pré- 
ewtmt  MboefleBoent  iei^  et  les  autres  seront  îadiquées  dans  cette  nou^ 
mSB*^étili$imf  kraqu'lil  ae^a  tpaestion  des  principes  scht.  lesquels  elles 
Wjpnaffltf  «Qlidpit  mettre  aussi  au  rang  des  acquisitions  les  plus  remarv 
iji^hifi  ^Qéculimé|^,  dans  la  partie  des  méthodes  d'approximation^ 
ea.^ia  M.  JLagrange  a  fiât,  en  1784^  sur  la  dîjOfêFentieDe  qui  contieat  un 
nii0t4aarré  afibetant.  un  polynôme  du  qui^ème  degré. 

SupaalttBt  dans  k  second /dbajitre,  des  applications  du  Calcul  diffi^ 
nentid  a  la  quadrature  et  à  la  rectification  des  courbes ,  }'ai  déduit  du 
procédé  4fie  |e  Yieos  de  loîler,  les  théorèmes  concluant  la  transformation 
deawea  d'ell^pee,.  auxquels  M.  Legendie  est  par^^Men  1786.  La  quadrar 
tore  cl  Ift  csdMduce  des  auahocù  oourbes  quêlc<mqws,  amenant  tes  prc^ 
blêmes  on  Ton  s'est  propesé  de  trouver,  sur  les  sur&ces^  soit  des  lignes 
iftrriftahlrri  n||(l^rlqnrinnnt^  scA  des  espaces  quarrabks,  conduisait  natur 
ffjMjlBWsufr  à  parier^  de  l'es^téoe  de  Cqhùt  intégral  indéterminé,  où  il  s'agit 
d'eMîgpar  laliDÉtoeqMdQitairorlafo^  qœrintégrale 

aatl  d3n#  ^ttfttt^  donnée.  On  n'a  encore  résolu  dans  ce  genre  ^  qui  com^ 
^gfud  Im.àaamm  mtgam  ê^  Fkapenee  propesée  par  Virianî»  qqe  dae 
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proMÂmes  edrfen;  nkais  cette  recherdie,  qiPEtiler  a  te  prender  téikté 
de  réduira  en  méthode  régulière^  était  trop  remarquable  pour  la  passer 
sous  aUenoe,  et  j'en  ai  indiqué  les  bases  dès  ma  première  éditkm. 

lie  troînème  chapitre  est  consacré  aux  équations  dififêrentieHes  à  d»a 
tanabks,  c'eat«JMÛre  à  la  détermination  des  finctions  d'une  seule  va** 
riable^  au  moywi  d'une  relation  donnée  entre  cette  Tariable,  la  lonotion 
qui  en  déjpend  et  ses  oodieieiis  diflârentîels.  Cette  brancha  de  Tanai  jse  rm^ 
ferme  un  grand  nombre  de  pnooédés,  mais  qui  malheureusement  nVmt 
guèndle  soeeésqK  dans  des  cas  très-particuliers,  et  à  peu  prés  1^ 
pour  tous.  Cest  ainai  qu'on  ne^ient  guère  à  bout  de  déterm|pr  le  bdeur 
propre  à  leodra  une  égpatfon  diffîrentieUe  intégraUe,  que  dans  le  <ais  oà 
Voa  sait  séparer  les  variables  ;  et  cette  dernière  méthode,  ifà  remonte  à 
l^origine  du  Calcal  intégral,  est  encore  une  des  plus  fécondes^  mais  son 
applicatioii  ne  présente  qu'un  petit  nombre  de  résultats  tant  sok  peii 
génénoa:  ks  «tfras  sioatVdtbt do snbsti&itkina  heureuses,  que  lé  tact 
qm  s'aQqpnertpÉrqnehmgBe.pnliqaASQggèM     desandystes  exercés^ 
et  dontxm  ne  aanmit  rendre  uimMXdption.  Je  donne  ^uaiears  eseaspies 
ée  joea  œa  ;  mais  conuso  ila  offirent  pot  d^inléiât  <fgmnA  ib  ne  se 
Mppacteoft  à  aucune  question  physjqne,  je  passe  an^  équations  où  les 
emffiçîana  dlfioradtieb  et  la  Anation  ne  montent  qu'an  premier  degré, 
et  que  j'appelle  pour  oette  xmson,  épêaHme  du  ptmmbtr  dBgréy  la  déno«> 
mination  de  Unimi^^  quV»  leur  a  donnée  étiôt  brès-impropre,  puîe*** 
qu'elles  n'appartiennent  point  à  nne  lîçie  droite.  Ce  qœ  l'on  sait  sor  cea 
équations,  compose  Ip  aenle  tliéorie  que  l'on  ait  dans  cette  branche  dn 
Odml  intégral,  et  sert  de  base  à  toutes  les  méthodes  d'approaàmatiw 
«iqiloyées  ^ioDoikin^x^bjssi^^  C'esta  M.Lagrange 

4|u'on  est  redevaUe  des  deux  pn^oaltions^  génoales  que  comprend  cette 
théorie,  oHnme  aussi  de^cdlas  qui  ex;»iment  la  liaiaon  qui  existe  entre 
-éno  intégr^de  et  les  solutions  partiçqjl|èreB  d\me  équation  dîfiërOjUielIe, 
«t  qui  tienn^t^i  la  manière  d'étendre  une  équation  à  des  cas  qu'elle 
4)e  c<Hnprend  pas  ex]dici«snient,  en  feisant  varier  les  constant  qu'eilf^ 
renferme;  procédé  ésnt  M.  Lagrange  vient  de  fidre  la^  plus  belles ^qpplî^ 
<2ati(»is  anx  prohièmea-de  k  jné6anique,OQnsemantie  nmiTenieiit  deb 
coips  x:âe8te8. 

<^ant  à  la  détanashisioii  des  ookiiioiis  particulières,  par  la  «nie  con- 
'naissance  de  l^équriilian  ttfieriasllette,  denmv^^lesrecheKhesont  mcNiifté 
qu«  le  pMioéié  le  jilus  sâr  était  eelui  ^te«t  danpié  JSnfer  dans  son 
Calcul  mt^nri ,  que  M»  Laplaoe  a  ensuite  ébe&dii  et  perfectîoEmé:, 
et  doiit  M.  P^sson  s'est  a«rvi.  pour  compl&er^oette  détsnninaiion  f«- 
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rapport  à  toutes  les  espèces  d'équations  différentielles.  Voîlà  l'exposé 

rapide  des  matériaux  que  j*ai  dû  employer  dans  le  chapitre  que  j'ai  en 

vue  dians  ce  moment  j  plusieurs  n'étaient  pas  encore  publiés  lors  dé  la 

première  édition.  A  ces  matériaux  il  feut  joindre  quelques  questions 

géométriques,  résolues  pour  indiquer  l'usage  des  équations  différentielles 

dans  la  détermination  des  courbes  diaprés  leurs  propriétés.  En  passant 

en  revue  les  niéthodes ,  dans  une  partie  de  l'analyse  qui  laisse  tant  à 

désirer,  il  était  naturel  de  présenter  quelques  vues  sur  les  moyens  de  la 

perfectionner;  et  c*est  à  quoi  m'a  conduit JiPexamen  de  l'intégratiomde 

ces  équations  fomaées  de  deux  différentielles  semblables,  dont  aucunô 

n'est  séparétnent  intégraWe.  Elles  n'ont  été  remarquées ,  d'abord  par 

Fagnano,  qu'à  l'-égard  des  arcs  elliptiques;  mais  elles  ont  lieu  par  rapport 

aux  logarithmes  et  aux  arcs  de  cerde,  et  pourraient  bien  donner  nais* 

sance  à  une  théorie  trés-féconde,  aînfei  que  je  l'ai  indiqué  dans  un  article 

contenant  quelques  réflexions  sur  les  transcendantes  en  général. 

Psu,  dans  ce  chapitre  et* dans  le  précédent,  choisi  mes  exemples  parmi 
le^  plus  remarquables  de  ceux  qu'on  trouve  dans  le  Traité  de  CSalcul 
intégra!  d'Êuler  ;  et  je  crois  n'avoir  laissé  de  côté  que  Ce  que  tous  les  bons 
esprits  è'âccordei&t  à  regardei^  comme  dés  longueur^.  Je  passe  ensuite 
aux  factions  de  deux  ou  d'un  plus  grand  nonibré  de  variables  :  ce 
chapitre,  quî  est  le  quatri^e,  comnience  ]^r  Hntégratîon  des  diflfié*- 
reptfelfes  totales  comprenant  un  nombre  quelconque  de  variables,  et 
satls&isant  aux  conditions  tfiiitégrabilîté ,  dont  )e  donne  à  cette  occa^ 
«ion  la  théorie  géhérale.  Dans  la  première  édition ,  csette  théorie  venait 
à  la  âuite  diejj'exposîtion  des  principes  du  Calcul  dijQerentiel,  et  encela*, 
j'av9id  suivi  l'exemple  dREuler;  mais  le  développement  qu'elle  exige  nu- 
joutidlim,  ne  permet  plus  qu'on  la  place  au3M*loin*de  ses  applications. 

La  considération  immédiate  des  équations  irijfierentielles  totales  cbnte^ 

nant  plus  de  deux  variables ,  se  présente  bien  fm  rarement  que  ceUe  des 

équations  dîfférentiefleà  p&rtidte^lC'^-^ul^  qui  le  premier  a  intégré  une 

de   celles-ci,  en  résolvant  up  probltme  de  géométrie*  pUré;  ^vinais 

d'Alembert,   en  les  uitrodiiisaut  tians  la  théorie  du  mouvemenu^les 

fluides  i  a  'tk  mérite  d'en  avoir  fêtit*  sentir  toute  l'importance»  II  en  a  in^ 

tégré  plusieurs  par  des  métliodes  ftortiogénieuses;  mais  sa  manière'  de 

les  présenter  sous  la  forme  de  diffêremieiles  à  rendre  exactes,  jetait  beau- 

coiqide  complication  sur  le  sujet;  taiidis'qu'Euler,  coi *écrivant l'équation 

même  à  laquelle  cette  condition  JEofine'lieu,  en  indiquait  le  véritable 

sens,  qui  est  d'offrir  une  relation  entre  les  variables  primitives  et  uâ 

certain  nombre  de  coeflicieps  différentiels,  relation  qui  est  en  général 

1.  ■  / 
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insuffisante  pbur  déterminer  ^tièrement  la  fonctioli  cherchée,  ptasqoft 
cette  fcMDctioQ  a,  dès  le  premier  ordre,  plus  d'un  coefficient  différentiel  t 
^t  il  feut  dire  ici  que  la  définition  du  Calcuî  différentiel  donnée  par 
M.  Lagrange,  dans  son  Mémoire  de  177a,  déjà  cité,  rend  bien  évidente  la 
liaison  de  ces  équations,  ou  du  Calcul  différentiel  partiel  dont  elles  sont 
Fobjet,  avec  le  Calcul  des  dififérentienes  totales,  le  seul  dont  on  s'était 
d'abord  occupé.  Qad^e  les  bases  du  premier  de  ces  calculs  puissent  être 
e<Hiéidérée6  oomine  implidtement  comprises  dans  le  «econd,  son  nsage 
dans  les  recherches  physico-ttfâthématiques  est  tel^  qu^on  Ta  regardé  avec 
rason  comihe  formant  vue  décoarerte  digne  d'occuper  dans  l'Histoire  lit* 
téraite  du  iS*  siècle ,  le  rang  que  tient  la  découverte  de  Leibnitz  dans  celle 
du  1 7*.  Lee  méthodes  que  Fonemploie  aujourd^ui  dans  ce  calcul ,  sont  dues 
principalement  atil  travaux  d'Euler ,  à  eeuK  de  M.  Lagrange,  sur  les  équa- 
tions difierentielles  du  premier  ordre,  combines  fort  heureusement  par 
Charpit,gpomètre'mort  àla  fleur  de  Page,  au  beauMémoîre  deM.  Laplace^ 
ter  les  équations  du  pï«emier  degré  (ou  Rïïéaîres) ,  et  aux  recherches 
fie  M»  Monge  qui,  considéiiant  ée  (seltxA  par  rappcrt  à  la  génération  deà 
surfaces  courbes ,  Ta  pt)ur  ainôi  dire  inventé  et  nouveau,  ou  du  moins 
fie  doit  qu'à  toi  seul  tout  ee  qtfil»e&  a  puURë  dans  ses  divers  Mémoires.  En 
cherchant  à  retrouvw  par  des  considérations  purement  analytiques,  l'in- 
tégrale de  l'équatibb  delà  surfiice  dont  l'ahre est  un  minimum,  donnée  pour 
la  pretnière  fois  par  M.  Monge,  M;  Legetïdre  ^  aussi  ajouté  quelque  chose 
«ce  qu'en  savait  sor  les  équûtions  difierentîeHes  partielles  du  second  ordre- 
Malgré  les  recherches  de  ces  géomètres  célèbres,  îe  Caflcul  intégral 
aux  difierentielles  partiisll^s  ^t  encore  bien  peu  avancé,  puisque,  passé 
le  .^^mier  drdre ,  on  ne  s^eéC  pas  tnéme  le  nombre  et  la  nature  des  ar- 
J^traires  que  doit  oooit^iir  Intégrale  d'une  équation,  pour  être  générale. 
J'ai  fidt,  voir  dans  la  prcMière  édition  ,de  mon  Ouvrage,  la  fausseté  de 
Fanalo^e  qu'on  avait  voJni  <élablir  entre  les  fonctions  arbitraires  et  les 
constantes  qui  complètent  les  invégnles  des  équations  difierentielles  to^ 
taies,  et  s'éiinrînentvnne  à  Une  À  tthflKfue  difierentiation.  Depuis,  plusieurs 
^Momètres  ont  repkds  c«sKXinsldérations  ;  mais  je  ne  crois  pas  qu'on  sache 
encore  rien  de  positif  à  ce  sujet  :  tout  ce  qui  semble  prouvf ,  t^'est  que 
la  division  des  équations  dilërentiettes  partielles  en  ordres,  ne  paraît  pas 
ccsiforme  «à  leur  nature;  car  la  difficulté  de  les  intégrer  et  retendue  des 
équations |>rimitiVes 40111  él^&  dérivait,  ne  correspondent  pas  avec  cette 
divisidn.  PfertîHe  chose  >pettt  s'ctoserver  par  rapport  aux  équations  dîffiî- 
rentielles  à  deux  varialiltQs ,  isi  Von  fait  attention  aux  équations  du  premier 
'de^é  à  coefficiens  c<mstan&>  qui  s'intégrent  de  la  même  manière  dans 
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tôOô  les  ordres  j  o&  a  ru  aussi  que  la  classification  par  le  degré  dans  un 
même  ordre ,  n'était  pas  plus  en  rapport  avec  les  difficultés  de  Tintégration , 
et  cette  circonstaïKce  a  lieu  ausif  dans  les  équations  di£fêrentielles  à  deux. 

variables,  comme  le  montre  Téquation  j^  —  *^^^^(dx')  ^  ^'^^^^ 
tègre  toujours  par  le  même  procédé,  quelle  que  soit  la  forme  deia  fonction 
désignée  par  f.  On  pourrait  &ire  de  semblables  remarques  pour  les  équa^ 
tions  algâ[)riques  mêmes ,  par  rapport  à  la  correspondance  entre  la  forme 
des  racines  et  le  degré  des  équations  auxquelles  elles  appartiennent.  Établir 
dmis  toutes  ces  espèces  de  fonctions  une  classification  meilleure,  et  qui 
mette  en  évidence  les  transcendantes  fondamentales  ou  indépendantes^ 
c'est  peut-être  le  plus  grand  pas  à  &ire  maintenant  dans  l'analyse. 

£n  exposât  ce  que  l'on  doit  à  M.  Monge,  sur  le  Calcul  intégral  aux 
différentieUes  partielles ,  je  ne  pouvais  pas  omettre  l'interprétaticMi  lu- 
mineuse qu'il  a  donnée  des  équations  difiërentieUes  à  trois  variables  qui 
ne  satisfont  pas  aux  conditions  d'intégrabilité,  et  qui  représentent  des 
courbes  assemblées  en  famille  par  des  propriétés  qui  ne  permettent  pas 
qu'elles  soient  toutes  sur  la  même  sur&ce.  Considérées  sous  le  point  de 
vue  analytique,  les  intégrales  que  M.  Monge  a  données  de  ces  équations 
difiërentieUes^  viennent  se  rattacher  au  Calcul  intégral  indéterminé,  dont 
j'ai  parlé  dans  le  deuxième  chapitre ,  puisqu'on  peut  très*souvent  cJboisîr 
dans  l'ensemble  de  ces  intégrales  celles  qui  sont  algébriques;  et  pour  ea 
rendre  Texistence  indépendante  des  considérations  géométriques  qui  les 
avaient  fidt  connaître  à  M.  Mostge,  j'ai  montré  leur  liaison  avec  la  théorie 
des  solutions^particulières  due  à  M.  Lagrange. 

Le  Calcul  des  variations ,  friût  des  premiers  travaux  de  M.  LagraUge, 
et  qj^Euler  s^etnpressa  d'étudier,  de  commenter,  et  de  substituer  au  bel 
ouvrage  où  il  avait  résolu  le  problème  des  impérimètres  (^),  est  Tobjet 
du  cinquième  chapitre,  le  dernier  de  ce  volcRne.  Outre  son  usage  pour 
déterminer  les  courbes  qu  les  suifcees  qui,  relativement  à  leurs  aires , 
leurs  arcs,  leurs  volumes,  etc.  jouissent  de  maximums  ou  de  minimums^ 
ce  calcul  «st  devenu  indispensable  dans  la  Mécanique,  depuis  que 
M.  Lagrange  l'a  appliqué  au  développement  des  conséquences  du  prin- 
cipe des  vUesses  pirtuelles,-  mais  pour  ne  pas  lui  dter  de  sa  simplicité 
et  de  s(Hi  éiégmœ  dans  ces  nouvelles  recherches,  il  foUait  lui  conserver 
la  forme  sous  la^pielle  scm  inventeur  l'a  présenté  d'abord,  et  qui  est  sem- 

(*)  Meihodus  inveniendi  Uneas  eurvas  maximi  mMmive  proprietate  gaudentes. 
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blable  a  celle  que  la  métaphysique  de  Leîbnîiz  donne  à  la  dîfférenlîatSota  z 
c'était  aussi  la  marche  que  j'avais^  suivie  dans  la  première  édition  de  mon 
Ouvrage,  Cependant  il  était  à  désirer  qu^n  pût ,  sans  lui  rien  faire  perdre 
de  ses  avantages,  lier  le  calcul  des  variations  avec  le  développement  des 
acçroissemens  des  fonctions  ;  et  M,  Lagrange  y  est  parvenu  dans  la  se- 
•.conde  édition  in-8*  de  ses  Leçons  sur  le  Calcul  des'  fonctions ,  en'-se 
rapprochant  de  la  manière  dont  Euler  avait  déduit  du  Calcul  différentiel 
partid  celui  des  variations.  Cet  illustre  anafyste,  ayant 'l'habitude  d'éli- 
ïpîner  les  difrérentielle&,  en  indiquant  les  coefficîens  difleréntiels  di5  la 
fonction,  desirait  pouvoir  faire  la  même  Chose  par  rapport  à  la  variation 
de  l'ordonnée,  sans  pourtant  se  priver  des  termes  que  la  variation  de 
l'abscisse  introduit  dans  Tes  équations  délivrées  du  signe/,  au  moyen 
..desquelles  la  méthode  des  variations  donne  îa  solution  complète  de  tous 
îes  problèmes  qui  s'y  rapportent  :  on  voit  même,  par  ses  diflfêrens  Mé- 
moires sur  cette  matière,  qu'il  eut  toujours  quelque  peine  à  concevoir 
Texistence  dé  ces  équations.  Au  reste,  M.  Poisson  a' montré  qu'ellfes  soût 
implicitement  comprises  dans  la  partie  de  îa  variafibn  affectée  du  »»^e/, 
lorsqu'on  intro<lLiit  dans  cette  partie  les  constantes  arbitraires  que  com- 
portent les  intégrales  des  équations  différentielles  de  la  courbe  cherchée. 
J'ai  profité  de  toutes  ces  recherches  pour  perfectionner  ce  chapitre  dans 
l'édition  présente. 

Le  développement  des  fonctions  en  séries  conduit  au  Calcul  dîfl^ren- 
tiel;  le  Caîcul  intégral  fait  connaîtro  de  nouvelles  fonctions  qu'on  ne 
peut  exprimer  que  par  des  suites,  et  frf  considération  de  ces  dernières 
/ait  naître  le  Calcul  aux  âiffèrehces  finies,  que  fappeBe  simpleipent 
Calcul  aux  différences.  T^^^  sont  les  rttfsons  qtiî  m'ont  porté  à  le  sé- 
jparer  du  Calcul  differèntîer,"  <ju'iî  comprend  cependant  implidtemefirt 
comme  cas  particulier;  Cet  orcfre  présente,  selon  mxA;  un  avantage 
assez  îniportant^  c'est  celui  de  réunir,  dans  nn  seul  corps  de  doctrine 
toute  la  théorie  des  suites;  morcelée  dans  la  plupart  des  livrds  qui 
en   traitent,   ce   qui  ïi^a  point  été   feît  depuis   Jacques  BemouUi  et 
Stirlîng,  quoique  ta  matière  se  isoit' prodigieusement  accrue  par  les 
travaux  d'Ëuler,  de  MM.  Lagrange  et  Laplàce.  Le  Calcul  aux  différences 
^fornie  donc  le  premier  cTiapitre  'du  troisième  volume  de  cef  Ouvrage, 
volume  qui  porte  lè  titré  particulier  de  Traité  des  dijj^rences  et  des 
'^séries.  Dans  rexpositîon*  de  la  partie  dirèctcf  Se  ce  Calcul ,  je  rapporte 
plusieurs  formules  élégantes  que  M.  Prony  a  données  dans  son  Traité 
de  la  Méthode  des  différences,  ainsi  que  diverses  méthodes  d'interpo- 
lation, et  leur  application  à  là  quadîrature  des  courbes*  Bbns  le  Calcul 
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inverse  des  dififêrences  «e  présentent  les  produits  des  Êicteurs  équi- 
differens,  que  Vandermonde  a  désignés  par  une  notation  qui  met  en 
évidence  les  analogies  curieuses  et  très-utiles  que  ces  produits  ont  avec 
les  puiôsaBces.  Ses  vues  sur  ce  sujet,  qui  peuvent,  à  ce  que  je  crois, 
mener  beaucoup  plus  loin ,  comme  plusieurs  autres  qui  rendent  très^ 
remarquables  le  petit  nombre  de  Mémoires  qu'il  a  doimés ,  après  être 
restées  long-temps  dans  l'oubli,  se  sont  présentées  à  M.  Kramp, 
à  Toccasion  de  ses  recherches  sur  les  réfractions  astronomiques.  Ce 
g^mètre  désigne  les  produits  de  licteurs  équi-difierens,  sous.  le  nom 
ie  facultés  numériques^  Arbogast,  qui  les  ramène  à  ses  dèripations , 
les  appelle /actoriô/fc^  y  et  M.  Multedo,  qui  a  repris  ces  considéra- 
tions dans  la  forme  proposée  par  Yandermxmde,  ce  qui  en  fait  une  SQrte 
de  Calcul  particulier,  donne  à  ces  mêmes  produits  le  nom  de  quantités 
kyper-géométriques. 

Les  formules  qui  expriment  Fanalogie  des  puissances  avec  les  diiïe- 
rences  et  avec  les  intégrales ,  mènent  très-simplement  aux  séries  qui 
donnent  l'intégrale  aux  difierences  d'une  fonction  quelconque.  J'ai  fait 
usage  de  la  première  démonstration  que  M.  Laplace  a  donn^  de  ces 
formules,  et  j'ai  tiré  d'un  beau  Mémoire  du  même  géomètre,  l'expres- 
sion du  terme  général  des  nombres  de  Bemoulli,  qui  jouent  un  si  grand 
rôle  dans  la  sommation  des  suites.  Le  soin  que  j'ai  pris  de  rapprocher, 
autant  qa'il  était  possible ,  les  diverses  méthodes  qui  avaient  le  même  objet, 
multiple  trop  les  détails  dans  cette  partie,  pour  que  j'en  puisse  donner 
'Fanaljse. 

Parmi  plusieturs  digressions  qu'amène  la  grande  variété  de  sujets  qu^em- 
brasse  le  Calcul  aux  différences,  se  présente  la  détermination  du  nombre 
des  termes  des  polynômes ,  et  l'emploi  que  Bézout  en  a  fait  pour  donner 
la  première  démonstration  que  Ton  ait  eue  du  plus  haut  degré  auquel 
peut  s'élever  l'équation  finale  résultante  de  l'élimination  d'un  nouÂre 
quelconque  d'inconnues  entre  des  équations  algébriques.  La  déterminar- 
tion  des  fonctions  arbitraires  dans  les  intégrales  aux  équations  difieraitielles 
partielles ,  l'examen  de  la  nature  de  celles  qui  complètent  les  intégrales  des 
équations  aux  diflerences,  les  diverses  sortes  d'intégrales  qu'admettent 
ces  dernières,  ainsi  que  leurs  solutions  particulières,  sont  des  sujets  que 
j'ai  traités  dans  cette  édition  plus  exactement  que  dans  la  première ,  en 
m'aidant  des  travaux  de  MM.  Biot  et  Poisson. 

En  regardant  les  valeurs  successives  d'une  fonction,  comme  les  divers 
coeffidens  des  puissances  d'une  variable  dans  le  développement  d'une 
autre  fonction  de  celte  variaMe^  ce  qui  rentre  tout-à  Êdt  dans  l'origine 
1.  /* 
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que  j'ai  assignée  ci-dessus  au  Calcul  aux  dififérences,  on  retrouve,  par 
des  procédés  simples,  uniformes  et  âégans,  la  plupart  des  formules 
obtenues  par  ce  calctd,  et  d'autres  encore  plus  générales  :  c'est  en  cela 
que  consiste  le  Calcul  des  fonctions  génératrices ,  donné  pour  la  pre-» 
mîère  fois  en  1779,  par  M.  Laplace,  et  qu'il  a  enrichi  de  nouveaux 
résultats  nion  moins  remarquables  que  les  premiers.  S'il  fhllait  à  présent 
faire  un  choix  entre  les  méthodes  propres  au  développement  et  à  la 
-  transformation  des  suites ,  le  Calcul  des  fonctions  génératrices  pour* 

rait  mériter  la  préférence  sur  la  plupart  des  moyens  connus;  mais 
dans  l'état  actuel  de  la  science,  où  elle  est  circonscrite  de  tous  côtés  par 
des  limites  qu'on  cherche  à  franchir,  on  ne  sait  sur  quoi  doivent  s'ap- 
puyer les  considérations  qui  lèveront  les  difficultés  où  l'on  est  maintenant 
arrêté;  et  d'ailleurs  les  principes  du  Calcul  des  di£fêrences  sont  si  naturels,, 
si  directs,  qu'on  ne  peut  pas  les  omettre  :  voilà  pourquoi  j'ai  expose 
les  méthodes  de  M.  Laplace,  dans  un  chapitre  à  part,  le  second,  que^ 
Ton  peut  regarder  en  grande  partie  comme  un  abrégé  du  premier. 

Arrêtés  à  tout  moment  par  les  difficultés  dont  j'ai  parlé  ci-dessus ,. 
les  Géomètres  ont  varié  leurs  méthodes  autant  qu'il  était  possible  ;  après 
avoir  employé  les  suites  pour  suppléer  aux  imperfections  du  Calcul  inté- 
grsd,  ils  (mt  appliqué  le  Calcul  intégral  à  la  théorie  des  suites  et  à  leur 
8<»nmation.  £uler  a  fait  sur  ce  sujet  de  nombreuses  recherches  qui  ne 
pouvaient  pas  trouver  place  dans  un  traité  de  Calcul  intégral,  non- 
î^'  seulement  sans  lui  donner  trop  d'éteaidue ,  mais  encore  sans  y  causer 

une  espèce  de  désordre  ,  par  le  mélange  continuel  de  procédés  trop 
difierens  de  ceux  de  l'intégration  proprement  dite,  tels  que  àes 
interp<dations,  des  déterminations  d'intégrales  poiu*  des  Valeurs  par- 
ticulières de  la  variable,  c'est-à-dire,  des  intégrales  définies.  Toutes 
ces  méthodes,  que  l'on  pourrait  appeler  anomales,  du  moins  pour  le 
présent,  m'ont {)aru  bien  placées  après  un  Traité  des  suites,  et  avec 
d'autant  plus  de  raison,  que  la  plupart  peuvent  être  envisagées,  pour 
ainsi  dire^  conune  des  pierres  d'attente  destinées  à  se  lier  avec  ua  nouvel 
édifice  dont  la  construction  s'annonce  chaque  jour:  dece  jiombre  est 
sûrement  l^femploi  des  intégrales  définies  pour  exprimer  les  fonctions 
données  par  des  équations  différentielles.  Euler  en  a  oflert  le  premier 
exemple  sur  l'équation  de  Riccati;  M.  Laplace  a,  par  ce  moyen,  in^ 
tégré  un  cas  fort  singulier  des  équations  difiërentiélles  partielles  du  second 
ordre  ;  et  M.  Poisson  en  a  pareillement  usé  dans  un  Mémoire  sur  le  son. 
M.  Parâeval  a  aussi  intégré  de  cette  manière  une  équation  très-générale 
du  mouvement  des  fluides  et  celle  de  la  propagation  du  son ,  en  sup- 
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posant  à  Twr  trob  dijQfteosioQS  j  çiais  la  forme  des  résukafa  ayxque]ai 
il  est  parvenu,  semble. se  refuser  à  toute  application  spéciale.  Avant 
cPexpMer.,ce8  méthodes  ^  j'ai  donné  un  errait  des  principau;s  résul- 
tats àtâmm  par  £liler  ^ur  les  intégrales  défipiiss.  Ce  9u|et,  auquel 
il  s'était  parti^ufiéremcHt  ettaclié,  a  foitfni  la  matière  d'un  supplément 
posthume  à  scm  Traité  da  Calcul  intégral,  et  M.  Legendre  s'en  est  oc- 
cupé dans  deux  Mémoires.  J'y  ai  rattaché  ce  que  l'on  sait  de  plus  im- 
portant sur  les  séries  de  produits  j  et  ^aprés  avoir  déduit  du  Calcul  inté-* 
gnd  fes  expressioiis  de  sinus  et  de  cosinus  en  produits  dont  le  nombre 
des  Êi€teuc»  est  infini,  je. les  ai  tirées  de  la  ocmsidération  des  limites,  que 
M.  l'HuiUiei:  a  substituée  à  celle  de,  rinfîni  par  laquelle  Ëuler  j  était 
parv^ux:  caofin  dans  ce  Baéme  chapitre,  les  produits  de  acteurs  équi- 
difierens  se  sonyt  présentés  comme  valeurs  d'intégrales  définies. 

Dès  les  premiers  temps  de  l'invention  du  Calcul  différentiel,  on  se  pro- 
posa de  déterminer  d^s  coi)ii>es  par  des  conditions  qui  se  rapportaient  en 
même  temps  à  plusieurs  points  placés  à  des  distances  finies:  tel  est  le 
problème  des  tmjeetoireê  réciproques  ^oix  l'on  considère  deux  courbes  pa- 
reîUes,  dont  l'une,  se  mouvant. parallèlement  à  eUe-méme  sur  Taxe  dea 
abscisses ,  coupe  t(>ti)ours  la  première  sous  le  même  angle.  Euler ,  qu'il  faut 
ncHumer  dans  presque  to^te^  les  recherches  mathématiques ,  résiolut  d'au^ 
très  questions  du  même  genre,,  soit  par  des  artifices  analytiques  très-^ingé* 
BÎeux ,  soit  en  les  rs^x^ctnant ,  par  le  moyen  de  la  série  dç  Taylor,  à  des  équa* 
tkms  diffîrenti^lles  d'un  ordre  indéfini.  Mais  depuis  on  a  reconnu  quç  cea 
pn^mes  se  ra[iq;H>rtaient  a  un  nouveau  %eart  d'éqi^tions  qvie  Cond<^cet 
et  M.  Laplaoe.  f^vaieqt  considérées  soue  le  nom  ^é^çtiom  ^m  différences 
mêlées  (finies  et  infinim^t  petites).  Af .  ÇiQt  a  repris,  le  prévue r,  qp  genr^ 
de  calcul  pour  rappliquer  aux  questions  géométriques.  ^'^4  ipsé^é  uqT 
extrait  de  son  .travail  dans  le  quatrième  chapitre  de  la  prçii^ièire  édition* 
de  mon  Traiié  dea  Différences  ^t  des  Séries,  et  j'aqr^  fi  y  joindre ,  dan», 
la  seconde ,  de  nouvelles  recherches  faites  par  M.  Poisson ,  sur  la  théorie 
analytique  de  ce  calcul 

Apréa  avoir  donné  l'indication  s<»nmaire  des  grandes  divisions  de  mon 
Ouvrage,  je  dirai  quelques  mots  sur  son  exécution.  Je  n'ai  jamais  perdu 
de  vue  qu'au  point  où  les  Mathématiques  sont  parvenues  de  nos  jours, 
ceux  qui  les  étudient  ont  souvent  besoin  de  revenir  sur  leurs  pas  pour 
elasser  les  connaissances  qu'ils  ont  acquise»  ;  qu'on  leur  épargne  beau- 
coup de  peine>  et  que  leurs  idées  s'ordonnent  mieux,  lorsqu'on  leur 
présente  de  grandes  divisions  auxquelles  les  diverses  méthodes  viennent 
ensuite  se  rattacher.  J'ai  donc  fidt  ensorte  que  chaque  chapitre,  formant,. 
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autant  que  cela  se  pouTait,  une  sorte  de  traité  particulier,  ne  dépendit 
en  générai  de  ceux  qui  le  précèdent ,  que  par  la  nature  du  sujet  et  non 
pas  par  les  détails;  et  pour  tâcher  d'atteindre  à  la  clarté  si  désirable , 
surtout  dans  les  livres  qu'on  est  obligé  d'étudier  seul,'  je  me  suis  imposé 
la  loi  de  ne  mettire  sous  les  yeux  du  lecteur  aucun  calcul,  sans  en  avoir 
eiposé  le  but  et  &it  connaître  l'esprit  :  enfin  j'ai  apporté  le  plus  grand 
soin  à  donner  aux  formules  cette  symétrie  qui  les  ^t  presque  deviiier, 
et  dont  les  écrits  de  M.  Lagrange  <^ent  tant  d'exemples. 

Uniquement  animé  du  désir  de  Ëdre  un  livre  utile  aux  jeunes  gens, 
j'ai  écarté  toutes  les  prétentions  de  Tamour-propre,  et  je  ne  me  suis 
point  arrêté  à  relever  les  détmis  qui  peuvent  m'appiotenir ,  dans  un 
travail  pour  lequel  j'ai  dû  nécessairement  mettre  beaucoup  d'auteurs  à 
contribution.  Dans  les  citations,  j'ai  tâché  de  ne  rien  omettre  des  obli- 
gations de  quelque  importance  que  je  puis  avoir  aux  géomètres  dont  les 
ouvrages  m'ont  servi  à  enrichir  le  mien  ;  et  pour  la  commodité  des  lecteurs 
qui  débutent  dans  la  carrière  des  Mathématiques,  ou  qui  veulent  appro- 
fondir un  sujet  que  je  n'ai  pu  qu^diqu^,  j'ai  i^pporbé  à  côté  des  articles 
de  la  Table  des  sommaires,  placée  à  la  tête  de  chaque  volume ,  le  titre 
des  Ouvrages  et  des  Mémoires  que  j'ai  consultés  pour  la  rédaction  de  ces 
artides,  ou  qui  y  ont  quelque  rapport,  et  qui  sont  venus  à  ma  connais- 
sance. A  la  suite  du  trcnsième  volume  j'ai  mis  une  ample  table  des  matières , 
qui  forme  du  livre  entier,  du  moins  je  l'espère,  une  sorte  de  diction- 
naire d'analyse  et  de  géométrie  transcendante.  On  sent  que  j'ai  dû  penser 
à  cet  usage  de  mon  livre ,  puisque  son  étendue  est  devenue  telle,  qu'on 
n'en  peut  entreprendre  la  lecture  continue,  et  qu'il  faut  y  revenir  à  plus 
^d'une  fois.  Si  cependant  j'étais  obligé  de  demander  grâce  pour  cette  éten* 
due,  je  prierais  le  lecteur  de  penser  à  celle  des  objets  qui  s'y  trouvent 
traités,  et  au  n<»nbre  de  volumes  dont  les  trois  qui  composent  m<Mi 
.  Ouvrage  peuvent  tenir  lieu,  du  moins  pour  le  présent,  et  tant  qu'oa 
ne  s'engage  pas  dans  des  recherches  particulières. 
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Ijettx  Introduction  a  pour  but  de  présenter  dans  leur  ensemble^  des 
théories  qu'on  ne  trouve  qu'en  partie  dans  lès  Élëmens  d'Algèfaire^  ou 
qui  n*y  sont  pas  développées  avec  toute  l'étendue  qu'il  convient  de  • 
leur  donner  pour  ne  rien^ laisser  à  désirer  sur  la  généralité  des  démons-*»., 
trations.  En  effet ,  dans  ces  Élémens,  on  a  du  s'attacher  principalement 
à  considérer  l'Algèbre  dans  ses  rapports  avec  la  résolution  des  équations 
déduites  des  problèmes  relatifs  aux  nombres  ;  mais  ce  n'est  là  que  lo 
moins  important  de  ses^usages.  La  propriété  que  possède  ce  genre 
d'écriture^  d'exprimer ,  de  combiner  et  de  transformer  les  relations  que 
les  grandeurs  ont  entre  elles,  a  conduit  à  des  résultats  très-remarquables; 
et  dont  la  connaissance  répand  beaucoup  de  lumière  sur  l'objet  prin- 
cipal de  cet  Ouvrage.  Avant  de  les  exposer,  je  vais  rappeler  quelques 
notions  essentielles  ,  et  éclaircir  le  sens  de  plusieurs  expressions  qui 
peuvent  paraître  obscures  et  même  £àusses ,  lorsqu'on  ne  remonte  pas 
i  leur  origine.  ^ 

I.  Les  anciens  Analystes  comprenaient  en  général  sous  la  dénomî*  iCottont  gm^ 
nation  de  fonctions  d'une  quantité,  toutes  les  puissances  de  cette  quantité.  S^'êt'^*^^** 
Dans  la  suite  on  a  étendu  le  sens  de  ce  mot,  en  l'appliquant  aux  résul* 
tats  des  diverses  opérations  alg^riques  :  .ainsi  on  a  encore  scppélé/onction 
d'une  ou  de  plusieurs  quantités  ,  toute  expression  algébrique  renfermant 
d'une  manière  quelconque  des  sommes,  des  produits,  des  quotiens^ 
des  puissances  et  des  racines  de  ces  quantités.  Enfin  de  nouvelles  idées^ 
amenées  par  les  progrès  de  l'analyse,  ont  donné  lieu  à  la  définition 
suivante  des  fonctions. 

Toute  quantité  dont  la  valeur  dépend  if  une  ou  de  plusieurs  outrée 
quantités  j  est  dite  fonction  de  ces  dernières,  soit  qu'on  sache  ou  qu'on 
ignore  par  quelles  opérations  il  faut  passer  pour  remonter  de  celles^  à 
la  première* 

La  racine  d'une  équation  du  cinquième  degré,  par  exemple,  dont  on 
ne  saurait  assigner  l'expression  dans  Tétat  actuel  de  l'Algèbre ,  est  néan* 
moins  une  fonction  des  coefficiens  de  l'équation,  parce  que  sa  valeur 
dépend  de  celles  de  ces  coefficiens. 

On  distingue  les  fonctions  suivant  le  nombre  de  quantités  dont  elles 
1.  t 
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dépendent;  ainsi  la  puissance  quelconque,  mais  déterminée,  d'une  quatfH 
tité,  n'est  fonction  que  de  cette  seule  quantité.  Si  on  prend  la  chose 
sous  vn  point  de  vue  plus  général ,  qu'on  envisage  à-la-fois  toutes  les 
puissances  possibles  d'une  quantité  susceptible  de  valeurs  quelconques  , 
^lors  l'expression  générale  de  ces  puissances  sera  fonction  de  la  quan- 
tité prirailive  et  de  l'exposant,  puisque  la  valeur  particulière  de  chacune 
d'elles  dépend  de  ces  deux  choses. 

2,"  C'est  la  considération  des  équations  indéterminées  qui  a  conduit 
à  généraliser  1  idée  des  fonctions.  Lorsqu'on  a  voulu  exprimer  qu'une 
quantité  ne  pouvait  être  assignée  sans  que  préalablement  on  n'eût  donné 
des  valeurs  particulières  à  d'autres  quantités ,  qui  pouvaient  en  recevoir 
lin  nombre  infini  dans  une  même  question  ,  on  s'est  servi  du  mot 
fonction  pour  désigner  cette  dépendance.  Il  soit  de  là  que  si  ou  avait ^ 
par  exemple  ^  l'une  ou  l'autre  de  ces  équations  ^ 

{j  ==  ax^  J^  hx  ^  c 
y  z=  axz  +  AuK:*+  cz^'  ^ 

on  dirait  que  j^  est,  dans  la  première,^  une  fonction  de  x,  ou  qu'il 
est ,  dans  la  seconde,  une  fonction  de  x  et  de  z.  Il  faut  remarquer  qu'on 
^fait  abstraction  des  quantités  a,  b y  c ^  parce  qu'elles  sont  déterminées, 
c'est-à-dire  parce  qu'on  les  regarde  comme  devant  conserver  la  même 
valeur  dans  toutes  les  solutions  dont  chacune  des  équations  précédentes 
est  susceptible. 

On  pourrait ,  au  lieu  de  ces  équations ,  en  r«ncontrer  d'autres  ^dans 
lesquelles  les  quantités  inconnue^  se  trouvassent  engagées  de  façon  qu'il 
ne  fût  pas  possible  de  déterminer,  sans  quelques  opérations  prélimi- 
suaires^  la  valeur  de  l'une  d'elles  :  telles  seraient  les  équations^ 

\  ^        f  «'  4-  7'  =  'ï^J 

l  o:^  -ff  ^^  -f-  jB^  =  axz  4-  hjz  +  cxj* 

Dans  ce  cas  l'inconnue  j  sera  toujours  une  fonction  de  x,  en  vertu  de 
la  première ,  ou  une  fonction  de  jc  et  de  2,  en  vertu  de  la  seconde;  parce 
ijue  cette  inconnue  ne  saurait  être  déterminée ,  à  moins  qu'on  n'ait 
donné  des  valeurs  particulières  à  x  dans  l'une ,  ou  à  ô:  et  à  js  dans 
l'autre. 

Si  dans  les  équations  de  cet  exemple  on  se  proposait  de  déterminer 
a:  en  conséquence  dos  valeurs  particulières  données  à^,  ou  à  >^  et  à  5, 
on  dirait  que  x  serait  dans  la  première  une  fonction  de  y ,  ou  dans  la 
ftecoade  une  fdacliqa  de  j*  et  de  z.  On  voit  par  là  que  dans  une  équar 
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tieu  qui  Mi^enne  plusieurs  i&coiinaes.  Tune  quelconqae  d*entre  elles 
est  toujours  une  fonction  de  toutes  les  autres  ;  et  c'est  renoncé  de  la 
question  qui  fait  connaître  celle  qu'on  doit  envisager  aiiisi.  Lorsqu'on  a 
une  équation  entre  deux  quantités^  eUes  sont  réciproquement  fonction 
i'une  de  l'autre. 

TSom  venons  de  mettre  sous  les  yeux  du  lecteur  deuagsortes  d'exemples 
qui  donnent  lieu  à  une  distinction  remarquable.  Dans  les  premiers  on 
voit  tout  de  suite  .comment  avec  la  valeur  de  x,  ou  celles  de  a:  et  de  2  , 
on  parviendrait  à  former  la  valeur  de^  ;  dans  les  féconds,  au  contraire , 
il  faudrait  encore  résoudre  une  équation  algébrique  par  rapport  ai  jr, 
pour  trouver  cette  quantité^  en  supposant  qu'on  connût  les  valeurs  de  x, 
ou  de  X  et  de  z.  Nous  dirons  donc  que  dans  le  premier  cas  jr  est  une 
fcmction  explicite  de  x^  ou  de  x  et  de  z,  et  dans  le  second  une  fonction 
implicite  des  mêmes  quantités.     .  9  . 

U  n'est  pas  nécessaire  qu'on  ait  une  équation  entre  plusieurs  quan-« 
tités,  pour  qu'on  dise  que  l'une  d'elles  est  une  fbnclioa  implicite  des 
autres.  Il  suffit  qu'on  sache  que  sa  valeur  dépend  de  leurs  valeurs  par- 
ticulières ;  ainsi  dans  nn  cercle  ^  le  sinus  est  une  fonction  implicite  de 
l'arc  ^  qnoiqme  l'analyse  algébrique  n'ofire  aucun  moyen  d'exprimer  la 
relation  de  ces  deax  quantités ,.. parce  qu'en  ii^et  l'une  d'elles  est  détet* 
minée  lorsque  l'autre  Test,  et  réciproquement*  Il  est  bon  d'observer 
qu'ici  nous  avons  £ût  abstraction  du  rayon  y  quoique  .la  grandeur  da 
sinus  dépende  aussi  de  cet  élément^  parce  que  nous  n'avions  en  vue  qu'uni 
seul  cercle. 

On  comprend  sous  la  dénomination  àe  Jonctions  algébriques,  toutes 
celles  qui  résidtentdes  opérations  algébriques ,  ou  dont  la  relation  avec 
les  quantités  indéterminées  dont  elles  dépendent  peut  être  exprimée  par 
une  équation  algébrique. 

3.  Les  fonctions  algébriques  ne  renferment  jamais  qu'un  nombre  li- 
mité de  termes,  lorsqu'on  les  exprime  sous  la  forme  qui  leur  est 
propre.  Cette  restriction  est  nécessaire  ;  car  si  on  veut  évaluer  par  un 
assemblage  de  monômes  ,  une  fraction  propremcut  dite^  ayant  un  dé- 
nominateur binôme  ou  polynôme ,  on  tombe  alors  dans  une  suite 
infinie. 

La  fraction  — —- ,  par  exemple,  étant  développée  par  la  division  ou 
autrement^  donne  la  suite: 

i  +  "+ri  +  ^+  etc. 
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sans  qu'on  trouve  jamais  un  quotient  qui  s'airéte.  n  en  Mt  de  même 
des  racines  des  polynômes  qui  ne  sont  pas  des  puissances  parfaites  ^ 
lorsqu'on  yeut  les  exprimer  d'une  manière  rationnelle^  ou  par  une  6uite 
de  monômes. 

On  sait  que  la  formule  donnée  par  "Newton,  pour  développer  les  puis«- 
sances  du  binohfe ,  ne  se  termine  pas  lorsque  l'exposant  est  un  nombre 
négatif  ou  fractionnaire. 

Mais  il  existe  des  fonctions  qu'on  ne  saurait^  dans  aucun  cas,  expri- 
mer par  un  nombre  limité  de  ternies,  de  l'espèce  de  ceux  qui  constituent 
les  quantités  algébriques  :  tels  sont,  par  exemple,  les  logarithmes  qu'on 

•  ne  peut  obtenir  que  par  approximation,  et  qui  dépendent  de  Textrac^ 
lion  d'un  nombre  infini  de  racines  ;  les  sinus  et  cosinus  qu'on  ne 
saurait  évaluer  au  moyen  de  leurs  arcs,  sans  concevoir  un  nombre 
ittfim  d'opérations  algébriques  :  on  a  donné  à  ces  fonctions  le  nom 

'  de  transcendantes*  Celles  que  nous  venons  d'indiquer  ne  sooit  pas  les 
seules  de  ce  genre;  les  progrès  que  l'analyse  a  £ûts  en  ont  introduit  beau- 

•  coup  d'autres,  et  peuvent  en  fournir  indéfiniment.  Telle  est  l'origine 
•des  séries.  Quoiqu'elles  ne  donnent  la  valeur  exacte  des  fonctions  aux- 
rquelles  elles  .appartiennent ,  que  lorsqu'elles  s'arrêtent,  ou  qu'on  saft 

obtenir  la  somme  de  tous  leurs  tennes ,  conune  cela  arrive  dans  les  pn>« 
gressionspar  quotiens  (ou  géométriques)  décroissantes  ;  cependant  elles 
peuvent  toutes,  à  l'instar  de  celles  qu'on  déduit  des  fonctions  algâirique», 
être  regardées  comme  le  développement  des  fcmctions  inconnues  dont 
elles  dérivent. 

4.  H  est  à  propos  de  faire  attention  au  mot  déi^etoppement,  que  Fon 
emploie  ici  au  lieu  de  celui  de  valeur;  car  une  série  ne  donne  pas  tou« 
fours  la  valeur  de  la  fbnction  à  laquelle  elle  appartient  :  quelquefois 
même  au  lieu  d'en  approcher  davantage ,  à  mesure  qu'on  prend  plus  de 
termes,  elle  s'e^i  éloigne  sans  cesse,  ainsi  qu'on  peut  le  remarquer  sur 

la  fraction  ^^^,  développée  suivant  les  puissances  de  x.  La  série 

qui  en  résulte ,  ne  donne  des  résultats  convergens  vers  la  vraie  valeur 
que  dans  le  cas  où  :r<a  :  ce  n'est  donc  que  dans  ce  cas  qu'il  est  pei^ 
mis  de  l'employer  à  déterminer  par  approximation  cette  vraie  valeur  ; 
mais  ceptpdant  l'expressioa 
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coa^dér^eaci  faisant  a)>6tractioii«i(ki  dernier  terme  ^  c'est-^k-dire;  comme 
ccottenant  toujours  des  termes  de  la  même  forme  ^  (juelque  loin  qu'on  la 

prolonge ,  est  tellement  Kée  avec  la  fraction  -^^^ ,  que  si  une  question 
nous  conduisait  à  la  série  ^    . 

nous  serions  en  droit  d*en  conclure  que  la  fonction  cherchée  n'est  autre 
qaé     ^     ;  ou  si  nous  découvrions  quelque  propriété  relative  à  uno 

suite  de  termes  tels  que  i+--t-^4- «te,   nous  pourrions   affirmer 

qu'elle  appartient  à  la  fonction  -;^.  Pour  sentir  la  vérité  de  cette  as« 

sertiou^  il  suffit  d'observer  que  le  développement  réguUer  d'une  fonction  , 
considéré  dans  toute  son  étendue  ^  vérifie  l'équation  qui  caractérise  cette 

fonction.  Dans  l'exemple  que  j'ai  choisi^  si  on  fait  '^^—^=^J^  ou  en  con- 

dora  l'équation 

a— (a  — a:)7=o, 

et  si  l'on  substitue  au  lieu  de  la  fonction  jr ,  son  développement 

on  verra  que,  quelque  loin  qu'on  pousse  le  calcul ,  les  termes  se  dé^ 
truiiont  toujours.  On  conçoit  sans  peine  qu'il  en  serait  de  même  de 
tout  autre  exemple,  et  d'iôlleurs  il  s'en  présentera  un  grand  nombre  dana 
la  suite  de  ce  Traité.  ^ 

5.  Si ,  pour  employer  avec  sécurité  un  développement  analytique  , 
il  n'est  besoin  que  de  s'assurer  de  la  régularité  de  la  séri^  qui  l'exprime , 
c'est-à-dire,  de  bien  constater  la  loi  suivant  laquelle  se  forment  toua 
ses  termes,  il  Êiut  discuter  avec  soin  la  convergence  des  séries  numé^ 
riques,  poui»  en  tirer  des  valeurs  approchées  de  la  quantité  dont  elles 
dérivent;  et  même  on  ne  doit  compter  entièrensent  sur  ces  déterminations 
que  lorsqu'on  est  en  éut  d'assignw  les  limites  de  la  dîflFérence  qui  peut 
se  trouver  entre  elles  et  la  vraie  valeur.  Pour  que  l'approximation  soit 
c<Anmode  et  sûre,  il  est  nécessaire  que  cette  différence  décroisse  ra- 
pidement à  mesure  qu'on  embrasse  un  plus  grand  nombre  de  termes^ 
ft  qu'elle  puisse  être  rendue  moindre  qu'aucune  grandeur  dowaee. 
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quelque  petite  que  soit  cette  graadeur.  Il  est  évHenl  que  ces  corn* 
ditions  ne  sauraient  être  remplies  à  moins  que  les  termes  de  la  série 
proposée  n'aillent  en  diminuant,  puisqu'il  faut  que  chaque  terme  ne 
change  le  résultat  que  par  des  différences  de  plus  en  plus  petites.  La 
discussion  où  je  vais  entrer,  d'après  D'Alembert,  sur  la  convergence  des 
séries  résultantes  du  développement  des  puissances  d'un  binôme^  éclair- 
cira  suffisamment  les  remarques  précédentes. 

Son  expression  analytique  étant  mise  sous  la  forme 

♦ 

\      *      y  •    1        •         i.a  '  i.a.o 


*"       1.2 ;..(7i— i)  *^        i,fl. n  "^ 

fait  voir  que  le  rapport  entre  deux  termes  consécutifs  quelconques  est 
^'^-l X  (Élém.  €p Algèbre);  ainsi ^. pour  que  ces  termes  aillent  en  di- 
minuant, il  £siut^  abstraction  faite  du  signe  des  nombres  m — n^^i  eto*^ 
que  l'on  ait 

n  ^ 

Il  est  à  propos  de  remarquer  que  le  nombre  m  demeure  le  même  dans 
toute  rétendue  de  la  série  ,  mais  que  le  nombre  Uy  nécessairement  en- 
tier, augmente  d'un  terme  à  l'autre^  et  peut  devenir  aussi  grand  que 
l'on  voudra^  quand  la  série  ne  se  termine  point,  ce  que  je  suppose  ici, 
où  j'ai  principalement  en  vue  le  développement  des  puissances  négatives 
ou  fractionnaires. 

La  première  conséquence  qui  s'offre,  c'est  que  la  quantité 


n  n 


-  I 


> 


qui  exprime  le  rapport  des  coefficiens  consécutif  des  puissances  de  x^ 
s'approche  sans  cesse  de  —  i  ,  puisque  la  fraction  ^  ayant  un  nu- 
mérateur constant  «t  un  dénominateur  de  plus  en  plus  grand ,  devient 
de  plus  en  plus  petite,  il  suit  de  là  que  le  rapport  des  termes  cou- 
«écutifa  de  la  série  précédente  tend  sans  cesse  à  ^e  réduire  à  — -jp, 
€t  que  par  conséquent,  quels  que  soient  ses  premiers  termes,  cette 
série  doit  toujours  finir  par  être  divexgente^  quand  la  vdeur  de  x  sur- 
^passe  Funité;  on  ne  peut  donc  s'en  servir  que  lorsque  a:<i. 
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6.  Considérons  d'aBo^rd  le   cas  où  m  est  positif^  et  faisons  xxsa^^ 

«>i;  la  convergence  ne  coninieQ£6ra  que  lorsque  le  ri^pport  des  d^u?^ 
termes  consécutiis  devenant  <;  i  y  les  teriœs  formcrojtU  uue  progrès^ 
sioa  décroissante  :  ce  sera  donc  lorsque 

-i~  <  I  ,     ou     I  > -î--.  ^ 

« 
condition  qui  se  transforme   successivenaent  en 

et  enfin  n>  ^  ,  \ 

Mais  comme  au  second  terme  ^  /9  =  x  9  la  convergence  se  maqifestera 
dès  le  commencement  de  U  série ^  quand  ou.  aura  a^m^  puisqu alor^ 

le  nombre  ^  ,  ^    sera  une  fraction. 
Soit  pour   exemple^ 


g  10 


171  =  -,         X 


11 


9 


^^  ^""lo^       c  +  i        1^+1        ai' 

iâ  la  convergence  n'a  lieu  que  lorsque  /i>^  3,  c'est-à-dîrc  au  quatrième 
terme. 

Si  m  était  négative^  la  quantité  ^T^ — i  deviendrait ^^^^^^^-"^-, 

et  en  faisant  abstraction  du  signe  du  nombre  -^m — /î  +  i,  la  con- 
ditioa  relative  à  la  convergence  se  changerait  en 


na 


m-^i 


na — /i>i?i — I,      d'où      '^>    ^.^ 
Dans  ee  cas  la  convergence  peut  ne   commencer   que  très-fard* 
Soit  pour  exemple^   iw=i,    ar=-^^  ,  il  vient 

100  ,  ^ 

les  100  premiers  termes  de  la  série  formeront  donc  une  progression 
croissanter 
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7.  Après  avoir  trouvé  le  terme  où  la  série  commence  à  être  cou* 
vérgente,  et  avant  lequel  il  n'est  pas  permis  de  s'arrêter,  il  feut  chercher 
les  limites  de  Tapproximatioiis  on  y  parvient  assea  simplement  pour 
les  séries  qui  nous  occupent,  par  un  procédé  que  D'Alembert  a  mis 
le  premier  en  usage. 

Je  ferai  d'abord  observer  que  le  rapport  de  deux  termes  consécutif 
de  la  série  proposée , 

Les  deux  dernières  expressions  montrant  que  ce  rapport  change  de  sîgne 

quand  on  est  parvenu  au"^  terme   où  ^ —  <  ^  1  je  ne  considérerai  la 

série  qu'au-delà  de  ce  terme,  afin  de  n'embrasser  que  la  partie  où  la 
loi  des  signes  est  définitivement  fixée  ;  et  je  supposerai  encore  que  x 
soit  négatif,  afin  que  le  rapport  des  termes  consécutif  ayant  le  signe  +,. 
tous  soient  de  même  signe.  Gela  posé,  en  désignant  par  N  le  terme 
m(m-^0..,,in-n-ffl  ^^,^  ^.  ^^^  j^  ^,„,^  j^  ^^^^^  proposée  prendra  la  forme 

d'après  laquelle  il  est  évident  que  tous  ses  termes,  excepté  les  deux  prç« 
miers,  seront  plus  grands  que  ceux  de  la  progression  par  quotiens 

i\r  +  if(,--2i^)*+i^(i-.2±i)*.(i~=i±i)x  +  etc. 

et  que  tous,  excepté  le  premier,  seront  moindres  que  ceux  de  la 
progression 

N-^Nx  4-  Nx .  X  -H  etc. 

La  somme  des  termes  delà  série  (/)  sera  donc  comprise  entre  les  sommes 
ou  plutôt  les  limites  (Élém.  d*Algebre)à.e  ces  deux  progressions;  et  comme 

la  raison  de  la  première  est  (i  — .2iii^  x^  et  celle  de  la  seconde,  x^  leurs 

limites  respectives  sont: 

"  el     -^■ 

Telles  sont  les  limites,  en  plus  et  en  moins,  des  diverses  approxima^ 
lions  que  fournit  la  série  (/);  Terreur  sera  par  conséquent,  au-dessous 
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de  leur  différence;  exprimée  par 


H"^) 


—  N(m  «^1)3? 


On  voit  assez  facilement^  dans  la  première  forme  de  cette  expression , 
qu'elle  peut  se  réduire  à  tel  degré  de  petitesse  qu'on  voudra  ^  en  pre- 
nant n  de  plus  en  plus  grand;  car  le  numérateur  est  susceptible  de 

diminuer  indéfiniment^  par  le  décroîssement  du  facteur  ^iXï.^  etledé*^ 

nominate^r^  en  y  supprimant  même  cette  dernière  fraction^  ne  peut  pa» 
tomber  au-dessous  de  (i--ar)*^  quantité  invariable  pour  tous  les  termes 
de  la  série.  .    *    - 

En  employant^  par  exemple ,  la  formule  du  binôme^  pour  extraire  h 

racine  du  nombre  a  mis  sous  cette  forme  :  ^»*T-  ,  on  aura 

4 

■fti 
Dans  ce  itas^  iii=:|  ;  x  étant  déjà  supposé  négatif,  il  suffit  d'y  substituer 
i,etû  l'on  veut  s'arrêter  au  terme  où  n=s  10,  il  viendra] 

^    iV^   ^;;y-^'^";V^«'^  . 4; =o,oooqo 000000?; 

les  limites  du  reste  de  la  série  qui  exprime  la  valeur  de  (i  *-'  |)^V 

feront  donc 

N  N    , 

et  Ferreur  commise^  sera  moindre  qo^ 

7 i^r   T^i rrr=î=  ft^= 0,00000 00000 0006; 

11  ne  reste  plus  qu'à  multipUèr  ce  nombre  par  f ,  pour  obtenir  la  li-^ 
mite  de   l'approximation ,  relativement  à  la  valeur  de  y/s. 

Si  m  était  négative  et  >  i ,  l'ordre  de  grandeur  des  deux  progressions  par 
qootiens,  auxquelles  j'ai  comparé  la  série  (/),  serait  inverse  ;  car  le  rap- 
port du  terme  JV  à  celui  qui  le  suit,  étant  alors  (^^"H-  ^)^>  sur- 
passe le  rapport  expxjméseidement  par  a*;  mais  la  série  (/)  demeurerait» 
1.  3k 
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toujours  comprise  entre  les  progressians^  et  l'an  en  tronverait  les  lî^ 

mites   comme  ci-dessus. 

^8.  J'ai  supposé  que  tous  les  termes  delà  série  (/)  étaient  de  même  signe, 
parce  que  c'est  le  cas  le  plus  simple;  mais  il  n'a  plus  lieu  lorsque   les 

quantités  ^—  i  et  x  sont  de  signes  dîfférens,  quand  m  est  positive  ^ 

et  les  quantités  — -T^     ^  "^' y  et  or,  lorsque  m  est  négative.  Dans 

ces  deuic  circonstances,  les  termes  de  la  série  (/)  spnt  alternativement 
afièctés  du  signe  +  et  du  signe  --«-• 

Pour  abréger,  je  représenterai  alors  la  série  (/)  par 

elle  se  partage  dans  les  suivantes  : 

jy  4-  Qx*  +  Sx^  -h  etc.  =  K 
^(Px  4-  /Ir*  +  Tjc^-h  etc.)=  L, 

dont  tous  les  termes  sont  de  même  signe.,  et  dont   on  trouverait  les 
limites,  de  la  mcme  manière  qu'on  a  trouvé  celles  de  la  série  (/),  en 

substituant  au  rapport  (i — ^       jx,  le  rapport  (i — 2LXij  x^  ,     à 

cause  que  les  termes   sont  pris  ici  de  deux  en  deux* 

Soient  k  eX,  V  les  limites  de  la  série  K ,  l  ei  F  celles  de  la  série 
ii}  ensorte  que 

^>*el<A^,        Z>/et<f: 

si   on  retrancbe  de  la  plus  petite  des  limites  de  JRT,  la  plus  grande  de 
celles  de  Z ,  on  aura  évidemment 

et  en  frisant  le  contraire,  on  trouvera 

Je  ne  m'arrêterai  point  &  développer  le-  caLcvI;  mais  je  ferai  obser» 
Ter  que  quand  les  termes  d'une  série  sont  en  partie  positifs  et  en  partie 
négatifs,  on  ne  peut-  rien  conclure  de  la  compai'aison  des  limites  cor- 
respondantes de  chacune  de  ses  parties  ;  il  né  seiTvirait  de  rien  de  sa* 
voir  ki  que  A'^  JC  et  /'>Z;  car,  ignorant  la  grandeur  des  excès, 
QU  ne  saurait  pas  non  plus  si  h' — C  est  auniessns  ou  au-dessous  de 


Digitized  by 


Google 


INTRODUCTION.  ii 

K  -^L.  Au  reste,  dans  ce  cas,  la  série  proposée  étant  équivalente  à 

N-^liPx^Qx')  -f  {Ea^^Sx^)  +  etc.], 

«8l  visiblemut  >^  9!  <.N—Px,  si  elle  est  coBYèrgente. 

9.  Quand  on  peut  disposer  à  Tolontë  de  la  quantité  â^,  il  est  fiicile 
de  rendre  aussi  convergente  qu  on  le  veut  une  série 

^  4-  J?jc  4-  Cr»  -f-  Daf  +  etc. , 

dans  laquelle  le  rapport  des  coefficîens  consécutifs  J  eX  By  B  éiC^  etc. 
n'est  pas  susceptible  décroître  à  Tinfini,  quoique  d'ailleurs  ces  coefB- 
ciens  aillent  sans  cesse  en  augmentant.  Cela  se  voit  en  comparant  la 
série  proposée  avec  une  progression  par  quotiens,  comme  on  Ta  fait 
dans  les  n^*  précédons  ;  et  on  prouve  par  ce  moyen  qu'il  existe  ton- 
^  jours  une  valeur  de  x  qui  peut  rendre  le  premier  terme  supérieur  à 
la  somme  de  tous  les  autres.  . 
En  effet,  soient  iVar"-f"Pa:""*"',  les  termes  dans  lesquels  le  rapport 

des  coefficiens  consécutifs,  r^,  a  la  plus  grande  valeur  ;  si  r  désigne 

ce  rapport ,  et  que  Ton  forme  la  progression  par  quotiens 

A  -f-  Ardc  -f-  Ar^ac^  -f-  At^x^  -+-  etc. , 

tous  les  coe£Bciens^r,  ^r*,  Ar^y  etc.  des  puissances  de  x^  surpaa- 

sercmt  les  coefficiens  By  Cy  Dy  etc.,  puisque  r  surpasse  ->>  -?>  771  etc.  ; 

et  mettant  à  part  le  premier  terme,  A  y  on  trouvera  que  la  somme 
des  termes 

Arx  -h  At*x*  4-  ^r^^  H-  etc. 

surpassera  celle  des  termes 

Bx  +  Cx^  H-  Dx^  4.  etc. 

de  là  série  proposée.  Or 

Arx -^  Af^x^  ^  Ai^x^  +  t\c.  ^    ^''^ 


expt^ssion  dont  on  peut  rendre  la  valeur  aussi  petite  que  Ton  voudra, 
en  donnant  à  x  une  valeur  convenable  ;  car  si  on  prend  x  ==  ^  ^  il 

viendra         ' 

Arx  A 

X.  a  * 

I 
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quantité  qui  décroîtra  sans  cesse ,  à  mesure  que  Ton  donnera  à  g  des 

valeurs  de  plus  en  plus  considérablesL 

La  somme  de  tous  les  termes  de  la  série  "proposée  y  k  partir  du  se- 
cond^ étant  moindre  que  '  _  -^  pourra  donc  être  rendue  aussi  petite 

que  Ton  voudra^  et  dans  tel  rapport  que  l'on  tondra^  arec  le  premier 
terme  ué. 

Si  on  avait ^  par  exemple^  la  série 

dont  la  loi  est  telle^  que  deux  termes  consécutifs  sont  expriniés  en  gé^ 
néral  par 

2»(io)*-a:»4-a(/i4-  ï)  (io)»"-^»JC"'^% 

on  trouverait  que  le  rapport  des  coeffîciens  de  ces  termes  est 

or  en  faisant  successivement 

72=1,      n=a,      /ï=5,      etc.  , 


la  quantité  - — ^  devient 


|,      etc.  i 


sa  plus  gi^ande  valeur  est  donc  â,  et  200  est  par  conséquent  le  plus 
considérable  des  rapports  qu'il  y  ait  entre  deux  termes  consécutifs. 

Prenant  r  =  200  ,    ar  sss ,  et  désignant  toujours  par  ^  le  premier 

terme  ^  la  somme  de  tous  les  autres  sera  moindre  que  _  ■  ^  et  par 
conséquent  moindre  que  le  premier  terme  ^  ^  dès  qu'on  fera  seulement 
^=23,  ce  qui  suppose  x  =  -j — * 

Quelqu'étendu  que  soit  le  succès  du  procédé  ci-dessus,  pour  rendre 
les  séries  convergentes,  il  y  en  a  néanmoins  dont  il  ne  saurait  corriger 
la  divergence  ;  ce  sont  celles  dans  lesquelles  lé  rapport  des  coefliciens 
va  toujours  croissant.  La  série 

1  +  1.2JC+  x.a.Sa:*^-  i,a.3.4Jc''+-  etc. 
offre  un  exemple  de  ce  cas. 
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Dettx  termes  consëculifs  quelconques^  y  sont  exprimés  par 

i.2,5.  •  .(/i+ï)x"  +  1.2.5. .  .(/î+a)^:*^', 

et  leur  rapport ,  égal  k  (n'^2)x,  augmente  sans  cessé  avec  le  nombre 
jij  qui  n'admet  aucune  limite  :  quelle  que  f&t  donc  la  petitesse  de  la 
valeur  qu'on  assignerait  k  x,  comme  cette  yaleur  serait  la  même  dans 
toute  la  série  ^  la  quantité  (/ï+  :a)x  finirait  .toujours  par  surpasser  Tunité 
et  croîtrait  même  indéfiniment. 

Cet  exemple  suffit  pour  £ûre  voir  qu'on  ne  doit  s'appuyer  qu'avec 
beaucoup  de  réserve  sur  les  séries ,  lorsqu'on  a  pour  but  de  parvenir 
à  des  valeurs  approchées. 

10.  Les  calculs  précédens  et  la  sommation  des  progressions  par  quo- 
tiens  y  décroissantes ,  font  voir  qu'il  y  a  des  quantités  qui  y  quoique 
fbmiées  par  l'addition  d'un  nombre  illimité  de  termes^  ne  peuvent  s'é«- 
lever  au-delà  d'un  certain  degré  de  grandeur^  et  cela^  parce  que  les 
fonctions  dont  elles  sont  le  développement^  ne  sont  point  susceptibles 
d'un  accroissement  sans  bornes  :  il  est  aisé  de  reconnaître  cette  dernière 
circonstance  dans  les  fonctions  dont  on  a  l'expression  algébrique. 

Soit  d'abord  la  fonction  très-simple  —^-  y  dans  laquelle  on   suppose    Dn  limites  Jei 

,  ,  ,     *  ,  fonctions,  ci  de 

que  X  soit  positif  et  au^jmente  mdeuniment;  en  divisant  par  x  les  deux  ce  qn'on  entend 
termes  de  cette  fractionTlS^résultat  CiilS«tpt' 


«u. 


montre  évidemment  que  la  fonction  demeure  toujours  moindre  que  a^ 

niais  qu'elle  en  approche  sans  cesse  ,  puisque  la  partie  -   de  son  déno«- 

minatenr  dinciinue  de  plus  en  plus  et  peut  être  réduite  à  tel  degré  de 
petitesse  que  l'on  voudra.  'La  différence  entre  a  et  la  firaction  proposée  j 
étant  exprimée  en  général  par 

ax  a*   .  . 

devient  d'autant  plus  petite  que  x  est  plus  grande  et  peut  être  renduâ 
moindre  qu'aucune  grandeur  donnée  y  quelque  petite  quemsoit  cette  granr 
deur;  ensorte  que  la  fraction  proposée  peut  approcher  de  a  aussi  près 

que  ton  voudra  :  a  est  donc  la  limite  de  la  fonction  -^,  relativement 
a  l'augmentation  indéfinie  que  peut  recevoir  x. 
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C'est  dans  les  caractères  que  je  viens  d*e'noncer,  que  consiste  la  vé- 
ritable acception  qu'il  faut  donner  au  mot  limite j  pour  y  comprendre 
tout  ce  qui  peut  s'y  rapporter.. 

Si  l'on  s'attachait  à  remarquer^  dans  l'exemple  précédent^  qu'en  pous- 
sant aussi  loin  qu'on  voudra  l'augmentation  de  or  ^  on  ne  pourra  jamais 

regarder  comme  nulle  la  fraction  --7-  ,  on  en  conclurait  avec  raison  que  la 

/Tt?  * 

fonction  -^j- ,  quoique  pouvant  s'approcher  indéfiniment  de  la  limite  a, 

ne  saurait  jamais  l'atteindre^  et  à  plus  forte  raison  la  surpasser;  mais 
ce  serait  à  tort  qu'on  insérerait  cette  circonstance,  comme  une  condi- 
tion dans  la  définition  générale  du  mot  limite:  on  en  exclurait  par  là 
les  rapports  de  quantités  évanouissantes ,  rapports  dont  l'existence  est 
incontesta})le,  et  dont  on  tire  un  grand  parti  dans  l'analyse. 

II.  En  effet,  lorsque  l'on  compare  les  fonctions  ax  et  ax-\-x*y  on 

trouve  que  leur  rapport,  réduit  à  sa  plus  simple  expreission ,  est  —^ , 

et  qu'il  approche  de  plus  en  plus  de  l'unité,  à  mesure  que  x  diminue. 
U  devient  rigoureusement  i ,  quand  a:=o  ;  mais  les  quantités  ax  et 
ax+x^y  qui  sont  alors  rigoureusement  nulles,  peuvent-elles  avoir  un 
rapport  déterminé?  C'est  ce  qui  ne  paraît  pas  aisé  à  concevoir;  et  l'on 
n'en  donne  une  notion  claire,  qu'en  présenMPB4a  quantité  i  comme  une 
limite  dont  le  rapport  des  fonctions  ax  e\  €lx-\^oc^  peut  approcher  aussi 
près  que  l'on  voudra,  puisque  la  différence 

a  X 


peut  être  rendue  moindre  qu'aucune  grandeur  donaee,  quelque  petits 
que  soit  cette  grandeur. 

D'un  autre  côté,  le  rapport  -j-  ,  des  quantités  ax  et  ^up-f-jc*,  peut 

non-seulement  atteindre  l'unité  ,  quand  on  y  fakl  xaszo^  mais  la  surpasser, 

lorsque  l'on  suppose  x  négatif,  puisqu'il  devient  alors  — —  ,quantite 

qui  surpasse  i ,  lorsque  x  est  <ia.  Cette  circonstance  ne  me  parait 
point  contraire  à  l'idée  de  limite;  car  on  peut  regarder  la  valeur  i , 
qui  répond  à  aft=o,  conune  un  terme  vers  lequel  tend  le  rapport  des 
fonctions  ax  ctax-^x*^  par  la  diminution  des  valeurs  de  x,  soit  posi- 
tives, soit  négatives. 
Dans  la  suite,  les  considérations  géométriques  feront  encore  mieux 
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saisir  le  but  cle  cette  observation  ;  mais  il  est  d'ailletir^  é^^dent  ^ue 
les  objections  qu'on  pourrait  élever  à  cet  ëgard  n'auraient  aucun  fon- 
dement^ puisqu'une  définition  de  mois  étant  toujours  arbitraire,  doit 
être  accordée  toutes  les  fois  qu'on  n'emploie  ces  mots  que  suivant 
l'acception  qui  leur  à  été  donnée  :  or  l'application  des  limites  se  fait 
par  des  principes  dont  la*  vérité  ne  repose  que  sur  la  possibilité  de 
prouver  qu'une  quantité  variable  peut  approcher  de  sa  limite  aussi  prêt 
que  Ton  voudra.  Voici  les  plus  importans  ; 

1*.  Deux  grandeurs  qui  sont  ta  limite  £une  même  fonction  sont  égales 
entre  elles. 

Car  si  cela  n'était  pas,  ces  deux  grandeurs  auraient  une  différence  y 
et  par  conséquent  la  fonction  proposée  ne  saurait  approcher  en  même 
temps  de  l'une  et  de  l'autre  dé  ceS  grandeurs,  de  plus  près  que  d'une 
quantité  donnée ,  ce  qui  est  contra  la  définiticm  dçs  limites. 

a"*.  La  limite  du  rapport  de  deux  fonctions  est  égsUs  au  rapport  de 
leurs  limites. 

Soient  p  ei  q  les  limites  correspondantes  des  fonctions  JP  et  Qi  on 
aura  en  général 

P  —  P  +  ^y         Ç=7+^, 

a  et  /3  désignant  des  quaotîl^  qoi  décroissent  mnmohU  >  et  s'évanouis-* 
seQt  en  miéme  temps;  et  il  viendra 

£raçtion  dont  le  dénominateur  ne  peut  tomber  au-dessous  de  7%  tandis 
que  le  numérateur  diminue  sans  cesse  à  mesure  que  et  et  /3  de\'iennent 
plus  petits  yoa  k  mesure  que  les  fonctions  P  et  Q  approchent  de  leui  s 

limites:  ^  est  donc  (10)  le  limite  de 7;* 
q  ^     ^  y 

12.  L'exjiression  très-générale 

j4x''+^Ba^  +  Cx'^  + 

^x''+B'^^Cx'^+ • 


comprend  une  infinité  de  cas  où  le  rapport  de  deux  fonctions  peut  de- 
meurer fini  ou  assignable^  quoique  chacune  en  particulier  soit  ou  nulle 
ou  infinie. 
Pour  en  trouver  la  limite  ^  lorsque  x  devient  de  plus  en  plus  petit. 
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il  £rat  qne  les  tennes  du  numérateur  et  du  dénonunatenr  soient  ordon^ 
nës  de  manière  à  commencer  par  le  moindre  des  exposons  de  x,  et  alors 
on  lui  donnera  la  forme 

r*{^  +  Ba^"*  4-  C^y*  4- } 

•V+ira>'-'  +  Cx?^-+ }• 

Gela  £dt^  on  distinguera  trois  cas^  savoir:        * 

«>«',      «=«',      it<^a\ 

Dans  le  premier^  le  rapport  étant  réduit  à  sa  plus  simple  expression^ 
devient 

x^'^^'jA  +  bJ*^  +  Cx^""''+ }, 

A'+B^J'-^'  +Cx'^''*  + * 

et  son  numérateur  seul  s'évanouît^  lorsque  a;=o;  il  tend  donc  à  de-* 
venir  nul  à  mesure  que  x  diminue. 

Il  n'en  est  pas  de  même  lorsque  as=  «i;  car  il  se  change  en 
ji  +  bJ"^  +  Cx'^'^+ 

et  si  le  nombre  des  termes  de  son  numéi^^sur  et  de  son  dénomina- 
teur est  fini^  ou  s'il  est  possible^  par  des  valeui»  convenables  de  x^ 
de  rendre  de  plus  en  plus  petites  (9)  les  sommes  des  séries 


Bx^~^  +  Ca?''^^ 


J!-^ 


S^x  •*!-  Cxr        -f- 


> 


> 


ce   rapport  approchera   sans  cesse  de  la  fraction  déterminée  ^»qui 

en  sera  la  limite.  Il  est  à  remarquer  qu'on  tombe  immédiatement  sur 
cette  limite,  en  faisant  a:=o. 

Pour  le  troisième  cas,  où  a<C^'j   on  écrirait  le  rapport  propose 
ainsi  qu'il  suit: 

.    A  +  bJ^^  -^  Cx'^'^'' ^ /..... 

a:*'-*{^  +  ira^'— '+Cra:^'--'  + Y 

et  comme  alors  son  dénominateur  s'évanouit  dans  la  supposition  de 
a:  =  o,  tandis  que  son  numérateur  se  réduit  à  ^,  il  devient  infini  et 
n'a  donc  pas  de  limite. 
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i5.  Qaand  on  yent  déoouTrir  les  limites  de  la  fonetioii  proposée, 
relatives  k  l'accroissenaent  de  jc ,  il  fiiut  en  ordooner  les'  tennes  eo  com- 
meiiçaat  par  l'exposant  le  plus  élevé ,  et  récrire  ainsi: 

.'{.^■-^^^^......] 

'         ^r-^-^^ }•■ 

enniite  la  réduire  à  sa  plua  nmpie  expression  ;  et  Fou  aura,  quand  «>«', 


X 


«   -^    X- 


Considérant  alors  que  les  termes  de  la  forme 


£'  c    * 


^^.       ^7=7, 


diminuent  à  mesure  que  x  augmente^  on  verra  que  la  fonction  pro« 
posée  tend  à  devenir  infinie ,  puisque  son  dénominateur  ne  tombe  pas 
au-dessous  de  A\  tandis  que  son  numérateur  augmente  sans  cesse  ^  a 

caiise  du  fiurteur  x    •      et  de  la  quantité  déterminée  A. 

Si  r<m  avait  tt^z^a!,  le  numérateur  et  le  dénominateur  tendraient  à 
se  réduire  à  leurs  premiers  termes  A^\.A\  et  la  fonction  proposée 

aurait  encore  pour  limite  -j?; 
Quand  a<a^  il  vient 


^  » 


X       ^         X        ' 

.'^f  ^ 2?"^ — c^ 

X 


V^.^+?^+ }• 


dans  ce  cas  le  numérateur  a  seul  une  limite  A^  tandis  que  le  dénomî<* 
nateur  augmente  à  f infini;  la  fonction  proposée  tend  donc  à  devenir 
.  nulle  ^  et  n'a  par  conséquent  point  de  limite  assignable* 

.    14*  Tout  ce  qu'on  vient  de  lire  peut  se  résumer  en  très-peu  de 

motSj  si  l'oii  observe  que  la  limite  de  la  fonction  proposée  ne  dépend 

I.  S 
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qne  da  Apport  éé  Mts  prenncrt  terme», 

rapport  qui  deyient 

~7-^     ou     ^,      on    -p-^., 

selon  que  ct>ci\  assa',  aL<Caf. 

Il  est  donc  permis  et  même  nécessaire,  quand  on  ne  cfcercte  que 
ce  rapport ,  de  négliger  tous  les  autres  termes  de  la  fonction  proposée. 

On  exprime  June  manière  abrégée  cette  circonstance,  en  se  servant 
des  dénominations  d'infini  et  d'infiniment  petit,  et  en  établissant  pour 
principe  que  toute  puissance  et  une  quantité  infinie  disparaît  devant  celle 
£un  exposant  plus  élevé,  et  qu'au  contraire,  toute  puissance  d^uM  ^uan-- 
tité  infiniment  petite  s'évanouit  vis-à^-vis  de  celle  ^un  exposant  moindre. 

En  appliquant  immédiatesoent  ce»  principes  à  Texpression 

uix"  +  bJ  ^  Cx^  -^  .  > . . . . 
on  h  réduit  5tir-te-champ  à 

lorsqu^eSe  est  ordonnée  en  commençant  par  le  plus  haut  expcfsanfif^ 
dans  la  supposition  de  x  infini,  ou  par  le  plus  petit,  dans  la  suppo-^ 
sition  de  x  infiniment  petit. 

Ce  langage,  frès-commode  par  sa  Briételé,  et  exact  quant  au  fond, 
a  été  le  prétexte  d'un  grand  nombre  d'objections,  parce  qu'il  semble 
Attribuer  une  exigence  act«ieUe  à  Tinfiai  matKématique,  qui  n'est,  à 
proprement  parler ,  qu^mne  idée  négative,  puisqu'on  appeUe  infinie  ou 
infiniment  petite  une  quantité  parvenue  au  plus  haut  degré  de  grandeur 
ou  au  dernier  de^ré  de  petitesse  ;  et  ob  ne  eoncoit  pas  a]<$rs  coamneHI 
il  peut  y  avoir  différeBS  ordres  d'iafiiiis  ou  d'infiniment  petits  ^  ni  -mém^ 
qu'une  quantité  puisse  jamais  être  considérée  comme  aetueUement  inr 
finie  ou  infiniment  petite.  En  effet ,  il  n'y  a  d'énonciation  exacte  que 
dans  leis  axiomes  suirans^  sur  lesquels  se  sont  toujours  appuyés  lesCéo* 
iMièlr^  anciens  ;. 
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i\  Quelque  grande  fue  soit  une  quqntUfj  on  p^ut  en  <{mcevoir  une 
auUre  (fui  la  -surpasse  autant  qu'on  voudra. 

tl*.  Quelque  petite  que  soit  une  quantité ,  on  peut  en  concei^oir  une 
yw  soit  encore  au-dessous  de  celle-là,  .    .  . 

Si  l'on  rencontre  quelquefois  des  expressions  qui  paraissent  contraires 
à  ces  axiomes^  il  suffira  de  les  analyser,  avec  qoelqu'attentiou^  pour 
se  convaincre  que  l'infini  ou  l'infiniment  petit  ne  s'y  trouvent  jamais 
considérés  d'une  manière  absolue ,  mais  qu'il  s'agît  toujours  réellement 
de  rapports  qui  tendent  vers  des  limites  assignables  et  dont  Fexisten^^e 
est  &dle  à  concevoir  ;  c^tte  remarque  paraîtra  de  plus  en  plus  évidente  ^ 
à  mesure  qu'on  avancera  dans  la  lecture  de  ce  Traité.  (Voyez  d'ailleurs 
k  Discours  prélîniinaire.  ) 

i5.  Passons  mainteBant  fin  dérdoppement  des  fi>]ictions  en  sériés ,  D<$ye!opp«tt«iit 
et  conunençons  par  celui  de  {p  4-Jc)'".  Quoiqu'il  se  trouve  dans  presque  i'^^**^"**"*  ^ 
tous  les  livres  élémentaires  ,  1$  manière  dont  on  y  parvient  ne  pouvant    j^  De«  fono- 
s'appliquer  rigoureusement  qu'au  cas  oùVw  est  un  nombre  entier  positif,  ***^*'^*^^"^ 
nous  croyons  de^ir  le  démontrer  de  nouveau  par  un  procédé  qui  ne  soit 
pas  sujet  à  cette  restriction.  D'ailleurs,  pour  peu  qu'on  soit  versé  dans 
l'Analyse  ,  on  sait  que  l'expression  de  {p  +  x)**,  due  à  Newton ,   sert 
au  déreloppement  dé  presque  toutes  les  fonctions  :  il  ^t  donc  conva- 
Bable ,  en  traitant  ce  suj^t ,  de  commencer  par  là. 

Llxi^ection  des  premières  puissances  de  (i-f-^)>  savoir: 

■ 

(i  +  0?)  ct=  I  H-  a:  ' 

(1  +  a?)*s=î  I  4-  aar  -3-  JC* 

(i  ^  jt:y=  I  4.  5a:  +  5x*  4-  x«  - 

(ï  +  a:)^=  1  -|-  4^  -f-  Sx*  -+•  4^'  -f-  or* 

etc 

conduit  à  supposer  en  général 

(i -f-a:)"=  I  4-*^x+5x»4-Cr5  4-/)x*-f- etc.; 

les  coefficienç  A^B^  C^  Z>,  etc.  étant  des  nombres  iadépendans  de 
X,  ensortb  qu'ils  demeurent  les  mêmes  ^  quelque  valeu^r .  qu'on  donne 

i  cette  quantité  ;  mais  on  a  (;?-|-Jc)"==;?*/i4--^  :   mettant  donc  dans 
b  série  ^nroposée  ^  ana  Ben  tlè  x,  on  «ura 


(;,+  a:)-=p- (.  4--^^+ J?^-H  ^^-M>^ -f-etc.). 
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et  en  effectnant  la  multiplication  par  fT,  il  viendra 

équation  qui  doit  se  vérifier  indépendamment  d'aucune  valeur  parti- 
culière de  p  et  de  X ,  lorsque  les  coefficiens  Ay  B^  Cy  Z>,  etc.  seront 
déterminés  convenablement. 

Supposons  maintenant  que  x  se  change  en  X'\'Uy  il  ÛKudra  qu'on 
ait  alors 

mais  on  f>eut  encore  présenter  cette  équation  sous  une  autre  forme  ^ 
en  posant  ^  +  or = ^  :  alors  (;?  4-  a:  +  m)"  deviendra  (y  +  m)""  ,  et  en  sub- 
stituant q^L  p  ê\  u  i  X  y  dans  Féquation  (i)>  il  en  résultera 

(y  4.  uy  =^4-^^"-««-+-5^»ii»4-  Cf^^i^  +  Df-^i^  4-  etc.  • . .  (5) 

'  Les  seconds  membres  des  équations  (a)  et  (5)  n'étant  que  les  ex« 
pressions  dune  même  quantité  mise  sous  deux  form^  différentes j  on 
peut  les  égaler^  ce  qui  donnera 

4- Cp^-Xx-i-uy-j- Dp^-^X'+'uy c^}   ^ c^-V4-z?^*-^ii« 

4-etc»  )      i     4- etc. 

mais  pour  comparer  entre  eux  les  deux  membres  de  cette  dernière 
équation ,  il  faut  développer  dans  le  premier  les  puissances  de  (x+c^) 
qui  s  y  trouvent  :  or  en  iimtant  1  équation  (1)^  ou  verra  qu'on  peut 
supposer^ 

X  -i-u  t=s  X  +  a^u 
(x4^)*=  ar*H-  tf^'orw  4-  iV 
(0:4-7/)*=  a:*+  a'x^u+  b'^xu^  +  c'^u^ 
(x+Uy=  ^'+'a'^x^ù+  i'*ar*tt»4.  c'^'xa^  4.  éf'V, 
etc. , 

les  lettres  a^  6,  c,  d,  etc.  désignant  des  nombres  îndependians  de  x  el 
de  M,  et  Facccnt  qui  les  affecte,  marquant  à  quelle  puissance  elles  appar-^ 
tiennent.  En  substituant  ces  valeurs  et  en  ordonnant  de  manière  que 
tous  les  termes  affectés  d'une  même  puissance  de  u  se  trouvent  dans 
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une  même  colonne^  nous  aurons  ; 

+^;?-'»a:*  [  +  Cp^-^a'x*  [    -h/?;^'"""^^^'*^;* f      -4-  etc.  T 

A-Cp^^^a?  \  -^Djr-^a'^x'  )  "  +  etc.            [  "**  [  «'+etc.  \ 

-}-Z?y9«-^jcrMH- etc.             1            '                1  1                1 

4-  etc.        )                        J                           )  )                j 

Puî&quela  valeur  de  x  doit  rester  indéterminée  dans  l'équation  (i)^ 
il  est  ajsé  de  Toir  qu'il  faut  en  dire  autant  de  a;  et  de  ii  dans  Féqua^ 
tion  (4)9  qui  n'est  qu'une  suite  de  la  première  ;  or  une  telle  conditioa 
ne  peut  être  remplie^  k  moins  que  l'équation  (4)  ne  devienne  identique 
independamment.de  u;  c'est-k-dire^  à  moins  que  les  quantités  qui  mul* 
Uplient  la  mênie  puissance  de  u  dans  i'un  et  l'autre  membre^  ne  se 
détruisent  mutuellement. 

En  comparant  d'abord  la  première  colonne  de  cliaque  membre,  6n 
trouve   /?"•  -f-  Jp^  ""'a:  +  i?/?"*  ""  •x*  -+•  Cp^^  ^x^  -f-  2?^"»  "  *x^  +  etc .  =  ^* 
résultat  identique  par  l'hypothèse  même,  puisque  y*"  =  (^p-f-jc)". 

Passant  à  la  seconde  colonne  on  trouve  : 

Jjf^-^d  4-  Sfi^-^a'x  +  Cjf'-^J'x''  -h  Dp'^^a'  V  -H  etc.  sn  A(f^-^  ^     > 

équation  qui  nous  suffira  pour  déterminer  les  coefiiciens  A^  B,  C^  Z>,  etc. 
En  effet,  ^*"*  ss  SL-ss^^^iîi-;  mettant  au  lieu  de  (^•+•0:)",  son  expre»* 
sion  ,  on  aura,  en  chassant  le  dénominateur, 

{Ap'^-'a' '\-Bpr'^d'x-\-Cp^''^d'x^  +  Dp'^-^a'^x^  +  etc.)  (p  +  x) 
5=  Ap^-i-A^p^-^'x  -+-  ABp'^-^x*  -^ACprr^af^  4-^/>/>— ^x*+etc,    ^ 

eX  en  effectuant  la  multiplication  indiquée, 

s=  Ap^+      A'p'^-'X'^      ABp^-^x*  4.       ACp^-'x^  +  etc. . . . 

Dans  tous  ces  calculs  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  A ,  B,  C, 
Dy  etc.  sont  des  nombres  dans  lesquels  ni  ;? ,  ni  x,  ni  une  sauraient 
entrer;  on  doit'  donc  traiter  cette  équation  comme  la  précédente,  et 
en  coin|Murant  lea  çoeffici^ns  de  chaque  puissance  de  jc,  dans  Tua  et 
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l'autre  membre ,    on   trouve  : 

AB  =  Ca"   +  Ba'  \  d'où  l'on  tire   <  C  =  -^(-^-,0 


a 


\y 


etc.  •        /  \        etc. 


La  manière  dont  se  forment  ces  éqnations  est  assee  évidente  ponr 
(Jn'on  puisse  les  pousser  aussi  loin  qu'on  voudra;  et  on  voit  aisément 
que  si  P^"^"x"  et  Qp"'*'*"'ar****  représentent  deux  termes  consécutifs 
du  développement  de  (^+^)%  on  aura 

AP^qa^-^^^^PcT-^!^,  cequi donne  Q=^\^^f^^^^\y 

expression  dans  laquelle  n  ne  désigne  pas  une  puissance  de  a^  mais 
le  nombre  des  accens  que  doit  porter  cette  lettre. 

Nous  remarquerons  que  les  coefBcîens  By  Cy  Z>,  etc.  seraient  tous 
déterminés  si  on  connaissait  a  y  a  y  cCy  etc.  A  ;  mais  ces  derniers  ne 
sont  autre  chose  que  les  coefliciens  du  'second  terme  dans  les  puissances 
du  })inome  qui  ont  pour  exposant  les  nombres  i,  à,  3,  etc.,  m. 

Il  suit  de  là  que  du  second  terme  du  développement  de  {p^x^y  on 
pfe'ut  déduire  tous  les  autres;  car  tétant  le  coefficient  de  ce  second 
terme 9  on  en  doit  tirer,  comme  des  cas  particuliers^  ceux  des  seconds 
termes  de(/?+a:),  (/?+Jc)%  (;?  +  ^)%  etc. 

i6.  On  sait  déjà  que  les  seconds  termes  de  ces  premières  puissances 

sont  Xy  spxy  Zp^Xy  etc.;  il  parait  naturel  d'en  conclure  par  analogie, 

^  que  celui  de  {p  H-  xY  sera  mp'^'^^x  :  il  ne  nous  reste  donc  qu'à  vérifier 

cette  assertion  ,  pour  être  en  état  d'assigner  tous  les  coefficiens  du  dé* 

veloppement  cherché. 

Paiimi  un  assez  grand  nombre  de  moyens  d'y  parvenir ,  je  choisirai 
le  suivant,  qui  se  lie  avec  une  des  plus  ingénieuses  démonstrations  qu'on 
ait  donnée  du  binôme,  due  à  Euler,  et  que  j'ai  rapportée  ailleurs  (Cent* 
plemcnt  des  Élémens  ^Algèbre). 

Quel  que  soit  le  coefficient  de  x  dans  le  second  terme  du  dévelop-  ■ 
pement  de  (i+'^)"*j  ^  ^st  nécessairement  une  fonction  du  seul  expo- 
s^ût  m  y  et  je  le  désignerai  en  conséquence  par  f  (m) ,  la  lettre  f  étant 
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Tabréviatlon  du  mot  fonction.  D'après  cette  convention ,  U  vient 

(i -{••3:)"' =  I  +  a:  f  (m)  •+•  etc. 
«t  de  mémo 

(1  -h x)'  =  I  +jrr f (r)  -H  etc. 

En  multipliant  ^  membre  à  membre^  ces  deux  équations,  on  en  conclut 

(i4.ay)"-*-r  =  i+a;{f(m)-f.f(r)}  -Hetcj 

mab  par  la  notation  établie  on  a  avisai 

:(i;+â:)r^'^  =  ï  H- a:  f(m-fr) -f.-^c.  i 

f(/?i+r)  étant  formée  de  /w+r,  comme  {(m)  et  f(r)  le  sont  respectif- 
vement  de  m  et  de  r;  et  en  comparant  les  deux  dévelo|^emeas  di^ 
dessus,  il  en  résulte  ...  ' 

équation  qui  exprime  la  propriété  caractéristique  de  la  fonction  repré* 
scDtéc  par  f. 
Si  Ton  change  r  en  r-f-^^Téquation  précédente  devient 

f(m  -+-iP+  s)  =  f (/7j)  -{-  f (r-{-is)  ; 

mais  la  iQémé  équation  donnant  aussi  , 

il  en  résultera 

£q  écrivant  s-j-i  au  iîeu  t^^^r^-oa  pai^iiendraîl  à 

{(m+r+^r^t)  =  f<i7i)  +  £(r)  -f.  f (#)  +  £(t) , 

et  aÎBsi  ,de  suite. 
Cela  pœé,  i\  ai  im  fait  d'abord  /^x=3i ,  On  obtient 

f(/w+i)=:f(//ï)'-hir(0;      ou      f(//i+0==f(/n)  +  i; 

car  r  étant  i ,  (i  +Jr)'  se  réduit  à   i  -|-a:,  où  le  coefficient  de  x  est  ly 
eusorte  que  f(i)  =  i. 
Posant  alors  successivement 
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on  trouvera         .  '' 

f(2)  =  f(i)+  i=a; 

f  (5)  =  f  (:i)  +1=5, 


f  (m— i)  =  f(/»i— a) +1  =:m— I , 

f(/w)  S=:f(/ll— ï)+I=/?l  : 

vo3à  pour  le  cas  où  l'exposant  m  est  un  nombre  entier; 
a*.  Soit  mess  r=s=^  =  ^;  Téquation 

devenant 

on  en  tiren  > 

£(in)=if(4m),. 


d'où  il  suit  cpie  si  4"*  ^^'  ^^  nombre  entier  (jae  je  représenterai  par  t  ; 
xoL  aura 

.4-   ""' 


f(4«,)=:,-    et    fQ)  =  i** 


on  s*éIeTerait  de  la  qième  manière  au  cas  où  le  pombre  m  serait  une 
fraction  quelconque  g,  et  on  trouverait  fQjssp 

5*.  Enfin  si  Ton  suppose  m«+-r=o,  cas  dans  lequel  f(/îi+r)s=o; 
et  (i+x)''s=i ,  il  en  résulte  que  f(o)  est  nécessairement  nulle  ;  on  aura 
donc  alors 

f(m)H.f(r)  =  o/     ou      f(r)s=s^.f(m)j 

mais  aussi  iTi+rsso  conduit  à  rsa^^mj  donc 

f  (— m)  3= -••  f  (m)  ==  r— m; 

On  peut  donc  aflSrmer  que,  quel  que  soit  le  nombre  représenté  par  m  J 
poiuvu  qu'il  soii  rationnel j  les  deux  premiers  termes  de  (i+x)"  sont 
t  H-*  miç.  Je  montrerai  dans  la  suite ,  que  quand  l'exposant  m  serait 
irrationnel  et  mène  imaginaire  |  la  proposition  précédente  so^t  tou^ 
jours  vraie* 
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17.  Reprenons  les  éqaatloas 

A  =^Aa' 

a'       ', 

cr=  ^  (^  —  «*) 

a* 
2)  s=  <^(^  -  O 


etc. 
en  y  Êisant 

■ 

eQes  donneront 

^  ss  m 

a  1   •   â 

Q p(>n— a)       m(yii«^i)  (m — a) 

3  1    .   a  3 

/)  — •  y^ (^ "■" 3) m(m— 0  (m— a)  (m — S) 

~  4      *~  1   .    a      .      3       .      4 


35 


etc. 


L'eipression  de  Q  contient  la  loi  générale  des  coeffieiens,  et  feit  voir 
coounent  chacun  d'eux  se  déduit  de  celui  qui  le  précède^ 
En  sabditoant  les  yaleors  qu'on  vient  de  trouver ,  on  aura 

"")         ■    m(>n- 1)  (m~a)  (m-3)     . 

(      -^-r-n     :     S^     ;^a>»-hetc., 

«t  pour  le  tome  général^  où  l'exposant  de  x,  restant  indéterminé,  est  re- 
présenté par  n ,  il  viendra 


CT(in— 0  (m— a) (m— n  +  i)  _, 

»  .  a      .      8      n  *• 


4 
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i8.  Nous  n'avons  employé  pour  trouver  les  coefficieiis  A  y  i?,  C, 
D  y  etc.  que  les  termes  affectés  de  la  première  puissance  de  u  dans  Fé- 
qiiation  (4);  mais  cependant  nous  serions  en  droit  d'en  conclure  que 
les  autres  sont  identiques  dans  chaque  'membre;  car  si  cela  n'était  pas^ 
il  en  résulterait  de  nouvelles  équations  auxquelles  il  serait  impossible 
de  satisfaire^  puisque  les  quantités  A^By  Cy  Dy  etc.  sont  déjà  détermi- 
nées^ et  par  conséquent  il  ne  serait  pas  vrai  de  dire  qu'on  peut  représen- 
ter le  développement  de  (i-+<r)"*p*r^^®^^^®  i+Ax+Bx^^'^Cx^ ^  etc., 
qui  convienne  à  tontes  les  valeurs  de  a;. 

Quoique  ces  raisonnemens  paraissent  prouver  d'une  manière  suffisante 
la  légitimité  du  développement  que  nous  avons  obtenu,  cependant  pour 
ne  rien  laisser  à  désirer,  je  vais  montrer  que  les  autres  termes  de  l'équa- 
tion (4)  se  détruisent  mutuellement. 

Pour  cela  je  reprendrai,  dans  l'équation  (^2), l'expression 

dont  le  développement  compose  le  premier  membre  de  l'équation 
(4)  ,  et  j'observerai  qu'on  peut  effectuer  ce  développement  à  l'aide 
de  ce  qui  précède,  puisque  les  coefficiena  A  y  By  Cy  Dy  etc.  sont  dé- 
terminés. Je  vais  donc  chercber  par  quelle  quantité  la  puissance  quel- 
conque i^",  serait  multipliée.  Il  est  aise  de  voir  qu'on  ne  saurait  ren-* 
contrer  w"  avant  le  terme,  affecté  de  (x -+-«)",. mais  qu'à  partir  de  celui- 
là  on  lé  trouve  dans  tous ,  ensorte  que  si  on  développe  les  puissances 
de  {x+uYy  (x-{'u)'^'y  etc.  ^  commençant  par  2^  au  lieu  de  commencer 
par  or,  ce  qui  est  indifférent ,  u"  sera  au  premier  terme  dans  la  première, 
tu  second  terme  daps  la  seconde,  et  ainsi  de  suite. 
Supposons  donc  qu'on  ait  dans  la  série  proposée  ,  les  termes  suivans  : 

.     4-^/^*~""^(j^+«^)""*'^+etc.j 
il  en  résultera  pour  le  coefficient  de  i<% 

+  ("+^("+''X«+0^^-^^3  +  etc.  ; 
mais  d'après  la  loi  que  nous  avons  trouvée  dansies  coefficiens  du  déve-* 
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loppemait  de  {p^xY^  on  doit  avoir  ' 


X"  —  (^ — n  — fl)    »  ^^  (m — yi)  (m—n — i)  (m-^n — a)  p 
*^  ■"         li  +  3  ^  ~     (n+i)        </!+•)  (rt+3)       -^ 

«te*  ; 

en  substîtaaBt  ces  râleurs  et  Êdsant  les  réductions  qui  s'offrent  d'elles-* 
mêmes^  on  obtiendra 

P  i^m-ii  ^  V iyr/«— *-»a:  -f.  ^ ii iyt?«^«-«X' 

n  est  aise  de  reconnaître  que  la  quantité  renfermée  dans  la  parenthèse 
n'est  autre  chose  que  le  déTcloppement  de  (;>'+Jc)*"";  le  coeflficient 
de  tC"  sera  donc,  dans  le  premier  membre  de  rcquation(4),  -P()H-«^)*'**; 
mais  dans  le  second^  il  «era  eTidemnent  Py*"""  s:*  P(/?  +  ar)"-*  :  Tiden* 
tité  est  donc  prouvée. 

Quelque  kngs  que  paraisseirt  les  cfJculs  précédens,  ils  méritent 
néanmoins  une  attention  particulière  ,  parce  qu'ils  ne  sont  fondés  que 
sur  des  principes  de  la  plus  grande  rigueur,  et  qu'ils  conduisent  , 
comme  on  le  verra  bientôt,  à  un  grand  nombre  de  résultats  aussi  utUes 
qu'élégans« 

i9«  On  pommât  faire  usage  des  foiinules  précédentes  pour  deveIop« 
per  (a'^bx-^cx^'^dx^^^..Y  suivant  les  pttis3ances  de  a:;  mais  on 
peut  y  pasvimir  d'une  snauère  plua  simple^  ainsi  qn'on  va  le  voir.  U 
est  évident  qu'an  peut  roj^ser 

(a  +  ijt  -f-  cjc'  -î-  <ir*  H- )•  := 

J^Bx^Cx^^Dx?  ^  Ex^  H-  etc.; 

g|ar  si  on  met  le  premier  membre  de  cette  équation  sous  la  forme  d'un 
DÎaxmM  (â*f- A)*  et  qi»'ûn  le  éévélo]^e,  le  résultat,  quel  que^soit;», 
ne  contiendra  que  des  puissances  entières  et  positives  de  A:,  depuis  bi 
première, inclusivement;  et  {^  coas.équent  si  on  remettait  au  lieu  de 
cette  dernière  Wtlre  sa  valeur.,  cette  substitution  n'introduirait  que  de« 
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puissances  entières  et  positives  de  x.  Cela  pos^  ,  si  j?  se  diangetit  en 

X  +Uy  on  aurait 

{a  +  b  (x  +  u)  4r*c  (x+mY  4-  d  (x-\'uy  -f- }«  = 

J  +  Blx  +  u)^cix'{'uy  +D  {x  +  uy  +E{x^uy 
H-etc (i); 

cette  équation  devant  avoir  lieu  indépendamment  d'aucune  valeur  par* 
ticulière  de  j:  et  de  ii  ^  il  £iat  que  dans  le  développement  de  l'un  et  de 
Tautre  membre  y  les  termes  qui  multiplient  chaque  puissance  de  x  et 
de  u  soient  identiques.  La  fonction 

a  +  i  (jc  +  tt)  +  c  (or-l-  «)■  +  rf(a:  +  «)'  -J-  etc. 

devient  d'abord 

a  4-  ^^  +  ^^*  +    dx?     +••-•) 
4-  hu  -^^cxu  4*  Zdx*u  4"  •.  •  •  •  ( 
4- ca*  4r-  54?:a»  4-.,..?  ^ 

4-  rt<^^  ) 

faisons  pour  abréger  ,     , 

a  ^  bx  +  cx^  H-    dbc^*.4-*--*'S=*î/'> 

(i.4-  a£?x4-  5^*    +•••)") 

H-  (^tt  4-  ^xu   +...)« \=^, 
^  H-  etc ) 

et  nous  changerons  le  premier  membre  de  Téquation  (i)  en 

(;?4-ya)-;==;i*4-m;?"-'yu4-2L^!!ÎL^    f^ryu^  4-  etC*  ; 

mais  il  nous  suffira^  comme  dans  le  n*  t5,  de  considérer  les  termes  af- 
fectés  de  la  première  puissance  de  i^  ^  et  nous  nous  bornerons  en  consé- 
quence à  p"^  ^mp^^^^qu.  En  remettant  pour  tfu  sa  valeur^  on  verra  qu'il 
&ut  en  exclure  la  seconde  ligne  et  les  suivantes  ^  parce  qu'elles  donne- 
raient des  termes  affectés  de  u*  et  des  puissances  supérieures  :  il  viendra 
donc  pour  résultat  final 

p'^'^mpf^''^{b'\'2cx^Zdx^^....)u. 

,  Passons  maintenant  au  second  membre  de   l'équation  (i)  ;  3  donné  * 
tout  de  suite  -:       /*.  ;  .  .  .  .  . 

J  ri-  Bx  +  Ccd'  +  Dà^  +  Sa*  +  etc. 
4-  (-»  4-  :^Cx^ZDx^^/^x^^-  etc.)«. 
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La  preuiëfe  ligne  n'est  autre  diose  <]ur  la  vilevù^  anj^io^'e  pour 
(â  4- ^^  +  c^  +**••)'"  ou  p^}  on  anra  donc  en  comparant  les  coeffi-* 
ciens  de  u, 

mais  j/^^  =  —  >  mettant  an  lieu  de  p'^  et  de  p  lenrs  valeurs ,  on  trou- 
vera^ en  chassant  les  dénominateurs^ 

m{J+Bx+  Cx^-^Dx^^Ex^^etc.)  (b'^2cx+^x*^4ex^+ . .  .)=2 
(Jî-f- iiCr-r|- ZDx*  +4Ejp^H- etcO  («  +  4x+ca;»+dar'4-i5ar*+.  ..)l 

fusant  les  multiplications  indiquées^  on  aura  ... 

mbJ  H-  mbB   j      4^  w*C   j       4-  /?iA/>   ]       +  m&iE 
■+-  àmcjifj      4-  2mcBl      4-  2mcCJ       4*  ^/w^Z? 

a;  4-  Zmdj\x*  4-  S/iK^fllx^  4-  5mrfcljc^4.  etcA 


aff    4^    atfC  )     4-  5aZ? 

4.    iJB    f      4-  a^C 

fa:4-    cB 


En  comparant  les    coeffîciens  des  puissances  homologues  de  x  ,   on 
en  déduira  •       . 

oB^^TmA 
'aaC=(np^-^)bB'-\^stmcjé 
.  ZaD^(m^2)bC+(2n^^i)cB+5rndJ' 
^     4ûjE'=^/7i— 5)AZ)-}-(a/w— 2)cC4-(3/»-^  \  '  / 

5aF=^/n— 4)A£4^2/7>— 5)cZ)4-(5m— a)JC4-(47?i^ 
etc. 

La  loi  de  ces  valeurs  est  facile  à  saisîr  :  tous  les.  cçefficîens,^jj  Ç, 
D y  etc.  seront  déterminés  lorsq[ue  u^  sera  connu;  mais  on  [."^oit.  qu^il. 
exprime  la  valeur  du  développement^  lorsque  j:=Oy  et  dans  ce  cas 
la  fonction  proposée  (a4-  ^^4*  cx^^  «&'  4*;  W  .)"  se  réduit  à  a"  :  on 
a  doniQ  'At=s,^.     '.'...,-.     v  -  .'  ^  h    ■  ^ 


-f-  fyneA 

.     +  4m«^  1 

+  5to/^  ] 

^4aE 

-f  5«F  j 

4-.5AZ> 

4-  4hS   1 

a*  +  acC 

>a;'  -1-  5cD    >x<4-etc 

-h  <w? 

1       -+:  adC-  ['•   '■ 

4 

1  ••+-  '^  )._  ; 
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Ett  cadcniant  d'après  cette  Tale«r^  celles  des  lettres  S,  C,p,  ete.^ 
on  trouvera  ficilement  qve   la  pcâssance  m  da  pdlynome • , 

a'^ifx  +  ca^  •+-  dx^  +  etc.  a  pour  expression 


'     1     .     a     .      3 


1 


+ 


1.1 

5  a*--' ci 


+ 

+ 
+ 


m(7n»-0(m~a)^^,^^,^ 


m(m — i) 
1    .   1 
mÇm^i) 


a^^bd 


Qm^^ 


m   _ 


+ 
+ 

+ 


t  • 


m(m— I  )(m— a)(m— 5)  ^.^4^^ 
9    •    3     .     j 
m(7n— 0(m— a)^,^^,^ 
1   .  a     .     1  . 
m(m— i)(w^'*^) 


1     .     a 
m(m— *i) 


a*-'ic*l +etc. 


rf-^&a 


'«i 


^o.  Motvre^  qui  a  le  premier  indiqué  ce  développement^  a  aussi 
donné  des  règles  pour  en  former  successivement  tous  les  termes;  mais 
elles  sont  peu  commodes  et  ne  reposent  que  sur  des  inductions;  je  ne 
XSL  y  arr&terai  point ,  parce  que  je  dois  exposer  dans  la  suite  des  pro- 
cédés plus  féconds.  Je  ne  puis  cependant  quitter  ce  sujet  sans  montrer 
sa  liaison,  avec  le  développement  de  la  puissance  m  eu  polynôme 
a+j3+7^4*cr+ etc.  y  dont  les  termes  sont  iadépendana. 

On  parvient  sans  peine  y  par  la  fi>rmitle  du  binôme  de  Pfewion  (Voyez 
le  CompL  des  Élém.  ^Aï^.  y  bu  plus  bas,  nC"  04) ,  à  prouver  que  tous  les 
termes  du  développement  de  (A+jS-f-TH-cT-f-etc.)*  se  tirçnt  de  l'expression 

n»(ni— 1) inw^vl -^\    «^^/j^  ,  r,     ^ 

i...l..ix..a.3...rx..a.^....Xetc.*'"'/^y'^'  etc, 

en  pre]aant  pour  q^  r^  Sy  etc.   tous  les  nombres  entiers  posîti&  (y 
compris  ^éro)  qui  satisfont  à  îçquation 

et  donnant  successivement  à  ri  les  valeurs  o,  i^  a^  3^  ete^  Maintenant 
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ti  on  fait 

le  pol3mome  à  dëyelopper  deviendra 

(a  -+-  &c  4-  ^^*  +  <^  +  etc.)"; 

Texpression  qui  comprend  tous  ses  termes  sera 

"*("^  — ^) • (m~n^+i)  ^-»/^^^,    ^  ^4.s,H-3/*...^ 

.i.â.3...9Xi.a-3...rX  i.a.5..  .j  X  etc.    • 

Mais  comme  on  se  propose  toujours  d'ordonner^  suivant  les  puissances 
de  Jc,  le  développement  cherché^  on  doit,  parmi  les  diffërens  termes 
ijue  donne  l'expression  ci«dessus^  rassembler  ceux  qui  sont  affsctés 
de  la  même  puissance  de  x  ;  c'est-à-dire  que  si  l'exposant  de  la  puis- 
sance dont  on  veut  avoir  le  coefSciént,  est  i»^  il  Êiut,  pour  trouver  les 
termes  dont  il  se  compose ,  donner  aux  lettres  ç,  r,  s,  etc.,  toiites 
les  valeurs  entières  et  positives  qui  rendent 

y  4-  ar  4-  5^  H-  €tc.  ss:  71 , 
et  déterminer  alors  n'  par  Téquation 

Voici  te  tableau  de  ces  valeurs  dans  les  premiers  termes  : 


pour    »  =  o ,    on  trouve      y  =  o,r=o,  ^  =  0,  elc.  «'  =  o 
n  s=z  i  y çr=i,r  =  o,5  =  o^.,../i'=i 

5  =  o  ^  . . . .  7î'  =  a 


n=3,  ^    '  ''     ^'  ' 


fy  =  3,/-=ro,f  =  o, .•..»'  =  5 


etc. 


Quand  on  a  déterminé  lès  exposans  des  lettres  a  ^  ^9  <^y  ^^c.  pour  chaque 
terme  5  le  coefficient  numérique  qui  doit  les  multiplier  s'obtient  tout 
de  suite  9  en  ayant  l'attention  de  supprimer  dans  son  dénominateur^  les 
acteurs  qui  se  rapportent  à  celles  des  lettres  7>  /">  ^>  etc.  qui  sont 
nulles^  ou  pour  mieux  dire^  qui  n'entrent  pas  dans  ce  terme.  Lorsque 
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«  =  3,   par  exemple 9  on  a  les  trois  termes 

7n(m— i)(m-a)^,3^3       m(m— i)^^^^^        -a»->i, 
i.a.3  '        1   .  1  '.      i  ' 

qui  multiplient  en  effet  x*    (page  5o). 

La  dif&colté  ne  consiste,  comme  Ton  voit,  qu'à  former  toutes  les 
combinaisons  de  nombres  entiers  et  positifs  qui  peuvent  satisÊure  à 
l'équation 

y  +  ar  -f-  S^  4-  etc.  s=  »  , 

suivant  les  diverses  valeurs  de  ri}  on  a  imagine  pour  cela  divers  pro- 
cédés dont  plusieurs  sont  très-ingénieux;  c'est  là  spécialement  le  but 
de  VAnaljse  combinatoire ,  dont  la  première  idée  appartient  à  Leibnitz^ 
et  qui  est  très-cultivée  en  Allemagne;  mais  on  s'en  est  beaucoup  moins 
occupé  dans  les  autres  pays ,  et  l'on  y  a  substitué  des  méthodes  plus 
analogues  aux  formes  du  calcul  analytique  {^). 

21.  La  plus  simple  de  toutes  les  fonctions  transcendantes  est  celle  qu'on 
a».  Des  fonc-  connalt  SOUS  le  nom  d! exponentielle j  et  à  laquelle  on  est  conduit  en  con«- 

^on*    transeen-  sidérant  la  relation  qui  existe  entre  un  terme  quelconque  d'une  progres- 
sion par  quotiens  et  le  rang  qu'il  occupe.    Si  l'on  nomme  a  le  premier 

poncnUdto!  ***  terme,  a  la  raison,  j  le  terme  cherché  et  x  le  nombre  de  ceux  qui  le  pré- 
cèdent, on  a,  comme  on  sait,^=aa';  et  dans  cette  équation,  oii  a  et  a 
sont  des  quantités  invariables,  pour^A^e  progression,^  est  une  fonc- 
tion de  a:,  et  réciproquement  x  est  une  fonction  de^;  mais  ces  fonctions 
sont  l'une  et  l'autre  d'un  ordre  supérieur  aux  fonctions  algébriques  ;  car 
pour  obtenir^,  il  faut  effectuer  un  nombre  indéterminé  de  multiplications 
et  mêmes  d'extractions  de  racines,  si  on  dônjie  à  x  des  valeurs  fraction- 
naires. L'équation  ^  =  fluz'  changeant  de  degré  à  chaqtie  valeur  qiie  prend 
Xy  Jean  BemouUi ,  qui  ^Êffi^sl  occupé  le  premier,  la  nomma  etf nation 
parcourante.  Quant  à  la  détermination  de  a:  en  ^,  elle  ne  peut  avoir  lieu 
qu'en  employant  les  logarithmes. 

Nous  allons  donner  les  moyens  de  développer  la  fonction/,  et  nous 
ferons,  pour  plus  de  simplicité ,  flt=i,  d'où  il  résultera /ss a'.  Nous 
supposerons  que  a*  soit  représenté  par  la  série 

jd^  4-  A^x  -}-  A^x*  H-  A^  -(-  etc. 

■■' I   ,■■     I   I  I    I      ,      I  ..        ,   I      ■  II...  I  I      ,  ■ II,..  .  I  ,,.        tinmummm    ^  ^     h     i  — ^ 

(^)  £a  effet,  Y  Analyse  combinatoire  ne  parait,  à  Tigard  des  piii8daiice$  des  poly- 
nômes^ que  ce  qa*était  le  TrianeU  arithmétique  de  Pascal  ^  à  l'égard  de  celles  des 
bmomes  \  mais  on  n* a  point  encore  pour  les  premiers,  1  equiralent  de  la  formule  donaée 
par  Nevton  pour  les  seconds.  (  Voyez  le  Discours  préliminaire.  ) ' 
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A^y  jâ^j  À^y  etc.  sont  des  coefHciens  indépendans  de  j:r,  et  les  chiffres 
inférienrs  o^  1 9^9  ^tc.  marquent  Fexposant  de  la  puissance  de  x  qui 
multiplie  la  lettre  à  laquelle  ils  sont  attaches  ;  ainsi  A^  sera  le  coeffi- 
cient de  af.  Cette  notation  ^  qui  d'abord  parai^  un  peu  compliquée , 
est  néanmoins  très-commode  y  et  très-propre  à  faire  reconnaître  la  loi 
qui  règne  entre  les  valeurs  des  coefficiens. 

On^demandera  peut-être  quelle  considération  a  déterminé  le  choix 
de  la  série  ^  et  pourquoi  elle,  procède  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  a;  :  il  sera  fitcile  de  répondre  à  ces  questions.  En  effet  la  fonction 
a*  devient  égale  à  Tunité   lorsqu'on  y  fait  a:=:o,  et  si  on  eût  supposé 

à  la  série  la  forme  suivante  -^o  H ^  *+"  ^  "+"  ^*^*  9  ^^  ^^^^  ^^  ^^^ 

la  même  circonstance  tous  les  termes  de  cette  série  seraient  devenus 
infinis;  elle  n'aurait  donc  pu  représenter  la  fonction  proposée.  En  gé- 
néral^ si  la  forme  de  la  série  ne  convenait  pas  au  développement -cher- 
ché y  le  calcul  conduirait  à  des  relations  contradictoires  entre  les  coef- 
ficiens. Il  suit  de  là  que  pour  pouvoir  compter  sur  les  résultats  de  la 
méthode  des  coefficiens  indéterminés  que  nous  employons  ic!^  il  faut 
s'êti^e  assuré  qu^on  ne  rencontrera  pas  de  semblables  relations ,  quelque 
loin  qu'on  pousse  le  calcul  ;  or  c'est  ce  dont  on  ne  saurait  répondre  y 
dans  le  cas  où  la  série  est  infinie  y  que  lorsqu'on  peut  assigner  la  loi 
que  suivent  ses  termes. 

Cela  posé^  si  x  devient  ar-j-M,la  fonction  a*  se  changera  en  ar^% 
mais  puisque  les  coefficiens  A^y  A^y  A^y  etc.  sont  indépendans  de 
toute  valeur  particulière  de  a: ^  il  fiiut  qu'on  ait  également 

u'  =  -^o  -f*  A^x  -f^  A^x*^  -f-  A^x^  +  etc. , 

tf«  =  ^o  +  A,u  4-  Aju^  +  A^v?  4-  etc. , 
enfin 

a^«  =  ^.  -f-  A^x  -j-  «)  -|--^.(x+tt)*  H-  A^ix^u)^  4-  etc.  ; 

et  à  cause  de  û'x^"  =«*"*"">  il  faut  que  le  produit  des  deux  premières 
séries  soit  égal  à  la  dernière.  Pour  ordonner  les  différens  produits  par^ 
tîels,  il  suffira  de  reculer  d'un  rang  à  niesure  qu'on  changera  de  mul- 
tiplicateur dans  la  seconde  série^  et  de  placer  dans  une  même  colonne 
tous  les  termes  résultans  d'une  même  puissance  de  (jc+a)  dans  la 
troisième  série  ;   on  aura  ainsi 
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A.  A.  +  A^A^x  4-  A^A^x^    H-  AoA2;t^    +  A^A^x^    4-  etc. 

+  y^,.r^o«  +  A^A.ux   4-  A.A^ux^'  +  A^A^ux^  +  «le. 

4-  A^A^u^    4-  A^A^u^x  4-  A^A^u^x*'^  etc. 

^  4-  J^Aju?    4-  A^A^i^x  4-  etc. 

4-  A^AjLL^     4-  etc. 

^,  4-      ^,0:  4-       u^^    4-      /^sjc^    4-      -^4^^     4-  etc. 

4-      -^iW  4-     ^Ajux  4-    "^A^uoi^  4-  4^4"»^'  4-  etc.   • 

4-      ^^u*    4-    ZA^^x  4-  6A^u*x*  4-  eti:. 

4-    >i^3a'     H-  /iA^u^x  4-  etc. 

4-      -^^M*    4-  etc. 

Cette  équation  devanJt  avoir  lien  quels  que  soient  z^  et  Xy  il  s'ensuit 
nëcessairement  que  ces  quantités  ne  doivent  pas  entrerons  la  déter- 
mination des  coefficiens  ^  et  que  par  conséquent  chacun  des  termes  du 
premier  membre  doit  .être  détruit  par  celui  qui  lui  correspond  dans 
Fautre  membre;  on  aura  donc  A^A.  ^=^A^ ,  ce  qui  donne  A^^=ip  va- 
leur qu'on  mettra  partout  au  lieu  de  A^  et  .qui  dispensera  d'écrire  cette 
lettre  dans  lès  termes  où  elle  se  rencontre.  Il  résultera  de  cette  omîsi- 
sion,  que  la  première  ligne  du  premier  membre  sera  identique  avec 
bt  première  du  second  membre  ;  ce  sera  par  conséquent  dans  la 
deuxième  que  nous  chercherons  les  équations  qui  donne^t  les  coef&cien&^ 
et  nous  aurons 


Al  »-.    Al     J  I     .Al  s= 

AiAi  =:  2A^    I  \    A^  =z      ^  ^ 

AiA,  =  SAs     )  *^^  on  tire  /     j^  —  ^Jl 


1 


etc.  J  [   tjetc* 


1  .a. 3 
i.a.3  4 


et  en  génécal 


AiAfit^i  =  mAj^y  Af^  z^ 


1  .^.3. ..  .01 


X^es  coefficiens  étant  tous  déterminés  par  ces  équations^  à  l'exception  d|i 
deuxième  y  ^,  ^  il  s'ensuit  que  si  la  forme  que  aous  avons  supposée  au 
développement  de  a*  est  légitime,  la  troisième  ligne  du  premier  membre 
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et  les  suivantes  doivent  devenir  identiques  d'elles-mêmes  avec  celles 
qui  leur  correspondent  dans  le  deuxième  membre  (*). 

Pour  vérifier   cette    condition   nous  prendrons ,    dans  le   premier 
membre ,  un  terme  quelconque  iTjc"  ;  son  coefficient  sera  évidemment 


A^A^  ou  — -^ X g-    ■  = "— .  Le  même  terme 

z^jcr"  faisant  partie  de   la  puissance  fn-f-^  de  x^Uy  dans  le  second 
membre^  a  pour  coefficient 

i.a.5 n  ' 

mais 

^-^-  —  i.a.3./.w(/n4-n)  '      . 

substituant  cette  valeur  et  effaçant  les  facteurs  communs  au  numéra- 
teur et  au  dénominateur 5  savoir  :  tous  les  nombres  depuis  m^n\\3i%^ 


(^  J'àaraîr  pu  me  dispenser  de  faire  la  vérification  indiquée  ;  car  ayant  effacé 
de  part  et  d*autre  ^  dans  la  première  équation ,  les  termes  identiques ,  et  divisé  en- 
suite les  deux  membres  par  u,  j*aurais  trouvé 

A^  +    A\x  +    AxA^x^    +    AiA^    +  etc.  \ 
+    A^u  -f-    A^AïUX   +    A^A^ux*  -f-  etc.  \  =ai 
+    etc.  3 

Al  +  aAaPO  +  3-^3JC*  +  4^iX^  +  etc. 
+  A^u  +  3^3ux  +  GA^xx^  +  etc. 
+    etc. 


( 


mais  comme  cette  équation  doit  avoir  lieu  quel  que  soit  u^  on  pfot  y  faire  i/=0| 
alors  chacun  de  ses  membres  se  réduit  à  la  première  ligne ,  et  Ton  n*a  que  les  équa- 
tions trouvées  plus  haut.  Cependant,  quoique  cette  marche  soit  plus  courte  que  celle 
que  f  ai  êtnvie ,  pai  cru  devoir  préférer  la  dernière ,  parce  qu'elle  ne  laisse  rien  à 
dMiitir  tfot  l'SMfttitude  du  développement,  et  que  pat  cette  raison  elle  satisfera  da* 
fantage  ceiU  qm  u^oot  pa  «noore  fuw  grand*  habitude  de  Tanalyse.  •   - 

Ce  que  je  viens  de  dire  s'applique  également  aux  numéros  3/  et  38  ,  et  je  me  £f> 
penserai  de  le  répéter. 

J'aurais  pu  partir  aussi  d'une  propriété  plus  simple  pour  déterminer  le  développe** 
ment  de  a^ ,  employer,  par  exenj^Ie,  Téquation  «"so'Xtf*;  mais  l'équation 
a*  X  a^=ia"^ ,  qui  comprend  la  précédente  ;  est  plus  générale,  et  renferme  toutes 
les  propriétés  dont  la  fonction  a'  est  susceptible ,  perce  qu'elle  en  exprime  la  définition 
la  plus  étendue ,  et  la  seule  qui  préseate'  uM  «eus  lorsque  la  variable  x  est  imaginaire. 
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qu'à  m^i  inclusivement 9  on  a  pour  résultat 

A,- 


1  .fl.3. . .  .71.1.3.3. . .  .m' 

c'est-à-dire  le  même  que  précédemment.  L'identité  est  donc  démon* 
trée,  et  nous  pouvons  en  conclure  que  j 

0»=:  I  +  ^4-i^^  H-iliî^lH- etc. 
•       1      *     i.a      '    i.a.3 

5221.  Il  reste  encore  à  déterminer  J^  :  pour  cela  nous  ferons  ^=^  9  ^t 
nous  aurons 

1 
«^«=i4.i+-LH — L^H — ^—.4.  etc. 

série  9  dont  la  convergence  devient  de  plus  en  plus  rapide^  puisque  le  rap- 
port des  termes  consécutifs  diminue  sans  cesse.  En  la  poussant  jusqu'au 
dixième  terme  ^  elle  donne  2^7182818^  et  en  désignant  par  e  sa  valeur 
exacte^  dont  on  peut  approcher  aussi  près  que  l'on  voudra^  il  viendra 

I 
a^'  ==  e. 

Prenant  le  logarithme  de  chaque  membre  de  cette  équation^  on  ob- 
tiendra 

-l.la=U,       d'où       ^.=|2; 
et  avec  cette  valeur  de  A, ,  on  trouvera 

'    lei    *    \le/    i.a    '    \lc/ i.a.3    '       , 

Ce  développement  se  simplifie  quand  on  prend  les  logarithmes  dans 
le  système  dont  la  base  est  le  nombre  e,  puisqu'alors  le=i;  et  en 
distinguant  par  la  caractéristique  Y  cette  espèce  de  logarithmes^  il 
vient 

0-  =  !  +(!'«)?  H-(r«)-:^4-(l'«)'7~3+  etc. 
Enfin  si  Ton  suppose  ac=se,  on  a  simplement 
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Les  diverses  séries  rapporlées  cirdessus  finissent  toujours  par  de- 
venir convergentes^  quelque  valeur  que  l'on  donne  à  x ^  car  dans  la 
série 

qui  les  comprend  toutes,   deux  termes  consécutifs  étant  de  la  forme 

leur  rapport  sera  -^qj-J   or  en  prolongeant  la  série,  on   doit  néces* 

sairement  rencontrer  un  terme  dans  lequd  le  nombre  n-f-i  surpassera 
la  quantité  A^x;  et  a  partir  de  ce  terme,  la  série  deviendra  de  plus  en 
plus  convergente. 

^5.  Voici  une  propriété  bien  remarquable  du  développement  de  «*• 
Puisque  (a*)*  =  a"^,    il  s'ensuit  que 

(,'  +  —  -'— TT +7X3  +  ^^0 
s=  1  H- -^  + -^-^ +-j-^3- 4- etc.  , 

et  Ton  obtient  ainsi  avec  la  plus  grande  facilité  le  développement  d'une 
puissance  quelconque  de  la  série  qui  exprime  a*,  développement  qui 
serait  très-long  à   calculer  par  les  formules  du  n*  ig. 

24«  Le  développement  de  e*  (513)  conduit  aussi  très-simplement  à  l'ex- 
pression du  terme  général  de  la  puissance  m  d'un  pol3mome  quelconque. 
Soit  rt4-/3  +  >4-cr-f-«-+-etc.  ce  polynôme;  si  Ton  substitue  àjtr  la 
quantité  (a  +  /3-j-  j'  +  «T. . .  )x^   on  aura  d'abord 

et  remplaçant  les  exponentielles  par  leurs  développemens,  on  formera 
l'équation 
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=  (-+?+^+-^  +  --) 

X  etc. 
Le  terme  général  du  premier  membre  étant 

1  .a.  . .  .m  ^ 

il  faudra  9  pour  obtenir  les  termes  correspondans  du  second  membre  , 
choisir  dans  le  produit  indiqué  j^  cfeux  qui  sont  affectés  de  la  puissance  m 
de  a:  ;  or  un  terme  quelconque  de  ce  produit  sera  composé  de  £aicteurs 
pris^  un  à  un*^  dîm»  ehacune  dies  séries  dont  la  mtdli^ifeation  est  indi-> 
quécj-  et  sera  par  conséquent  de  la  forme 

i.a.3,../)  ^  i,a,3.,.ç  ^  i  .â.3. . .  r  ^  i.a.3...^  ^  ^^  ^ 
qui  revient  à 


i.a.3...pX  i.a.3t,.9X  i«ar3v..f*X  i.a.3..  .^Xetcv  * 
ainsi  reilà'étâblê  des  côniiblbàîsôh^  dâids  ièsqùelles  On  ailra 

/^  +  y  -Hrrf-^4-  etc.  ?=/?i, 
donnera  tous  les  termes  affectes  à,e  af  ^  et  sera  par  conséquent  le  dé- 
télof^^iùèht  de  <^'>-g-^>'^^+^^'>^",  fih  tttui«f»liaAt  très  tetthéfe  pai- lé 

produit  1 .2.3. . .  .z?]^  on  aura  le  développement  de  (fit+jS-j-j.-l-cr+etc,)'"; 
ce  dernier  résultera  donc  de  l'expression 

1  .a.5 mtf^jgy^.etc. 

i.a.3...pXi.a-3..  .^X  i.a,3. .  .rX  i.a.3. .  .^Xetc.  * 
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^«s,  jeu  coomiençiint  {^r  isero^  qui  peu^^ent  satisÊdre  à  réo[tt{i^^ 

Cette  msaïij^£  d'o}>i^ir  le  tonne  générçil  de  la  puissance  indëfinie  du 
polynôme ,  est  duie  à  M.  Lagrange«  Elle  suppose  que  llexposant  m  est 
entier  et  positif;  mais  pour  Téteudre  aux  autres  cas^  il  suffit  de  décojp-  * 
poser  le  polynôme  en  deux  parties. 

En  l'écrivant  ainsi  : 
on  tire  d'abord  d«  la  forn^ule  du  biqome^  la  s^e 

dont  le  terme  giénëral  est 

«(m^iK^^)  y  '  (-^^±1^  a--^(  ^  +  >  +<f  H^  etc./  >  >  >  >  (  0 

et  on  le  no9)}>i$  jt'  est  entier  et  pasiljif  ;  le  tecœe  gfénéirâ}:d|i  polynôme 
(l8+>"+-J^  +  etc.)'^,  sera  donc,  d'après  la  dernière  formule  de  la  page 
précédente  9 

•      1.9. S.... n'^iyS'. etc. 
rTa.S^.  ,.7X  i.ai-3...rx  i-p.3...j  X  etc.  * 

SOUS k coiidrtî^4^^  ^fff- Ti-jr s ff- etp. ç;: /f'  :  Biotï  U  mct^Q^  htov^ 
nmle  (i)>j8n  obsorrai^/de  sapprioler  Jes  Êicteurjs  a^2^Z^^^n'^A>opàmviVS' 
au  numérateur  et  au  dénominateur^   on  aura  l'expression 

i.a*.3...<yXi.a.3...rX  i..24.3"-..JXetc.     ^ 

employée  déjà,  n""  20,  et  dans  laquelle  il  faut  remarquer  que  les  exposans 
fractionnaires  ou  négatifs  ne  ^porteront  que  su;r  le  premier  terme  «  du 
polynôme  proposé.  ' 

a5.    Puisque   ^i  =» '^,  si^  j^Wjuvait  trouver  une  ^exprpstiofi  .de  ^.   iWTdoppcmmi 
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def  foucdom     qui  ne  contiirt  que  des  ternies  algébriques  eu  a  ^  on  aurait  par  là  le  dé* 
Fonction»  i<>.  vcloppeirient  de  la  fonction  logarithmique;  mais  en  faisant  «==  i  -f-i, 
firithmi^pefc     la  fouctiou  a*  devient  (i  -j-  i)*,  et  peut  se  développer  par  le  moyen  de 
la  formule  du  binôme  ;  on  a  alors  : 

I  i.a  i.a.3  .i.a.3.4 

Pour  comparer  ce  déyeloppemeut  à  celui  que  nous  avons  trouve  , 
n"  ai ,  il  faul  l'ordonner  par  rapport  aux  puissances  de  xj  ce  qui  lui 
donner^  la  forme  suivante  : 

,  +  {  i  __  _  4.  _  _  _  4.  etc.  I  a: 

+      etc. 

La  loi  du  coefficient  de  x  est  facile  à  saisir;  et  comme  c'est  le  seu} 
dont  nous  ayions  besoin  pour  déterminer  ^1 ,  nous  aurons  sur-le-champ 

j^t  =0 -!--=• j+etc. ,  ou  en  mettant  au  lieu  de  b  sa   valeur 

^,  =  . -  . -fc^  +  iï^ll' - ^*  +  ,te.; 
et  de  là  on  tirera 

Li=le{  (a_i)_i-_i  -}-Su^_i_i^etc.|. 

Cette  série  n'est  convergente  que  dans  le  <ïas  où  la  quantité  d^^  i 
est  très"petUe;  mais  on  peut  toujours  la  rendre  telle  par  un  artifice  très* 

simple.  En  substituant  \/a  au  lieu  de  ay  il  viendra 

1  C/^=l.  {(  V^i)~L%:lIV  %:!>! -Lê^^ 

mais  on  sait  que  la:=zml\/a  :  on  aura  donc 
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or  en  prenant  pour  m  tin  nombre  de  plus  eu  plus  grand,  on  peut  faire 

ensorte  que  \/a  drfiere  aussi  peu  qu'on  voudi'a  de  Tunîté;  et  comme  la 

m 

quantité  \/â —  i  diminue  Bien  plus  rapidement  que  m  n'augmente,  Fex- 
pression  de  la  peut  devenir  aussi  convergente  qu'on  le  voudra. 

Pour  rendre  les  opérations  plus  faciles,  il  faudra  choisir  le  nombre  m 
pamiiceux  de  la  progression  2,  4>  ^>  ^^9  52,.  ...a",  afin  de  n'avoir 
que  des  racines  quarrées  à  extraire.  Il  est  à  remarquer  qu'on  peut  tou- 
jours faire  ensorte  que  le  premier  terme  de  la  série  proposée ,  donne 
une  valeur  suJÛSsamment  approchée  du  logarithme  de  a.  En  effet,  si  on 
prend  l'exposant  n  assez  considérable  pour  qu'il  y  ait  entre  l'unité  et  le 
premier  chiffre  significatif  de  la  racine  extraite,  au  moins  autant  de  zéros 
qu'on  veut  avoir  de  chiffres  décimaux  dans  le  jrésultat  final,  le  quarré, 
contenant  un  nombre  de  décimales 'double  de  celui  de  sa  racine,  tom* 
bera  hors  des  limites  qu'on  s^est  prescrites. 

Soit  pour  exemple  a  =10:  Briggs,  en  extrayant  54  fois  de  suite  Uj 
racine  quarrée  de  ce  nombre ,  a  trouvé  pour  résultat 

1,00000  00000  00000  12781  9149^  20o5a  55  : 

si  on  retranche  l'unité,  il  viendra  une  fraction  telle  que  le  premier  chiffre 

m 

significatif  de  son  qnarré  aura  5i  zéros  avant  lui;  la  quantité  \/a —  i  , 
donnera  donc,  dans  ce  cas,  les  5i  premiers  chiffres  «décimaux  de  la 
valeur  de  toute  la  série  ;  et  quand  le  nombre  mie  y  par  lequel  il  faut  la 
multiplier,  aurait  20  chifires  dans  sa  partie  entière,  les  11  premiers 
diiffires  décimaux  du  produit  seraient  encore  ceux  de  la  valeur  exacte  de 
la;  sur  quoi  il  faut  observer  que  /w,  qui  est  ici  2^*,  n'a  que  17  chiffres,  et 
que  dans  le  système  des  logarithmes  ordinaires,  le  est  une  fraction. 

26.  M.  Lagfange,  qui  le  premier  a  donné  la  série  précédente ,  a  encore 
remarqué  qu'on  peut  en  déduire  une  autre  dont  tons  les  termes  soient 
de  signe  ^^  en  prenant  m  négative,  puisque 


V^— lî 


et  que  quand  a  surpasse  j,  on  a  V'ûî  >  i ,  et  ~  <  i.  Par  ce  changement; 
I.  6 
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et  en  observant  que  la=: — ml  \/a ,  on  obtient 

Cette  dernière  série  présente  immédiatement  une  limite  de  la;  car  ton» 
tes  termes  étant  additifs,  il  s'ensuit  que 

-  k  >  ;»1« /i  — . -^  Y 

'  La  lîmîte  en  sens  contraire  se  conclut  de  lautre  série,  en  faisant 
attention  que  puisque  ses  termes  sont  décroissans,  le  second  qui  est 
Ae'gatif,  combiné  avec  le  troisième^, qui  est  positif,  donnera  nécessai- 
rement un  résultat  négatif;  qu'il  en  sera  de  même  du  quatrième  et  du 
cinquième,  et  de  tous  les  autres  termes  de  la  série  réduits  deux  à  deux 
de  cette  manière;  le  premier  est  donc  à  lui  seul  plus  grand  que  la 
vraie  valeur  ;  ainsi 

la<wle(V/a — i). 
La  différence  entre  les  deux  limites  de  k  est 

et  peut  être  rendue  de  plus  en  plus  petite,  à  mesure  que  Ion  augmente 
le  nombre   nu 

^7.  Pour  que  \a  soit  déterminé,  il  fitut  faire  une  hypothèse  sur  le. 
La  plus  simple  sans  doute  est  de  prendre  le  =  i ,  auquel  cas  on  tonab« 
sUr  l'espèce  particulière  de  logarithmes  indiquée  ci-dessus  (32)  par  la 
caractéristique  \  et  nommés  jusqu'ici  logarithmes  hyperboliques  ,  parce 
qu'on  peut  les  déduire  de  la  quadrature  des  espaces  compris  entre  Thy- 
perbole  équilatère  et  ses  asymptotes  ;  mais  cette  dénomination  est 
vicieuse,  Ciu:  on  peut  également  tirer  de  la  quadrature  de  l'hyperbole  en 
général ,  tous  les  systèmes  de  logarithmes.  11  serait  donc  plus  convenable 
d'appliquer  aux  premiers  le  nom  de  l'inventeur ,  et  de  consacrer  ainsi  la 
mémoire  de  celui  qui  a  rendu  un  aussi  grand  service  aux  Mathématiques  : 
on  pourrait  les  appeler  logarithmes  de  Pf  épet ,  ou  logarithmes  Népériens. 
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..  firîgfg»  changea  le  système  de  logarithmes  adopte  par  Nëper ,  et  pour 
•e  conformer  à  celui  de  la  numération  y  il  établit  pour  base  le  nombre  to| 
il  eut  donc  alors  lio:=si  :  mais  en  se  bornant  au  premier  terme  de  la 

série ,    on  trouvera   1  ^  = ;  et  mettant  au  Heude  a  le  nombre 

10  y  il  viendra  le  = ^ r-. 

m^y/Tô  —  i) 
On  a  vu  précédemment  que  Briggs  avait  extrait  cinquante^quatre  fois 
de   suite    la   racine   qiiarrée  du  nombre    10 ;    p<ir  conséquent^  il    eut 

TO  =  2"  =  2^^y  et  pour  trouver  le  quotient  t; >  il  divisa  lunité  cin- 
quante-quatre fois  de  suite  par  a,  ce  qui  lui  donna 

0^00000  00000  00000  o555i  ii5ia  3 1^57  827. 

Substituant  cette  valeur  au  lieu  de  —ainsi que  celle  de  \^y  que  nous 

avons  rapportée  plus  haut,  on  aura,  en  supprimant  dans  le  nimiérateur 
et  dans  le  dénominateur  y  quiûze  zéros  : 

1  o,555i  ii5ia  3ia57  827  ,-,        .,«  ^  ^     m 

'  ^'=  liayS.  9.493  «oo5a    35  =  ^^'^'^^^  944»^  905^5  i8.     . 

Ce  nombre  est  celuî^par  lequel  il  faut  multiplier  les  logarithmes  cal- 
cnlét  dans  l'hypothèse  die  le=i^  pour  avoir  ceux  de  Briggs,  ou  de^ 
Tables  ordinaires. 

Si  au  contraire  on  voulait  passer  des  logarithmes  tabulaires  à  ceux 
de.Néper,  il  faudrait  diviser  les  premiers  par  le  nombre  que  nous 
venons  dç  trouver^  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  multiplier   par 

T-  =  a,5oa58  Sogag  ^o^5.  U  est  bon  d'observer  que  ce  dernier  résul- 
tat n'est  autre  chose  que  le  logarithme  de  lo  dans  le  système  de  Népei*; 

car  en  faisant  le^sz  i  on  trouve  rios=m(  v^io— i),  ce  qui  est  préci- 
sément l'inverse  de  la  valeur  ironvée  précédemment  pour  1  e, 

D«^$  ^pdlque  ayistème  que  ce  soit,  1#  est  désigné  par  le  nom  dd« 
TilOiM^ ;  o^Uls  le  MprésenteroM  en  général  par  M*,  et  puisque  dans  le 
système  de  Néper  on  a  M=siy  nous  en  condorons  la-:^MÏay  o« 

illfsjr-.  Il  «suit  de  laque  pour  trouver  ie  module  d'un  système  quel-^ 

conque  de  logarhknea^  il  ÊmX  évalutt  le  rapport  qu'ont  entre  eux  les 
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logarîdimes  du  même  noinbre>  calculés  l'un  dans  ce  système^  et  Tautre 

dans  celui  de  Néper. 

Pour  calculer  le  logarithme  de  2  y  Briggs  chercha  celui  de  1^024^ 
nombre  qui  est  égal  à  la  dixième  puissance  de  2  divisée  par  1000^  parce 
que  rextraCtion  des  racines  de  Fun  lui  parut  plus  facile  que  celle  de 
Fautre.  Ayant  pris  47  fois  de  suite  la  racine  quarrée  de  1^024  >  il  opéra 
sur  le  résultat  comme  sur  celui  qu'A  avait  déduit  du  nombre  10,  et 
parvint  ainsi  au  logarithme  népérien  de  1^024  >  qu'il  multiplia  ensuite 
par  le  module^  et  dont  il  tira  facilement  le  logariàime  de  2,  en  obserr 

vaut  que  1,024  = •  Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  l'exposition 

des  calculs  de  Briggs,  dont  nous  n'avons  voulu  donner  qu'une  légère  idée. 

28.  Si  dans  la  série  qui  exprime  la  valeur  de  a*  (21)  on  met  au  lieu 

Itt 

M 


de  Vu  sa  valeur  ^ ,  elle  deviendra 


résultat  qui  s'étend  à  un  système  quelconque  de  logarithmes. 
£n  faisant  x:=i  on  trouve 

-  =  ■  +©  +  :x(5)'+TX5:(B)'+7^fô'  +  «- 

Cette  suite  donne  le  nombre  a  y  lorsqu!on  connaît  son  logaridioie  et  le 
module  du  système  auquel  il  appartient. 

2g.  Nous  allons  maintenant  passer  aux  principales  transformations  que 
Fon  a  fait  subir  a  la  série  qui  exprime  la,  pour  la  rendre  plus  convergente 
et  par  conséquent  plus  propre  à  la  construction  des*  Tables  de  loga— 
rithraes. 

Soit  d'abord  a:=i^u;  il  viendra  . 

série  qui  est  assez  commode  pour  calculer  les  logarithmes  des  nombres 
très-peu  diflerens  de  Funité.  Quand  u==  i ,  sa  marche  est  si  lente,  qu'il 
faudrait  calculer  un  gi^and  nombre  de  termes  pour  arriver  à  un  résultat 
vûà  peu  exact  ;  car  alors. 

I(i^^i)=:l2=Ar(i-^H:.|-i+etc;)^ 
et  ^  on  fait  il/=:  i ,  iF  vient  Fa=;i  — f  + 1 — |-f^  etc*     . 
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Ea  mettant  ^r^u  'k  la  place- de  u,  dana  rexfiurdMiofi  poicédênU  de 
l(i  4-w),  on  trouve 

d*où  on  tire 

l(i+»)-l(i-«4)^l(f±5)=3iïf(«+|'-|-^+etc.), 

série  dont  la  marche  est  plus  rapide  que  celle  dé  la  première. 
Soit  fait  ' — îic=«:  pn  aura    • 

Z  —  1 

''     u=iif{(^)+i(i^y+-(î=i)'+«o.}.     .; 

Si,  pour  donner  un  exemple^. on  pose,  ;5=:i2^  il  viendra 

I:.  =  :.i»f{J+g-^+5^+^+etc.}, 

série  beaucoup  plus  convergente  que  celle  que  .nous  avions  obtenue 
d abord.  .  . 

Lorsqu'on  évalue  en  '  décunales  ^  cbacune  des  fractions  qui  la  com«: 
posent  j  on  trouve^  en  se  bornant  à  sept  chifires  décimau;c^ 

1:2  SE  0^693 147^  M; 

et  dans  le  cas  où  ilf =s:  i>  il  vient 

J'a  5=  0,695147:^. 

Pour  connaître  M  y  relativeinent  au  système  de  Briggs,  il  suffit  de  cal^ 
culer  le  logarithme  népérieti  de  10  et  de  le  comparer  à  l'unité  qui  dé- 
signe le  logarithme  du  même  nombre^  d'après  Briggs:  or  la  série  pré^ 
cédente^.  eu  y  disant  z:stiOy  donne 

série  qui  est  encore  convergente,  mais  moins  que  la  précédente;  c'est 
pourquoi  j'indiquerai  une  autre  voie  pour  arriver  plus  promptement  au 
Tio,  lorsque  j'aurai  fait  quelques  remarques  sur  l'expression  de  Ui^ 
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5o.  n  &ùt  d'abord  observer  qu^  la  conrergeiicc  de  eette  dërie  dimi- 
nue à  mesure  que  z  augmente,  parce  que  la  fraction  *~*   approche 

de  plus  en  plus  de  deTenîr  ëgde  à  IHmité,  vaieièr  siBriaquelle  on  tombe 
en  Élisant  z  infini  (i3).  Il  suit  de  là  que  la  série 

••4 

qu'on  trouve  en  faisant  .     < 

répond  an  logarithme  d'un  nombre  infini  ^  et  a  par  conséquent  une  ra^ 
Ipur  infinie.  ** 

La  série  i-i^x+î  +  f  -+■«*€.,  pW  p»  la  seule  s&ie  décroissante 
dont  la  somme  n'ait  aucune  limité  :   celle  qui  suit  : 

est  encore  dans  le  même  cas  (♦) ,  ainsi  que  Ton  peut  s'en  convaincre 
en  faisant  attention  qu'elle  résulte  4e 

.     !(,««)==:- i|f(«  +  ^+ «Vf, 4- etc.), 

lorsque  l'on  fait  a=  i,  -Jf=i,  et  qu'elle  répond  k  — l'o;  or  on  sait  que  le 
logarithme  de  o  est  infini  négarttyement^  dans  les  systèmes  dont  la  base 
surpasse  l'unité.  (Élém.  Jt Algèbre.) 

On  parvient  immédiatement  à  cette  conclusion  par  la  série  qui  ex- 
prime F(ï— w),   en  y  suppl>çant  i-— usas-^,   ce   qui  donne 

1         z  —  1 


car  r  -  étant  ^-\^Zy  devient  infiai  négativement  <|«a»d  «  est  infini  ;  mais 


(^)  On.  la  nopime  série  harmonique^  parce  qu*oa  en  fait  quelqu'utage  dans  le  caictd 
des  yibrationt  dei  cordes  ^onorei. 


Digitized  by 


Google 


INTRODUCTION:  47 

alors  la  série  se  chaoge  en'         -  . 

cette  dernière  n'a  donc  aucune  limite.  >   .  . 

Uoe  conséquence  .assez  importante  se  présente,  ici  ^  c'est  que  toi^t^ 
série  dont  les  termes  décroîtront  plus  rapidement  que  cexix  de 

aura  nécessairement  une  limite;  car  l(-j  étant  une  quantité  finie >  tant 
que  z  n'est  pas  infini^  il  faut  nécessairement  que  la  suite  des  fractions  ^ 

qui  forme  une  série  convergente  et  susceptible  de  l'application  du  procédé 
iadîqaé  dans  le  n""  g,  ait  une  limite ^  quelque  approchante  de  l'unité  qa« 

soit  d'ailleurs  la  fraction  ^~\ 

» 

5i.  Pour  retourner  à  mon  sujets  qui  était  d'obtenir  les  logari{)imes 
des  nombres^  par  des  suites  d'autant  plus  conrergenteS'que  ces  nondbres 
sont  plus  gran<k^  je  ferai  en  premier  lieu , 

-i— :=—  dOU         a=5: — r— , 

M 

a  .    Im  +  n    *    o\m+n/    '    5\m+/i/   .'  j  '      . 

à  cause  de  1  — =  lm  — 1/^•  on  tire  de  là 

lm-l;^  =  :i^f  Î^+K^y-+-K^y+  ^*^-}  > 

série  qui  fera  connaître  la  différence  de  deux  logarithmes  par  le.mojen 

de  la  somme  et  de  la  différence  des  nombres  auxquels  ils  appartiennent. 

En  écrivant  n+Zy  au  lieu  de  m,  le  résultat  ci-dessus  prend  la  forme 

f t  quand  zz=:i ,  il  devient 

U«+0  =  J»+2^{^+3\-^.+|^;^.+  etc.}-, 
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séries  d'autant  plas  convergentes  que  nest  plu&  grand.  La  seconde  donn^ 
avec  beaucoup  de  facilité  les  logarithmes  des  nombres  consécutifs ,  et  oa 
peut  l'appliquer  utilement  a  la  recherche  du  module.  En  y  faisant  d  abord 
n=i,  on  trouve  pour  I2  la  même  valeur  que  dans  le  n*  29;  mais 
comme  en  doublant  le  logarithme  de  a  on  a  celui  de  4>  on  peut  prendre 

n:s:4y  et  il  vient  -— r—  =  -  ,  d'où 

série  très-convergente.  Ayant  calculé ,  par  son  moyen,  le  logarithme 
népérien  du  nombre  5,  on  y  ajoutera  celui  du  nombre  2^  et  on  aura  le 
logarithme  népérien  de   10. 

Quant  à  la  série  ^ 

)(»+»)  =  U+  ^  {^.  +^  (^J+5(.-^)+  «'"•}  ' 

elle  est  ^ès-propre  à  calculer  le  logarithme  d'un  nombre  qui  sort  des 
limit(f^  des  Tables. 

^  En  effet  supposons  que  ces  Tables  ne  comprennent  pas  les  nombres 
au-dessus  de  xoooo ,  et  que  Ton  demande  le  logarithme  de  i25a85 ,  il 
&udra  décomposer  ce  nombre  en  deux  parties,  dont  Tune  se  trouve 
dans  les  Tables,  ce  qui  peut  se  faire  en  le  considérant  comme  ia5200+85, 
puisque  le  logarithme  ordinaire  de  laSa  donne  immédiatement  celui  de 
i35200:on  prendra  donc   n=:i2i5200,  et  js=s83.  La  série  procédera 

alors  suivant  les  puissances  impaires  de  ■  v  ^g ,    fraction   plus    petite 


32.  L'expression  de  1  —  qui    dépend    des   puissances    impaires    de 

— ^  est  la  source  d'un  nombre  indéfini  de  formules  propres  à  calculer,* 

par  des  approximations  de  plus  en  plus  rapides,  un  logarithme,  au  moyen 
de  plusieurs  de  ceux  qui  le  précèdent.  Ces  formules  s'obtiennent,  ainsi 
qu'on  va  le  voir,  en  prenant  pour  m  et  pour  n  des  fonctions  qui  se 
décomposent  en  facteurs. 

Soit  d'abord 


m\ 


:a:*,      w=(a: — i)  (jc+i)  =x»— i; 
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ilTieddm     ■   -    ■     ' 

7n-*-n  1 


d'où  l'on  tirera 

Cette  formule  6st  trèsKronvergente  ;  car  lorsque  x.=:  looo^  elle  pro<^ 

cède  suiyaut  les  puissances  impaires  de  — . 

La  foime  à  donner  aux  fonctions  m  et  n  était  assez  &cile  à  deviner, 
dans  le  cas  précédent;  le  point  essentiel  étant  que  Tindéterminée  x 
n'entre  pttnt  dans  le  numérateur ,  afin  que  le  déiiomtnateur  seul  aug* 
menle  de  plw  ea  plus  ayec  les  valeurs  de  x.  Pour  le  troisième  degré  ^ 
on  supposera 

m=:  jp*  -4-/7X* -f-  ^jc  +  r ,         nzsza^  +px^  -+•  yo; -+- r% 

afin  d'avoir  Bettleitient  m«^  n  s  r->-  /;  et  il  fitudrà  déterminer  les  coeffi** 
eiens;?^  q,  r  et  /^  de  manière  que  les  quantilM  m  et  n  soient  décoUH 
posables  en  fecteurs  commensurâbles.  M.  De&mbre,  dans  Hntroduction 
dont  il  a  enricki  les  Tablel  trigoiiométnques  de  Borda,  réduit  les  foniN 
tioQs  meink  la  forme 

m  =  X*  +  px-f-  y,        n=^oc?  +px  —  fi 

et  suppose  eu  conséquence 

m  =  (x  — n)  (x— *)  (oJ  4-«-+-*)> 
»  ==  (jc  H-  a)  (x  4-^)  {x  —  a  —  b), 
doii  il  résulte 

'        .p  =:-^  (ab  +  a*  +  A»)  ,       ^=:  a^b  +  ab% 

•        .       ^!i=£=:   .r^     ^,  lîi=lm-^ln  = 

l(x— fl)  4-l(x— *)  4- l(x+a+*)— l(a:  +  «)  —  r(x+i)— I(x— «— *) 
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équation  qui  fera  connaître  le  logarithme  du  noinbfe   x  ^a  4«'i  ^  ftu 

moyen  de  ceux  de' cinq  nombres  inférieurs.    _  ..      ; 

On  peut  faire  diverses  hypothèses  sur  a  et  sur  b;  je  ne  m'arrêterai 
qu'à  celle  de  a;=i;s=i,  qui  donne;? =—5,  7  =  3,  et 

2l(a:-.,)4.1(x+2)-al(a:+i)-I(x-2)=2le{3^H-l(;^)'H-etc.^ 

formule  très-simple  y  qui  fait  connaître  le  logarithme  du  nonîl>re  x  +  a  j;' 
par  ceux  de  trois  nombr'es  inférieurs  seulement.  J'ai  montré  ailleurs 
{Compl.  des  Élém.  d^jilg.)  son  usage  pour  obtenir  promptement  les  lo- 
garithmes des  plus  petits  nombres  premiers  y  et  M.  Delambre  a  remar- 
qué dans  l'Introduction  déjà  citée  y  qu'on  pouvait  encore  en  tirer  un  p^rti 
plus  avantageux.  Cette  formule  y  due  à  Borda  y  est  remarquable  en  ce 
qu'elle  a  ramené  l'attention  sur  toutes  celles  de  son  espèce^  qu'on  sem- 
blait ignorer  tout*à-fait^  quoiqu'il  s'en  trouvât  une  fort  analogue  dans  ie 
Traité  des  Pluentes  de  Muller^  ouvrage  publié  il  y  a  plus  de  60  années. 

Il  est  visible  qu'en  prenant  pour  m  et  pour  n  des  fonctions  d'un  degré 
plus  élevé  que  le  troisième,  on  pourra  parvenir  à  des  formules  encore 
plus  convergentes^  et  que  le  choix  de  ces  fonctions  est  assujéti  aux  con- 
ditions suivantes  : 

Trouver  deux  équations  numériques  qui,  ne  différant  que  pat  leur  det^ 
nier  terme,  aient,  ïune  et  Vautre,  leurs  racines  commensurables  et  entières^ 

Tel  est  l'objet  des  recherches  de  M.  Lavemède,  citées  dans  la  Notice 
des  travaux  de  l'Académie  du  Gard  y  et  dont  M.  Gergonne^  professeur 
distingué  à  Nismes,  m'a  fait  connaître  trois  résultats  ôuj^ieux,  que  j'in-f 
sérerai  ici  à  la  suite  de  la  formule  de  M.  Haros^  qui  se  rapporte  au  qua- 
trième degré.  Celle-ci  s'obtient  en  faisant 

771  =  x\x  —  5)  (a:  -j-  5)  =  ar^  —  aSa?*, 

n  =  (^—3XJc:-t-5Xa:— 4X^+4)  ^01^—  25x*+  144  ; 
et  il  en  résulte 

771—71  l44  7fl 

:Ax  +  \{x^S)+\{x+S)\  _     j         7.  , 

—  l(jc— 3)  —  l(ar+3)— l(a:— 4)  —  l(a:+4)J  ^       U^-f^Sx^+j^  '  ^^^-j' 

expression  qui  donne  le  logarithme  de  jp^5  par  ceux  de  six  des  nombres 
précédens. 
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.  La  ptMiiï^  fonanle  de  M.  Lavernède ,  qaoique  du  qaatrième  degré 
seolemeiit^  est  encore  un  peu  plus  convergente^  et  ne  comprend  que 
six  logarithmes  :  elle  suppose 

m  =  x*(jc-f-5)*  =:  x^  +  loo:^  H-  a5x», 

n  s=  (a>-i)(jc4-a)(x4-5)(a:+6)  =  x^  +  loor'  +  3&r-  —  36, 

et  conduit  à 

m^n  56  _^  18 

m+n  """  aa:4-f-QOJC*+5ox*— ^^  "*"  a:*-f-i  0x^+2  5x*— 18  ' 

_l(x-i)— l(a:H-2)— l(a:4-5)— l(x+6)J  ""        la:4+ioa;3+a5a--i8  ^^'""-r 
d'où  l'on  déduirait  l(a;*{-6)  par  ceux  de  5  des  nombres  précédens. 
La  seconde  formule  de  M.  Layernède  dérive  des  hypothèses  suivantes  : 

iw=:  (aH-a)  (a>t-4)  («3C+I0)  (x — 7)  (x — 9)  =s  je'-^i25j:^+3oo4H-5o4o, 
nz=z  (x— a)  (a?-r4)  (jc— 10)  (oc+j)  (^+9)  =x^— ia5x^-|-3oo4x— 5o4o> 

qui  donnent  • 

ntr^n  ^_^    5o4o 

m-f-n  "^  oc*  —  laSo;'  +  3oo4x  ^ 

-4(x— a)— l(x~4)—l(x— 10)— 1(0:4-7)— 1(^4^)  j~lar^-  *  ' 

et  le  logarithme  (x-^io)  par  ceux  de  9  des  nombres  précédens. 
La  troisième  formule  est  du  sixième  degré  et  répond  à 

OT=îx*  (x^y  (^+7)*  =0:^— 98x*+a4oi  X* , 

«=^a^3XJc+3)(x—5)(x+5)(a:*8)(x4^)=z=a:«— 980:^4. 

d'où  il  suit 

7aoo 


m+n      afi  —  980^  +  a4oia5*  — /aoo  ^ 

dLr-Hal(x — 7)+2l(jr>-|-7)  J 

Cette  dernière  formule  est  remarquable  en  ce  que  le  premier  terme  de 
la  série  devient  d'une  telle  petitesse^  quand  le  nombre  x  est  un  peu 
grand  ^  qu'on  peut  n'en  pas  tenir  compte ,  supprimer  ainsi  la  série  y  et 
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former  par  à^  amples  additions  et  firoustractioiis  le  logftrîtbtM  déâP4-8^  piar 

cenx  de  8  des  nombres  précëdens.  En  effet  la  fraction  ^^    g^^^^v^^^^^^' 

est  au-dessous  de  0,000  000  01 ,  quand  a:=  100, 

et    au-dessous  de  0,000  000  000  000  01,  quand  jc3=  iooo. 

Cependant  quelque  rapide  que  soit  cette  approximation,  les  calcula^ 
leurs  trouveraient  peut-être  plus  commode  encore,  s'il  s'agissait  de 
former  des  Tables,  d'employer  la  méthode  des  différences  successives, 
dont  il  sera  parlé  dans  le  troisièi^e  volume  de  cet  ouvrage.    . 

35.  Dans  les  divers  développemens  que  j'ai  rapportés  pour  les  loga- 
rithmes, Il  ne  s'en  est  trouvé  aucun  qui  procédât  suivant  les  puissances 
du  nombre  ;  et  l'on  n'a  point  d'expression  de  cette  forme  : 

lu=:J  +Bu'+'  Ci^*H-2?w3-f-etc.  : 

la  raison  en  est  facile  à  appercevoir.  Lorsque  w=o,  lu  devient  infini 
et  négatif,  ce  à  quoi  la  série  précédente,  ni  toute  autre  qui  ne  contien- 
drait que  des  puissances  .positives  de  u,  ne  saurait  se  prêter;  on  ne  peut 
pas  non  plus  faire 

lw  =  ^H--H-^H-^3  +  etc., 

parce  qu'un  semblable  développement ,  ayant  une  valeur  finie  quand  u 
est  infini,  ne  saurait  convenir  k  luy  qui  devient  infini  dans  cette  cir- 
constance. Il  est  cependant  possible  de^  trouver  un  développement  qui 
satisfasse  à  ces  deux  conditions;  à  la  vérité,  il  ne  peut  exprimer,  dan» 
aucun  cas,  d'une  manière  commode ,  la  valeur  de  lu;  mais  comme^il 
est  remarquable  par  sa  forme,  et  qu'il  conduit  à  des  analogies  inté- 
ressantes entre  les  fonctions  logarithmiques  et  circulaires,  je  ne  le  pas-' 
serai  pas  sous  silence.  ^  .         '  ' 

On.l(,  +  „)  =  jl/{„-J  +  |'_^  +  f_.,c.},  ■ 

en  retranchant  la  seconde  série  de  la  première  ,  on  trouvera,  à  cau^e 

I(,+«)-l(.+i)=I„=i./{(^i)_l(„._l)+'(„._')_e,c.}. 
ou  lussM  {(«-rir:')  -^i  («•  — «-*)  -f.  ^ («3  _ rt-3) _  etc.}. 
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S4*  Quoimie  la  mraière  dont  nous  sommes  parvenus  a«  développement 
de  la  (25)  soit  très  -  rigoureuse ,  et  semble  ne  rien  laisser  à  désirer  , 
on  verra  peut*être  encore  avec  plaisir  comment  la  transformation  qui 
nous  a  conduit  jusqu'à  présent  au  développement  des  fonctions^  s'ap- 
plique à  la  fonction  logarithmique. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  dans  l'article  précédent ,  nous  devons  sup- 
poser au  développement  du  logarithme^  une  forme  qui  se  réduise  a  zéro , 
lorsque  le  nombre  auquel  il  appartient^  devient  égal  à  l'unité  :  or  toute 
fonction  rationnelle  et  entière  de  2—  i  satisfait  à  cette  condition:  011 
pourra  donc  poser 

l2=  ^,(z~  ï)H.^.(;5—  ly^J^z—  ly  +  etc. 

Pouf ''simplifier  la  série,  nous  ferons  z — i=:x,  d'où  j5=  1  +1^^  et 
par  conséquent  l(i'^x)=:^^x^j4^x*+  j^^x^  H- etc. 

Si  nous  supposons,  comme  à  l'ordinaire,  que  x  se  chaiige  en  x-{-«, 
il  viendra 

l(i4-ar+M)  =  J,(x+u)  -h  ^.(x4-w)*4-  ^3(j:-f-w)3  ^  etc.  j 
mais  en  faisant  i  -+-  a:  =/? ,  1  (i-j-^+w)  devient  1  (p+u)  ,  puis  à  cause 
de/?+tt=;?(i-h^)^  on  a  l(i+x+w)  =  l(i +2^ +l;i,    et,    par 
rbjpothèse. 


donc 


1  (i  +a;-f-«)=l>>-+-  ^.  ^  +  JA  +  ^3  j,  +  etc. 

\  r  r  r 


Comparani  ensemble  les  deux  valeurs  de  l(i'+-a:*f-w) ,  qui  doivent 
être  identiques,  quel  que  soit  i^,  on  trouvera,  en  se  bornant  de  part 
et  d'autre  aux  termes  qui  multiplient  la  première  puissance  de  cette 
quantité, 

A^  4-  nA^x  +  3^3X*  +  etc.  =  —  ; 

remettant  au  lieu  de/?  sa  valeur  (i -+-jt),  il  viendra 

(^,-f-2^.a:-h5^3J«^-f-etc.)(i+ar)=:^,. 

Si  on  effectue  la  multiplication  indiquée,  et  qu'on  détermine  séparément 
les  coefficiens  de  chaque  puissance  de  or,  on  aura 
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A^  SES     Al  \  f  Ay  :£r         A^ 

2^.   +      ^.   =   O    I  I    ^.  =?  —   ~ 

3-^3  H-  rkA^  ==  o  >  d'où  on  tire  \  A^t:s.        -— 

etc.  J  (.        etc. 

résultats  bien  conformes  à  ceux  qu'on  a  déjà  trouvés^  et  dans  lesquds 
il  faut  remarquer  que  le  premier  coefficient  A^  reste  indéterminé  ,  parce 
qu'il  tient  la  place  du  module. 

Il  reste  à  prouver  que  toutes  les  équations  qu'on  tirerait  de  la  com- 
paraison des  termes  affectés  de  i^*  et  des  puissances  supérieures  j'-Wnt 
identiques.  Pour  cela  je  reprends  l'équation 

\{\+X'^u)^=zAlx-^u)^Alx^u)\..'\'Aj:^^ 

Il  est  aisé  de  voir  que  le  coefficient  de  u"  dans  le  développement  du 
second  membre  de  cette  équation  sera 

et ,  d'après  la  loi  trouvée  précédemment,  on  a 

(n  -f.  i)  A^^y  +  nA„,  =  o  ^ 

etc.  1 


d  OÙ  U  suit 


Substituant  ces  valeurs,  il  vient, 

série  qui  n'est  autre  chose  que  le  développement  de  -^«(i  +  Ji:)"'";  mai 
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le  coefficient  de  ii*  dans  l'équation 

est  -?  =  ^       "  y;=  -^«(i +Jt?)'"",  résultat   iden^que  avec  le  pré- 
cédent. 

S5.  Nous  pouvons  maintenant  prouver  ^  comme  nous  l'avons  annoncé 
(16),  que,  quand  même  V exposant  n  serait  irrationnel  ou  imaginaire, 
les  deux  premiers  termes  de  (i  +x)"  n^en  seraient  pas  moins  i  -j-  nx. 

En  effet  supposons  (i+jc)"  développé  dans  la  série  i+^a>-f-5jc*-Hetc., 
et  faisons  ,  pour  abréger  ,  j4x  -+-  Bx*  +  etc.  z=:  px  y  nous  aurons 
l(i +j[r)"  =  l(i +/'^);  «û^is  l(i +Jt:)"  =  ftl(i +jc)  :donc  l(i-f-/?x) 
ss/i  l(i  H-Jc) ,  ou  y  en  développant 

^jc  — t- 1-^-= etc.  =:nx J"^"^g ^^^'î 

et  comme  cette  équation  doit  avoir  lieu  indépendamment  de  jc,  on  aura^ 
en  mettant  pour^/?  sa  valeur^  et  e^  se  bornant  aux  termes  aJQfectés;di$  1^ 
première  puissance  de  a: ,  -^=;».  .  .         , 

Il  est  i&cile  de  voir  que  cette  démonstration  éist  tôùt-à-fait'mdépen- 
dante  de  la  natujre  du  no^ibre  n^  et  qu'elle  ne  renferme  point  de  cercle 
vicieux^  en  se  rappelant  que  nous  n'avons  rencontré  dans  la  recherche 
de  l(i  +  x)  que  des  puissances  entières  du  bjnome. 

56.  La  considération  des  limites'  conduit  aussi  très-bien'  aux  dévelop-* 
pemens  des  fonctions  exponentielles  et  logarithmiques  :  c'est  ce  que  je 
vais  montrer^  en  commençant  par  lès  dernières. ' 

La  méthode  la  plus  élémentaire  pour  calctder  les  logarithmes  ^  con-» 
sistc  k  extraire  de  la  base  une  racine  d'un  degré  très-élèvé;  et  qui,  tom- 
bant fort  près  de  l'unité^  forme  la  raison  d'une  progression  par  quo- 
tiens  dont  les  termes  croissent  par  des  différences  assez  petites  pour 
qu'on  puisse  y  trouver,  au  moins  d'une  manière  suffisaihment  approchée^ 
le  nombre  dont  on  cherche  le  logarithme.  Ce  hombre  est  alors  ex- 
prime par  une  puissance  fractionnaire  de  la  base ,  et  l'exposant  de  cette 
puissance  est  le  logarithme  demandé.  Afin  d'appliquer  sûrement  la  for- 
mule du  binomë  à  l'extraction  de  la  racine  de  la  base,  il  feut  supposer 
que  cette  base  soit  peu  différente  de  Tunité,  ce  qui  est  toujours  permi»^ 
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puisque  dès  qu'on  connait  les  logarithmes  datis  un  système  pttltâiili^^ 

on  les  trouve  aisément  dans  tout  autre,  (Èlém,  ctAlg.) 
Soit  donc  i  +  ^3  cette  bas6  j  il  viendra  ! 

série  toujours  convergente  quand  /7i>  i ,  et  /S<  i  (9).  En  récrivant  ainsi.' 


en  toit  que 


(14-^)»=  1+^,: 


k  désignant  la  Bér^Q  comprise  entre  les  accolades^  et  dont  fa  limité  cor- 
respondant^àminfinie  (i5)65t  ^  . .  .    :    .. 

.        /3-f  +  |.-etc. 

>   Célti'pàÊiéy  si  ôtt  représente  par  a  nn  nombre  quelconque  ^  par  J  son 
logarithme^  et  que  Ton  fasse  ^  =  — ,  il  en  résultera  d'abord 

puis  ^ 

^ZS=Z.  «■.—  =  «"  I  •       ou       —    =3  Ô"  —   I  , 

m  ^  m  ^  n  * 

'  *     '       -"  "  "  ' 
à  cause  que  /iis:-^:    on   aura    donc  u^^f^t (<!"-*-  i);  et  si  on  pose 

â=  i+u,  en  développant  (i-f^t^)"  au  moyen  de  la  formule  du  bi-' 
nome,  on  obtiendra  t  ^t  -f-u^»—  i  ss: 

doù    . 
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Mais  plas  on  stfppose  le  nombre  m  grand  ^  plus  n  doit  l'être  ^  puisque  A^ 

qui  est  —y  demeure  le  même  tant  que  a  et  /3  ne  changent  point;  la  li« 

mite  de  l'accroissement  de  n  correspond  donc  à  celle  de  laccroissement 
de  m  y  et  dans  celte  dernière  circonstance^   k  se    réduit   à   la   série 

/3  — :--|-  etc.,  que,  pour  abréger,  je  remplacerai  par  U .  Faisant  ensuite 

n  infinie,  il  viendra 

Voila  Teiqpressîon  du  logarithme  de  a,  ou  de  i+£f,  dégagée  des  nom-» 
bres  arbitraires  m  et  /^  :  elle  ne  se  rapporte  encore  qu'au  système  dont  la 
base  est  i  rh/^  ;  mais  pour  une  base  quelconque  a  ,  le  logarithme  cherché 

sera  r—  {Èlém.  d'Alg.)^  L  étant  la  caractéristique  particulière  au  pre- 
mier système  :  on  aura  donc  dans  le  second,  en  faisant  t7|-*  c=:3f, 
l(H-«)=itf(«-7+%'-f  +  etc.), 

résultat  conforme  à  celui  que  nous  ayons  trouvé  par  une  voie  bien  différente. 

Le  problème  inverse ,  où  il  s'agît  d'exprimer  le  nombre  par  son  lo- 

I 

garithme  ,  se  résout  en  renversant  l'équation  ^;=  -  (a*— 7  i  )  qui  donne 
a=  f  I  +  —j  .  En  développant  la  puissance  indiquée,  on  trouve 

prenant  la  limite  relative  a  l'accroissement  àe  riy  c'est-à-dire  supposant 
que  les  produits  n,  iî(/i— 1),  n(n —  i)  (n — a),  etc.  se  réduisent  chacua 
à  leur  premier  terme  n%  /i%  etc.,  et  changeant  k  en  V ,  on  aura 

.     aisz  I  H Ï-- + 5-1 5-7  -f-etc. 

^  '      1      '      i.a     '    i.fl.5   •    i.a.3.4 

Hais  puisque  dans  le  système  dont  la  base  est  ot ,  on  a  la  =:  y—  ,   il 

s'ensuit  que 

j^=L6t.la,     VA=ikLà(iiAaz^'Ây  à  cause  que  ilf=j7j--j  ; 

et  substituant  cette  valeur  de  kA  dans  la  série  précédente,  il  vient 

-=  •+(^)+rï(»)+rô(s)+rrî^(s)V««-. 

comme  dans  le  n*  aSi. 

I.  8 
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'  Pour  déterminer  My  il  suÀIt  de  chercher  le  nombre  dont  il  ^^i^prim^ 

le  logarithme.  En  représentant   ce   nomhre  par   e,    on   fera   a'=e^ 

la  =  le  =  ilf,  et  Ton  aura 

,1,1,      1       ,     . 
^=  1  H 1 + 5  H-  etc.* 

de  même  que  dans  le  n""  ââ. 

'  Ènfîn  on  passera  du  développement  de  ^  à  celui  de  e^,  en  substi' 
tuant  à  la,  le  logarithme  de  a*,  qui  est  xla}  et  il  en  résultera,  ainsi 
que  dans  le  n*"  :a  2  y 

,  ,  lax    ,    /laY  a^    ,    /loV    ^       ■      .      /^n 

'^=  '  +reT  +.Cn)  TTS-»-  (n)  m  +  «*<^-  C*)- 

D^eioppment      Sy.  La  Trigonométrie  a  fait  connaître  un  genre  de  fonctions  non 
trat]!!trada!!c!»!    ^^^^^  utilcs  que  cellcs  dont  nous  venons  de  nous  occuper  j   ce  sont 

Fonctxoni  cir-  ;  -  — ~: ' 

cuUires.  (*)    H  n'est  peut-être  pÔB  inutile  ,   dans  un  Traité  de  la  nature  de  celui-ci, 

d'expliquer  ce  qu'entendait  Côtes,  en  désignant  les  logarithmes  comme  la  mesure 
des  raisons  ou  des  rapports ,  dénomination  qu'on  rencontre  encore  quelquefois  dans 
les  ouvrages  angl^.  Elle  est  tirée  d'un  usage  des  Géomètres  anciens  ,  qui  nom- 
maient rapport  doublé ,  rapport  triplé,  etc.  le  produit  d'un  rapport  multiplia  une 
fois,  deux  fois,  etc. ,  par  lui-même  ,  et  mesuraient  ainsi  par  l'exposant  du  rapport 
simple,  ce  genre  de  rapports  composés.  Or ^  en  observant  qu'un  nombre  quel- 
conque n'est  autre  chose  que  le  rapport  de  la  quantité  qu'il  exprime ,  comparée  i 

l'unité,  l'équation  â  =:  f  i  -{ —  \   décompose  le  nombre  a,  ou  le  rapport-,  en  un 

sombre  n  de  rapports  ■  .  Pour  un  autre  nombre  </  ,  on  aurait  de  même 
c'=  f  i  +  — )  i  le  rapport  —  serait  exprimé  par  (  i  +  — }  i  ^t  comparé  par, 
conséquent  au  rapport  simple  i  -| — .  Lesexposans  n,  n*  et  n'^-n,  marquent  donc 
le  degré  de  multiplicité  respectif  des  rapports  -,  —,  —  ;  m^s  A^Jl  et  JH^^A^  dér 
signant  les  logarithmes  des  nombres  et ,  cK  et  — ,  on  a  ' 

m  TU  m 

ces  logarithmes  sont  donc  proportionnels  aux  nombres  n,  n',  ri^^n^  qui  expriment 

.  a     cl    ci 

les  degrés  respectifs  de ûiultiplicité  des  rapports  -»—,-% 

En  prenant  pour  exemple  les  logarithmes  ordinaires  des  nombres  a  et  3,  on  trouve 

m       loooocoo*      m       loooooQo' . 
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les  sinus  et  les  cosinus  des  arcs  de  cercle.  Je  vais  montrer  qu'on  peut 
non-seulement  les  développer  en  série  y  mais  encore  trouver  leurs  pro« 
']prietés  les  plus  remarquables^  en  partant  des  formules  données  dan9 
jpre'sque  tous  les  livres  élémentaires^  pour  calculer  les  sinus  et  les  cosinus 
dé  la  sommé  et  de  la  différence  de  deux  arcs. 

Je  commence  par  la  recherche  de  cosx^  et  je  suppose  que  X  sq 
changé  en  X'^u  et  en  x^^u}  les  formules  citées  donnent  dans  06$ 
deux  cas,  '  ,  . 

'  cos(d:-4-w)  =  cosa:cosz^  —  sînxsbxu  (♦) 
cos(x  — tt)  =  cosa;cosi^  -f~  sînxsinz^. 

Si  on  ajoute  ces  deux  équations,  il  viendra 

COs(jî-|-ll)  -f-  C0S(X  —  u)  =  2COSXCOSU. 

Soit  maintenant 

cosa:  =  -^o  +^iX  H-  J^oo*  4-  J^x^  *\^A^  -f-  etc. , 
oh  aura* 

cos  u        zrzJ^^A,  u        ^Jji^  ^A^^u^  ^A^  r|-et«. 

c6^{x^\<i>fs:iAA'AJipb^^ 

cos(a^ — u)±^Ao'+'Ai{x''''^y^AJ^x — «)*+-^3('2>— w)'+-^4(^'>— ï*)*-f-etc; 
^n  substituant  ces  séries  dans  l'équationi 

cos  {x+u)  +  cos(x— îi)  ===  2  cos  a;  COS  i<, 
tous  les'  termes  affectés  des  puissances  impaires  de  u  disparaîtront  dans 

d'où  il  suit' 

î  c=  {  (,o)»'»»«««°»}         ,      7  =  1  (lo)*^*^^''*»'! 

Cest  au  rapport  (lo)'''*''"'''''''  que  sont  comparés  les  rapports  composés  -  et  -•  Us  ii« 

sdat  '  entore  mesurés  qu^  par  approximation  ;  car  »  quelque  peu  différent  de  lunité 
que  soit  le  nombre  (io)»«««»««®*,  il  y  a  toujours  uninterralle  entre  chacune  de  ses 
diverses  puissances  ;  mais  cet  intervalle  diminue  sans  cesse  à  mesure  qu'on  anginente 
le  degré  de  la  racine  extraite  de  la  base ,  ou  le  nombre  m  ;  et  par  conséquent  la  U- 

1  +•«- j    eonvient  rigoureusement  au  système  de 

logarithmes  caractérisé  par  le  nombre  V.  L'inverse   ^ ,  ou  M,  est  appelé  par  Côtes 

la  raison*  modulaire. 

(*)  Dans  tout  ce  qui  va  suivre  je  suppose  le  rayon  égal  i  Funité  :  si  on  voulait  lui 
donner  une  autre  valeur ,  îL  siiffirait  d'introduire  la  lettre  qui  le  représente  i  de  ma** 
nière  à  rendre  homogàncMes  formules  trouvées  dans  la  première  hypothèse. 
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le  développement  du  premier  membre;  il  est  donc  inutile  de  les-  faire 
entrer  dans  le  second^  et  par  conséquent  on  peut^  sans  diminuer  la  gêné-* 
Tâlîté  des  suppositions^  faire  A^y  A^^  A^y  etc.  égaux  à  zëro^  ce  qui  ré- 
duira l'expression  de  coso;  à  ne  contenir  que  des  puissances  paires  de  jr; 
Usuît  de  là  que  cosx  ne  change  point  lorsquW  écrit  — x  au  lieu  dex; 
or  c'est  ce  qu'il  est  Êicile  de  voir  a  priori,  i*.  par  les  équations  d'où  nous 
sommes  partis,  dans  lesquelles  cosw  reste  le  même,  quoique  l'arc  u  soit 
positif  dans  la  première  et  négatif  dans  la  seconde;  a"",  en  observant 
que  le  cosinus  d'un  arc  ne  change  point  ^  soit  qu'on  prenne  cet  arc  au- 
dessus  ou  au-dessous  du  diamètre. 

(  cos  X       zzr^Ao'^A^x^        ^Aipc^        ^A^x^        +etc. 

Nous  aurons  Icosw        :=:Ao+A^u^         +A^u^         ^A^u^         +etc. 

donc         j  cos(x+u)==::A^-4~A^(x+uy'^A^(x'i'uy^A^(x'+'uy'-{^ic. 

(^  cos(a: — u)z=:Açr\r^Ji^ — «}*+-^4(^ — i^y+Ae(x — tt)*-f-etc.* 

et  l'équation  cosÇx^u)  4-  cos(a:  — w)  =  2C0Sx  cosu  donnera,  en  di- 
visant ses  deux  membres  par  a  , 

A.+  A^x^  -^^   A^oc^    -f-  'Aex^     •{-...+      An^*  4-etc.] 

4-  A^u*  ^'ôA^u^x^^iBAsu'^x^  4....4.fc:l2^„ttix»T-*-HtcJ 

+    A^ià    '+'i5AeJu^x*  -f-. +etc. 

4-    Aeu^      4- 4-etc. 

{A^^A^A^x^^A^ip^  -^A^A^x^     -(-.  ...^ A^^     4-ctc^ 

^A^Aju^'^A^Ajj^x^^A^Aff£'x^  4-. .  .-f-. .  .A^A^^ju^af^^-^Xc. 

+Aj^AoU^    +A^A^u^x^  4- 4-etc. 

-^A^^u?     4- i....^\^U:. 

En  comparant  les  termes  af^Tectés  des  mêmes  puissances  de  x  et  de  u, 
on  aura  d'abord  A.  ^=^A^  ou  ^o=  i  >  valeur  qui  rend  la  première  Hgne 
du  premier  membre  ,  identique  avec  celle  du  second;  passant  ensuite  aux 
secondes  lignes,  on  trouve 

A^  :=:  A^ 


A^         — i       A^ 

6A^      =  A^^ 

i5As     =  A^Aj 


^4  —  5:4: 
^«  —  5.4.5.6^. 


d'où. il  suit 
—r-^»^A,A^,         I  •  ^•  — s.4.S...;i' 
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Tous  lés  coeflSdens  simt  détermi9ë$  à  Texception  de  A^  ^  et  les  équations 

qui  résulteraient  delà  comparaison  des  autres  lignes  sont  satisfaites  par  les 

wleurs  précédentes*  En  effet  on  peut  donner  àl'expression  du  coefEcient^, 

la  forme  suivante  :  A^  =  ^  z    '^  n  *  ^^  multipliant  son  numérateur  et 
.  son  dénominateur  par  :a  ;  et  il  sera  âicile  d'en  déduire 


.*^*  ■*"  fl.3...(m-f/i) 


2Z.3...7i»Xa--3...n* 


Mais  le  produit  i^af  £ûsant  partie ,  dans*  le  premier  membre^  du  déve- 
loppement de  (a[:+«')"'^%  a  pour  coeflScient 


(m+n)  (m-f  n— >i) . ....  (m  +i)     . 

1      .a  n  »••-•*   • 


OU  bien  ^  en  mettant  pour  A^^^^  sa  valeur  y  et  en  effaçant  les  facteurs 
communs  au  numérateur  et  au  dénominateur  ^  ^ 

a^>/a  " 

l.a.3.mxi.a:3...7i' 

or  ce  résultat  est  précisément  la  valeur  que  nous  avons  trouvée  plus  haut 
pour  A^An,,  coefficient  de  w"ar"  dans  le  second  membre. 
U  est  donc  rigoureusement  prouvé  que 

38.  Nous  trouverons  d  une  manière  semblable  l'expression  du  sinus  ; 
car  en  retranchant  lune  de  l'autre  les  équations 

{cos(jc  +  w)  =  cosjpcostt  —  sinocsina 
cos(a:— -w)  =  cosorcosu  +  sino:  sin«, 

nous    aurons   cos(jc-h«) -^  <^os(x*— «)=— asino:  sina. 

Si  on  met  au  lieu  de  cos(x'+'U)  et  de  cos(x — z/)  les  valeurs  déduites 
de  l'article  précédent  ^  on  verra  que  tous  les  termes  affectés  des  puis- 
sances paires  de  u  se  détruisent  mutuellement.  U  suit  de  là  qu'elles  ne 
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doiveot  pas  entrer  dans  rexpression  du  sinus  ;  et  on  le  voit  bien  d'ail^ 
leurs ,  puisqu'il  change  de  signe  saftis  changer  de  valeur^  lorsqu'on  prend 
le  même  arc  négativement^  c'eslr-k«»-dire  d'un  autre  côté  du  diamètre^ 
propriété  qui  ne  saurait  convenir  qu'aux  puissances  impaires. 

On  supposera  donc  sîno:  =  B,x  +  B^Ji^  «4-  B^x^  +  BjX^  +  etc. 
sina  =^fl,M  4-  -ffjtt'  +  Bsu^  -f-  B^u^  +  etc.  ; 

a  l'aide  de  ces  valeurs  et  des  réductions  qui  s'offiîront  naturellement^ 
l'équation  cos(a:-f-w)— "<^os(jc— »)  =— =•  asinor  sinw  deviendra 

nA^ux^  4^^u3ù^+  6AqUoi^  -|-.  . .+       7»^,«a:"""'-f-etc.  ' 

rj-  4^4a?ar-f-20^6a^a:^+ -f-etc; 

+  6j4s1^x  + -f-etc. 

S,B,uxH'S,BsUx^'^B,BsU3t^  H-  •  .-\'B,B^^,ux'^'  -|-elc. 

'^B^B.u^x^BiBsU^x^-^. .  .•+'-53*»-.itt*«a?"^^+etc. 

'^B^Bjifx  -I- -f-etc. 

La  première  ligne  du  premier  membre  ^  comparée  terme  à  terme 
aaroc  celle  da  second,  donne 

M  l 

S^B^     s=  —  6^e  )  ^*  P"  conséquent  /  jj^      ~  _,  ^« 

B,B^^  =  —  /L^,  y  1  B^^  =:  —  "^. 

Les  autres  b'gnes  ne  fournissent  plut  que  des  équations  identiques  ; 
car  le  produit  iTx"  aura  pour  coefficient  dans  le  premier  membre , 

d'après  l'article  précédent,  ^^  g^  ^^^  ^  ^ — jj,  et  il  sera  multiplié 

dans  le  second  membre  par  —  B,,B,  =  —  (">.+0(n-fynM..>^->.,  ^^  ^^^^^ 

tant  pour  ^m^i ,  -^.+1  et  jff,  leur  valeur  ,  et  en  effaçant  les  fac- 
teurs communs  au  numérateur  et  au  dénoBÛnatéur ,  on  trouve  encore 
conuoe  pins  haut^ 

■■M,      t-Ht 

i.a.3...mxi*a.3.../»' 


<. 
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Nous  aurons  doac  sin  jc  =  —  ^'^  —  é^ — ^^  --  etc» ,  k  cœfi- 
ctent  B^  étant  4étennmé  par  l'équation  B^B^-\'2J^7=zo. 

Si  on  met  au  lieu  de  ^4,  A^^  A^j  etc.,  leurs  valeurs  en  A,,^  tirées 
de  l'article  précédent,  on  trouvera 

^^^    .^A^        a'^t-x»  a3^.V  aWxr  . 

i?.         i.a.3.^.        i.a.3.4.5.;P.       i.a.3.4.5.6.7.<e»       "'^"  ' 

el  en  substituant  poiu:  A^  sa  valeur  —-^,  il  viendra,  après  les  réductions, 

i.a.3    •    i.a«3.4-5        1. a.  5. 45. 6. 7   ' 

Sg.  Nous  voici  donc  arrêtés,  con^mQ  dans  le  cas  des  fonctions  ex- 
ponentîeHes ,  par  la  détermination  du  premier  coefficient;  car  B^  étant 
conna,  il  doimera  la  valeur  de  A^  et  réciproquement.  De  plus,  si  on 
examine  la  série  trouvée  pour  coso:,  on  verra  qu'elle  surpasse  le  rayon,: 
ce  qui  ne  saurait  avoir Uqu  dans  le  cercle;  on  est  doDC  porté  à. croire  que 
A^  doit  être  une  quantité  négative,  et  cela  avec  d'autant  plus  de  raison  qu« 
la  valeur  de  jB,  tirée  de  l'équation  i?,*  +  3-^.  =30,  sera  imaginaire  tant 
que  A^  sera  positif.  Ces  difficultés  vont  être  écfaircies  par  la  détermi- 
nation de  i?,;  et  nous  aurons  occasion  de  montrer  dans  la  suite  qu'elles 
tiennent  à  ce  que  les  équations  dont  nous  avons  fait  usage^  pour  déduire 
les  développemens  de  cos  x  et  sin  x^  expriment  des  propriétés  communes 
au  cercle  et  à  l'hyperbole. 

Archimède  a  démontré  le  premier  que  la  circonfifrence  d'un  cercle 
est  jj^QS  petite  que  le  contour  du  polygone  circonscrit,  et  plus  grande 
que  celui  do  polygone  inscrit  d'unipareil  nombre  de  cotés;  il  suit  de  là 
^'on  arc  de  cercle  est  toujours  plus  petit  que  sa  tangenîe  uigonomé-^ 
trique,  et  plus  grand  que  son  sinus;  mais  on  sait  que 


sînx  àax 

xang  X  m^  c^.^  — " 


on  aura  donc  /  |/I_  sinx* 

<x. 


isin 
sip«r 


cosx        V^i  — sinx*' 

X 


Pour  dégager  sin  a:  dans  la  première  des  inégalités  posées  ci-dessus, 
on  multipliera   les  deiix  membres  par  \/i  -^  sm  x^  ;    il    viendra 
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slna:  >  x  \/i  —  siax",  et  en  élevant  au  quarré,  «înj:*>;r*(i  — sînJir*); 
ajoutant  de  part  et  d'autre  or*  sînj7%  on  aura  (i^ac*)  sinx*  >  x^; 
divisant  par    i-^x*,  et  extrayant  la  racine  quarrëe  de  chaque  membre^ 

il  en  résultera  sinjr> 


X 


/i  +  ^* 


Si  on  développe      .^  —  par  le  moyen  de  la  formule  du  binome^on 

aura  x  Ci  —  i  JC*  +  i^  x^  —  '  '   '    x^  -f-  etc.  j  ;  il  Êaïudra  donc,  d'après 

ce  qui  précède,  qu'en  retranchant  cette  série  de  la  valeur  de  sina:, 
le  résultat 

soit  une  quantité  positive.  Mais  il  suit  aussi  de  ce  qu'on  a  sin  Jc  <  x,  que  la 
difierence  x  [  i  — (  J,~  J^  +  ^  ^^  ~  etc.)},  doit  être  posi- 
tive; or  ces  deux  conditions  ne  sauraient  être  remplies  dans  tous  les 
cas,  à  moins  qu'on  n'ait  jff^rrs  i.  En  effet,  on  peut  toujours  donner 
à  X  une  valeur  assez  petite   pom*  que  le  premier  terme  de  chacune 

des  séries   i  — -  x*  -4-  ■— ?  '^  ^"  etc. , 

**— 77^3  +  1.2.3.4.5  — ^'^-^ 

surpasse  la  somme  de  tous  les  autres,  et  que  cette  somme  devienne  moindre 
qu'une  quantité  donnée,  quelque  petite  qu'elle  soit,  puisque  le  rapport  des 
termes  consécutifs  est  toujoursdécroissant  (9)  :  on  pourra  donc  représenter  I 

la  première  série  par  i  — cT,  et  la  seconde  par  B,  — ^%  cT  et  J^  étant  des 
quantités  aussi  petites  qu'on  voudra;  et. en  vertu  des  conditions  énpn-  | 

.  cées  ci-dessus,  il  faudra  que  les  valeurs  de  *~»7r//~  [soient toutes 
deux  positives.  Maintenant  supposons  qu'on  ait  jS,s=  iH*^»  les  expres- 
sions précédentes  deviendront ,^  ^,~  |  ;  mais  J^  et  cT'  peuvent  tou- 
jours être  moindres  que  d:  c'est  donc  alors  du  signe  de  cette  quantité 
que  dépend  celui  des  différences  que  nous  considérons ,  et  par  consé- 
quent la  première  étant  positive ,  la  seconde  sera  négative ,  ce  qui  ne  | 
s'accorde  pas  avec  l'état  de  la  question.  1 
Bt  ne  saurait  non  plus  être  au-dessous  de  l'unité;  car  si  on  avait          1 
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5,  =  1  —  ie/ j  d  deviendrait  négatif  dans  la  première  fbrtnule ,  positif 
dans  la  seconde^  et  en  raisonnant  sur  l'hypothèse  actuelle  comme  sur  la 
précédente ,  on  trouverait  encore  deux  résultats  de  signes  difTérens  ;  or 
comme  cette  circonstance  ne  peut  pas  avoir  lieu,  il  faut  en  conclure 
que  B,  ne  peut  être  ni  plus  grand  ni  moindre  que  i ,  et  que  par  consé^ 
qiient  iSj  =  i . 

Puisqu'on  a  iff,=i,  on  trouvera,  en  vertu  de  l'équation  B^U^^+^^J^z 


A,^ 

-i,  d'où 

COSJC  =  I 

a* 

i  .  a 

+ 

— 

a? 

1.2.3.4 

i.a.3.4 

.5.6 

sin  X  =  a: 

1.2.3 

.1. 

^ 

X' 

"1" 

i.a.3.4.5 

i.a.3.4.- 

5.6.7 

+  etc. 
+  etc* 

Telles  sont  les  expressions  du  sinus  et  du  cosinus,  développées  suivant 
les  puissances  de  Tare;  je  montrerai  plus  loin  comment  on  en  peut  tirer 
la  valeur  de  l'arc  lui-même. 

40.  Les  considérations  qui  nous  ont  servi  à  déterminer  B^  ne  soiP 
pas  particulières  aux  expressions  dont  nous  nous  sommes  occupés  dans 
Tarticle  précédent  ;  on  en  peut  déduire  un  principe  général,  très-remar- 
quable par  ses  ap|>lications  a  la  théorie  des  courbes  et  à  la  mécanique* 

Voici  l'énoncé  de  ce  principe  : 

Soient  trois  expressions  A  -f-  Bx  +  Cx*  -|-  Dx^  -f*  etc. 

•  A'+  B'x-H  Cx^-f-  DV-f.  etc.   ' 
A'+  B'x+  CV-h  ITx'-f.  etc. 

telles  que  les  ^Mzleurs  de  la  seconde  se  trouvent  toujours  comprises  entre 
celles  de  la  première  et  de  la  troisième  :  si  ces  deux  dernières' expressions 
ont  le  même  premier  terme,  il  sera  nécessairement  égal  à  celui  de  la  se* 
conde  ;  if  est-^-'dire  qit ayant  A=A'^  on  en  pourra  conclure  AsrsA'. 

Pour  le*  prouver ,  supposons  qu'on  ait  assigné  à  x  une  valeur 
propre  à  rendre*  d'une  petitesse  donnée ,  la  somme  de  tous  les  termes 
çui  suivent   le  premier  de    chacune    des    séries  proposées  ,    et   que 

<Ian$,  cet   éut  on  les  représente    par  ^'  +  «T  S  ;  si   on  retranche  la 

première  de  la  seconde,   et   celle-ci  de  la   troisième,  on  aura. 
1.  9 


•  •  •  < 


^ 
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jf'^—  ^  -h  r>^  j;  1  ^  ^.^g^^^^g  q„i^  en  venu  de  l>oncë>  de  U  pro- 

posiUott,  doivent  être  positifs  l'un  et  IWre.  Mais  si  on  pose  A'  =  J, 
et  qu'on  fas^e  successivement  j^  Z  j  1  rf  ]»  o°  Pro»^^'-»»  *^«"""^^ 
précédemment,  que  tant  que  d  ne  sera  pas  nul,  les  valeurs  des  formules 
ci-dessus  seront  de  signe  différent  :  il  faudra  donc  qu  on  ait  J=^A. 

Les  notions  que  nous  ,vons  données  des  limites  (  ii  et  i4)  rendent 
encore  cette  proposition  bien  évidente  ^t  en  abrègent  tm  peu  la  démons- 
tration; car  si.onï^rend  le  rapport  entre  b  première  série  et  la  troisiem^, 

A  +  J}x  +  C^xi' +  D^  +  etc.     fraction  dont  la  limite  est  -r, 
on  trouvera  j>_^.ff'x+Ca-+ V'a*^  etc.»  "^=*^""''  -* 

et  devient  i ,  si  J=A\  Mais  puisque  la  seconde  série  est  toujours  com- 
prise entre  celles-ci,  qUi  tendent. sans  cesse  vers  légalité,  lorsque 
!i  =  ^,  et  que  co  Va  en  décroissant,  elle  doit  pouvoir  s  approcher  m- 
âéfiniment  de  l'une  et  de  l'autre,  ainsi  qve  de  leur  limite,  commune. 
11  suit  de  là  que  les  rapports  de  ces  trois  séries,  compareesdeux  a  deux, 
doivent  tendre  sans  cesse  vers  l'unité  j  or  en  divisant  la  seconde  par  la 

première,  on  a  ..  . 

^+  B'x  +  C^x'-f  P^J;'  4-  etc. 
...         J  +  Bx  +C3^  +DX'  -ir  ^'^•' 

dont  la  limite  est  -^  :  donc  rj-  =  i ,  ou  ^'*=./f. 

"  *  «  .  - 

Rd.»i«..  d»     4i.  L*es  fonctions  circulaires  ont  avec  les  fonctions  exponcntieUes  et 

ETa-t::  logarithmiques,  de«  relations  purement  .^^^^^'f  «^>  ^J^^^^^^if  Ji"t 

lion,  exponen- d'autant  plus  intéressantes  qu'on  en  déduit  avec  beaucoup  de  taciiite  les 

SSir»""'"  propriétés  les  plus  curieuses  et  les  plus  utiles  des  sinus  *t  des  cosmus. 

'  Ces  relations  se  présentent  pour  ainsi  dire  d'elles-mêmes,  quand  ou 

rapproche  les  séries  qui  expriment^',  sîna:  et  coso:. 

En  effel,  si  l'an  place  ces  développemens  comme  il  suil: 

sina£r=         *  — TJO  +1.2.3.4-5 

on  verra  que  tous  les  termes  compris  dans  les  deux  derniers  réunis  , 
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sont  les  mèméS^  mx  signes  près^  que  ceux  qui  leur  correspondeat  dans 
le  premier;  mais  si  on^uhstîtue  dans  celui-ci  x\/ — i  au  lieu  de  o:^ 

on  aura ,  à  cause  de  /  ^^  ^Hriy  =r  -f-  a:*  ;    ;    .  .      *^. 

(.r  V — i)*  z:s:  ^  a^  S/ — i         /      •  "         '^ 
etc.  ' 

'         1  i,fl  i.a.3     *,  i.a.3.4       i. a. 3.4.5  '^ 

et. en,  sëpaîani,  dans  le  secoud  membre ^lesi  tejnnes  re'els^  des  termes 
imaginaires^  cette  équation  deTiendra  -        .  •  ^ 


é'^-J  =  I  — f-  ■■,    ^  >  —  etc.  ,    • 

■       *  i.a    *    1/3.3.4 

'    Il        i.a.o        i.a.5.4.5  J  ^  ' 

•  •  •  ■ 

OÙ  Ton  reti^uve  les  dëveloppemeiis  de  ces  x  et  de  sino?^:.  il' en  ré- 
sulte donc  

e**^"^  =  coso:  ^^  \/— 1  sin x.  ^. 

*■  "•  •  ^ 

On  pourrait  également  '  sub^ituer  —  x  \/ —  i  au  lirti  de  jc  ,  dans 

e'}  cela  reviendrait  k  change  ci-'dessus  le  signe  de  V^— -i ,  jet  donnerait 


=  cosjc  —  V""^  ï  sm,r. 
■  .     ■  •  .  .  '  •        ♦ 

Si  maintenant  en  ajoute  les  deux  dernière^  équati<tns^  ,on  obtiendra 

^    '-He^    *  =  2eosx,     dou    cosx  = ■■  ; .. 

et  en  tetranohant  la  seconde  de  la  pr^nière,  '  il  viendra 


c^*'^  —  flT**^  ==  2  V—  I  Aux,    d'où    sinxsz:- 


ynï 


'   Il  serait  facile  de  trouver  lea  expressions  analogues  des  autres  lignes 
trîgonométriques.  On  aurait  celle  de  tango:,  par  exemple,  en  substî- 


sinx 


tuant  au  lieu  de  sixkx  et  cosa:,  leur  yaleiir  dans  Téqwtion  tangjî=:  ^^; 
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il  viendrait  alors  Ung  ar  = --^L^  |^^^  "^  ^.^x»^}  »  ^^^'^'^^  ^^  multi- 
pliant le  nurfteratcur  et  le  dénominateur  du  second  membre  par  e**^""*, 

42-  La  manière  dont  nous  venons  de  parvenir  aux  expressions  do 
sinus  et  du  cosinus^,  en  exponentielles,  imaginaires^  réunit  à  la  simplf-^ 
cité,  l'avantage  de  montrer  le  vrai  sens  '  de  ces  formules  :  elle  prouve 
que  ce  ne  sont  que  des  symboles  purement  algébriques,  par  lesquels 
on  exprime  en  abrégé  une  sjaite  d'opérations,  ou  un  développement  à 
effectuer,  pour  "  pai'venir  à  celui  du  sinus  ou  du  cosirtus,  et  non -pas 
une  vraie  valeur,  puisque  les  termes  6^*^^^*  Qt  e"**^^^  ne  sont  que  de» 
expressions  aruilogiques  formées  sur  le  modèle  de  e*  et  de  e""*,  par  la 
substitution  de  x  y/— 1  à  a:,  et  qui,  n'ayant  par  elles-mêmes  aucûiie  va- 
leur, ne  peuvent  être  conçues  et  traduites  que  par  leur  déf  dappemmit. 

Ce  qu'on  vient  de  lire  renferme,  ce  me  semble,  la^eule  définition  qu'oiv 
en  pnisse  donner:  on  voit  par  là  ce  qu'on,  doit  entendre  des  puissances 
dont  l'exposant  est  imaginaire.  Il  n'est  pas  poBsible  de  les  interpréter  , 
soit  par  des  multiplioations  successives ,  comme  les  puissances  entière!^ 
soit  par  une  combinaison  de  multiplications,  d'extractions  de  racine^, 
ou  de  divisions ,  comme  les  puissances  fractionnaires  et  négatives  ;  rn^is 
seulement  comme  ce  que  devient  le  développement  général  de  {l-^rxYy 
lorsqu'on  y  écrit,  au  lieu  ide  /71 ,  un  symbole  imaginaire.  Cette  généra- 
tion conserve  encore  à  la  fonction  proposée  sa  propriété  fondapien— 
taie,  savoir,  que  . 

(i  ^ccy  (i  +xy  Œ  (i + jc)"-^", 

puisque  cette  propriété  a  lieu  dans  le  développement,  quels  que  soient 
les  symboles  /w  et  /^,  dès  que  Ton  prend  -^=/w,  dans  le  n**.  16.  En  con- 
sidérant les  choses  sous  ce  point-de-vue,  le  seul  qui  soit  susceptible  de 
quelqu'évidence ,  on  voit  que  l'on  pourrait  se  dispenser  d«  démontrer  en 
particulier  que  la  loi  du  cMificient  du  second  terme  du  binôme  a  lieu 
dans  le  cas  qù  l'exposant  est  imaginaire ,  puisque  ce  n'est  plus  alors  qu'une 
vérité  de  définition.  Il  n'en  est  pas  de  même  pour  les  exposans  irra- 
tionnels ou  transcendans  ;  mais  outre  la  démonstration  du  n'  55,  appro- 
priée à  ces  cas ,  on  peut  toujours  concevoir  l'exposant  remplacé  par  un 
nombre  fractionnaire  qui  en  différera  aussi  peu  que  l'on  voudra,  et 
par  ce^moyen  la  démonstration  du  n^  16  subsiste  dans  son  entier. 
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43.  RevenonB  nuuutenant  aux  équations 

e*^^'"'  =  CQSx  +  s/' — I  sinjc 
e"*'^*"*  =  coso:  — •  V — 1  sia  x.- 

£&  ^  prenant  les  logarithmes  de  chaque  membre  y  on  ti^ouvera 

X  \/— 1  =  1  (cos  a;  *{-  \/ —  I  shi  x)  , 
— *jcv/^^  =  r(cosjt  —  v/— ^i  sinj;)? 

si  dé  la  première  de  celles-ci  y.  on  retranche  là  seconde^   on  aura 
2xy/ — ï  =  1  (cos X -f-  V—  1  sînjt)  —  l^cosar  —  y^ — x  csknor  ) 

Icoax  —  V^— i  flln  X  ^       ' 
divisant  le  nnmératenr  et  le  dénominateur  de  cette 'fraction  par   cos  x, 
et  mettant  pour  — -y  sa  valeur  tangjr^  a  viendra 

^  j  — -y— -1  tangx^ 

luisons  maintenant  >/-'i  tango;  =m^  nou6  aurons^  en  vertu  delà  série 
trouvée  pour  1  (fÉ^)  (29)  1  ' .  '    ' 

/  ■  *  f  II'  IX^  V 

âo:  V— ï  =  3  («  +  ^  "4- 5*  +  etc.j, 
ou  en  remettant  poth*  u  sa  valenr, 

•  / f*/ 1  V^— i  tango:'    .    V^— i  tangx*  ^      > 

ax  V — i=s=a|  V^ — i  tangjsr  — -i^ ^  ■  ^     -^ •  g— 2 etc.  | 

En  supprimant  le  facteur  commun  2  V*—»^  on  obtient 

0:=:  tangx  —  -^ —  •+-  — 5| —  —  etc.  , 

série  trëSi-remarquable  y  tant  par  la  simplicité  de  sa  loi .  que  par  la  na- 
ture de  la  relation  qu'elle  renferme ,  puisqu'elle   est  le  développement 
d'un  arc  de  cercle  y  au  moyen  de  sa  tangente. 
Représentons  tango:  par^^  et  nous  aurons 


I 
-^1 
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Si  on  pMnd  pour  x  Tare  de  45*,  dans  la  difîsion  delà  cîrconfér€ace 
en  36o,  sa  tangente  e'Unt  égale  au  rayon  ou  à  l'unité,  on  trouvera 

.  arc  de  45'=  i  -^ 3'+"^'*^ "  "H  etc.     , 

Celte  série  n'est  pas  Irès-convergèrite:  on  en  obtient  uae  qw  l'est  da- 
ratitage,  lôrsc[u'€m  descend  à  TaiK:  de  So*".  dont  le  sinus  est  ~  e{  par  con- 
séquent la  taftijfBn  te  :^--;;g.  Substituant  cette,  valeur  au*  lieu  de  tj  on 
trouvera  ■  .        »-  . 

arcde  3o'.=i.^{i.-ji5  +  5^^^+|^/^.etc.};      ' 

et  connaissant  la  lobgueuf  de  Tare  de  5o*,  on  aura  celle  de  la  circonfc- 
rence,  en  nmltîpliant  la  première  ]^r  12.  C'est^ar  la  série  préeédente  que 
Lagny  a  calculé  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre^  avec  127 
décimales  ;  et  il  a  trouvé  que  le  diamètre  étant  =  l ,  la  cîrconféi^nce 
était  exprimée  par  5,i4i59  26535  89793  33846  26433  83279  60288 
4197 1  69399  57510  58209  74944  59230  78J64  06286  20899-  86280 
34825  3421 I   70679  82148  o865i    52825  06647  09384  46.  • 

Ce  rapport  ^  qui  «paru,  pour  la  première  fois  dans  les  Mempires  de 
r Académie  des  Sciences^  année  17 19,  renfermait  une  faute  d'impression 
à  la  II 3""  décimale,  que  j'ai  corrigée  ici  d'après  l'indication  donnée 
par  M.  Véga. 

44-  Il  était  possible  de  former  des  séries  plus  convergentes  encore  que 
celle  qui  exprime  l'arc  4c  So"^^  en  employant  des  aixs  plus  petits^  dont  la 
tangente  fût  donnée  exactement  par  le  calcul  ^  celle  de  l'arc  de  i5%  par 
exemple;  mais  on  tombait  .aloriB  sur  des  nombres  irrationnels  de  plus  en 
-plus  compliqués  :  on  en  revint  donc  à  l'arc  de  45°;  mais  au  lieu  de  le 
calculer  en  une  seule  &>is^  on  imagina  de  lé  décomposer  en  plusieurs 
parties  y  dont  les  tangentes  fussent  des  nombres  rationnels. 

Parmi  plusieurs  déterminations  de  ce  genre,  on  remarque  d'abord 
celle  d'Euler ,  qui  a  trouvé  que  l'arc  de  45^  est  égal  à  la  somme  de  deux 
arcs  dont  les  tangentes  respectives  sont  |  et  f .  Cette  conclusion  peut 
se  vérifier  en  faisant  tang^  =  |,  tang5=:|,  dans  la  formule  connue 

lang  (J  +  B)  ^ta.g^^-'téng^    . 
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qui  doxmâ  alors  tang  (J^B)  =;:  i ,  d'oii  ^  +  jff  =  45*  j  et  comme  on  a 


—=  +  elc. 


formule  très^aise'e  4  mettre  en  nombres. 

Avant  qn'Euler  eâf  publié  les  séries  précédentes,  le  géomètre  anglais, 
Macliia^  avait  eu  une  idée  semblable  ,  et  était  parvenu  dès  1766,  à  une 
yaleur  beaucoup  plus  convergente  de  l'arc  de  45"*,  mais  qui  est  restée 
long-temps  dans  Foublr,  quoique  l'auteur  fdt  connu  pour  avoir  calculé 
avec  cent  chiffres  décimaux^  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre, 
que  Leudolphe  Van  Ceulen  n'avait  encore  poussé  que  jusque  35*^  Lé 
procédé  de  Machin  consiste  à  prendre  une  fraction  assez  petite  pour  la 
tangente  d'nn  premier  arc,  et  à  répéter  cet  arc  autant  de  fois  qu'il  est 
nécessaire  pour  obtenir  celui  de  ses  multiples  qui  approche  le  plus  de 
lare  de  45**,  puis  k'palculer  la  tangente  de  la  différence  die  ces-  deux 
derniers  arcs ,  tangente  qui.  n'est  aussi  qu^une  petite  fraction,  et  dont 
par  conséquent  on  obtient  l'arc  par  une  série  très-convergente.  On  sent 
que  ce  moyen  peut  conduire  à  plusieurs  résultats,  aussi  ne  m'àrrèterai-je 
que  sur  celui  qui  réunit  le  plus  de  simplicité  et  de  convergence,  (On 
peut  trouver  les  autres  dans  le  troisième  volume  des  Scriptores  loga- 
rithmicij^xîbiiés  par  M.  Maseres,  et  dans  le  deu-xième  volume  du  Déi^e^ 
loppement  de  la  partie  élémentaire  des  Mathématiques  ,  par  M.  Bertrand 
de  Genève.) 

En  prenant  ^  =  ?  5  ^^  formant  successivement 

sîtanEû  5 

tang  na  = — — -  =  — 

o  1— tang  a*         la 

tan;;  Aa  = 7--^^ — rr  =  —  • 

o  ^  1  —  (tanguer)"        119^ 

on  voit  que  Tare  4^  excède  très-peu  celui  de  45*  >  puisque  la  tangente 
de  lun  surpasse  celle  de  l'autre  de  -i-    seulement      Faisant    ensuite 
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é^a^sjf  et  45'=^^?,  on  trouve  pour  l'arc  A — B,  «[aejerepr^entepar  &^ 

ainsi  Parc  de  45'*=:4^ — ^i  mais  la  tangente  de  tf.étant  7,  et  celle  de  &,  ~^ 
il  vient 

d  où  il  résnlte 

(  \239      3C^'^5(239)5      7(a39y  •*"  *^^V' 

Le  calcul  de  la  première  série  est  très-facile  ^  <]uand  on  fait  attention 
qu'elle  équivaut  à 

1  j    ^^^    1      .       1  1 j.       I  1 

5l^        3.25"*"5ÇÏ§7'~7(25)^^"9(a5)4'~^^^-/ 
puis  à 

5r        3(ioo)^^(ioo)*        7(100)5^5(13374        ^^*"J' 

et  la  convergence  de  la  seconde  série  parait  bien  quand  on  la  met  sous 
la  forme 

53^  {  '  "3^57121  )  "^  5(5^a77  "~  7(67121)3  +.^*^'r       , 

La  comparaison  de  ces  séries,  avec  les  procédés  laborieux  fournis 
par  la  considération  des  polygones  inscrits  et  circonscrits  au  cercle^  est 
bien  propre  à  faire  sentir  l'avantage  de  l'analyse  et  des  calculs  modernes 
sur  les  méthodes  anciennes  ;  aussi  les  Géomètres  ne  s'en  sont  pas  tenus 
au  rapport  donné  par  Lagny:  M.  Véga,  que  j'ai  déjà  cité,  auquel  on 
doit  des  Tables  de  logarithmes  très-complètes  et  trè&>intéressantes,  en 
a  calculé  un  autre  jusqu'à  140  chiffres  décimaux,  et  au  moyen  duquel 
il  a  reconnu  l'erreur  qui  se  trouvait  dans  le  premier. 

Quand  on  connaît  la  longueur  de  la  circonférence  du  cercle,  on  en 
déduit  aisément  celle  d'un  arc  quelconque;  et  avec  ce  secours,  on  peut 
obtenir  par  les  formules  du  n°  Sg ,  qui  sont  très-convergentes  pour  de 
petits  arcs^  les  sinus  et  les  cosinus  de  ces  arcs.  On  passe  ensuite  aux  sinus 
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et  ftnï  cosinus  de  leurs  multiples^  par  les  formules  rigoureuses  trouvées 
dans  la  Trigonométrie.  On  peut  aussi  n'empjoyer  que  les  séries^  en  les 
préparant  de  manière  à  les  rendre  conyergentes ,  ce  qui  se  fait  par  des 
procédés  souvent  très-ingénieux,  ùiais  qui  ne  sont  pas  de  nature  à  trou- 
ver place  ici. 

45.  Les  arcs  de  cercle  sdnt  susceptibles  de  deux  formes  d'expressions 
qu'il  faut  soigneusement  distinguer.  Quand  on  les  désigne  par  les  degrés 
de  l'ancienne  et  de  la  nouvelle  division,  on  ne  fait  qu'indiquer  leurs 
rapports  avec  la  circonférence,  qu'on  regarde  comme  une  unité  partagée 
en  36o  parties,  ou  avec  le  quart  d&  cercle  divisé  en  100.  C'est  ainsi 
qu'on  en  use  dans  tous  les  calculs  où  il  n'entre  que  des  lignes  trigono- 
métriques;  mais  dès  que  les  arcs  entrent  par  eux-mêmes  dans  ces  cal* 
culs,  c'est  alors  de  leur  longueur  absolue  dont  il  s'agit  :  il  est  donc 
nécessaire  de  savoir  revenir  de  cette  longueur,  qui  est  exprimée  en  par- 
lies  du  rayon,  à  la  valeur  de  l'arc  exprimée  en  parties  aliquotes  de  la 
circonférence.  De  simples  proportions  suffiraient  pour  cela,  puisqu'en 
désignant  par  27r  la  longueur  de  la  circonférence,  et  par  a  celle  d'un 
arc,  le  nombre  de  degrés  de  cet  arc  sera,  dans  l'ancienne  division, 

~~> 
dans  la  nouvelle, 

^  ^    -,  • 

mais  les  Astronomes  rapportent  tous  les  arcs  h  celui  qui  est  égal  en 
longueur  au  rayon  du  cercle,  et  que,  par  -cette  raison,  il  est  bon  de 
connaître.  On  en  trouve  la  valeur  par  les  formules  ci-dessus,  en  y  fu- 
sant a=i:  il  vient,  dans  l'ancienne  division. 


36o 


dans  la  nouvelle  , 


~  =  aQ6a64',8o624  70964  ; 


400*» 


AT 


s=  o%6366i  9773367581. 


Pour  Fusage  ordinaire,  on  se  borne  aux  valeurs  suivantes  : 

Ane.  div.     5fif4^%Si;     nouvelle    65^,66198. 

Connaissant  ensuite  la  longueur  d'un  arc  quelconque   en  parties  déci- 
males du  rayon,  il  suffit  de  la  mulliglier  par  l'un  des  deux  nombres  pré- 

1.  10 
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cédentf^  pfmr  en  déduire  sa  valèaF  acnl  dans  Fancieiifie^  Mltdasi  h 

nouvelle  division;. 

On  troutera  de  cette  manière^  que  Tare  ^gal  k  0^2  ék  ntffta^ 
équivaut  à 

o,972X:îo6a64%8i  =  aoo489%59,  ou  BB""  4ï'^9'4j  ancîeime  divïsidfi^ 
0,973  x65*',66i98    =:  6i'',879445   nouvelle  division* 

Ce  qu*on  vient  de  voir  fournit  le  moyen  de  mesurer  un  ^^^t  où  arc^ 
lorsqu'on  est  dépourvu  d'instrumens  divisés  en  degrés  et  même  de  tablés 
trigonométriques  ;  car  si  Ton  ferme  cet  angle  par  une  fierpendiculaira 
à  l'un  de  ses  cÀtés  y  le  rapiport  de  ces  deux  lignes  donnera  la  tangenfe;  el 
si  cette  tangente  est  petite ,  la  longueur  de  l'arc  ituquel  elle  répond 
se    déduira  Êtcilement  de  la  formule 

X  =  /  —  j  +  g  —  -  +  etc.  , 

si  aisée  à  retenir^  et  qui  s'applique  aussi  bien  aux  angles  voisins  de 
langle  droit  qu'aux  .petits  angles,  parce  qu'on  calcule  alors  le  complé- 
ment de  l'angle  cherdié,  dont  la  tangente  est  inverse  de  la  tangente 
donnée.  On  peut  voir  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences^ 
année  1734,  Tusage  que  fait  Lagny,  de  cette  formule^  pour  l'objet  pro- 
posé. Dans  le  cas  où  l'angle  à  mesurer  ne  serait  pas  très-petit^  il  serait 
exprimé  plus  commodément  par  son  sinus  ou  son  cosinus^  au  moyen 
de  séries  qu'on  trouvera  dans  la  suite  ;  et  une  fois  qu'on  en  aurait  la  lon- 
gueur^ on  le  convertirait  en  parties  de  la  circonférence  >  conmie  il  vient 
d'être  dit. 

46.  Reprenons  les  deux  équations 

eOSJKT  =  -î- 1 


sin  X  == 


si  l'on  y  met  nx  au  lieu  de  jt^  on  aura 


cosnx  =r -2- 


Binnx  s=z  -  "^ 


te  qui  conduit  aux  valeurs  des  cosinus  ef  des  sinus  d'arcs  multiples. 
En  général   ces    formules  donnent  le  moyen  d'appliquer  le  calcul 
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algëbriqae  tox  fonctions  de  sinus  et  de  cosinus  ;  et  «y^sc  lenr  secours 
on  parvient  aux  mêmes  résultats  qu'on  obtiendrait  par  les  voies  trigo-« 
nométnques* 

Comme  cette  matière  n'est  pas  entièrement  de  notre  sujet^  on  n'en 
trpuTei;^  ici  que  quelques  exemples^  m^s  ils  sueront  pour  m^oatrer 
l'usage  qu'on  peut  faire  de  ces  formules. 

Supposons  qu'on  denyipds  ce  <pe  signifie  le  produit  sinx  cosor^  on 
trouvera^  en  l'effecluaQt^ 

smx  cosjc  zss  y  , 

ou 

a  sm  jc  cosjp  .=t 77= ; 

mais  il  e;t  ^s^  4e  y<iir  que  le  second  memliire  n'esit  a\Ure  cbose  que 
ja  Yideiv*  de  ^nXJCf  puisqu'on  y  parviendrait  en  mettant  2x   au  lieu 
dex,  dans  l'expression  de  sinx  :  on  aura  donc  sina; Cos a: =.^ sinisa;. 
Si  on  s'était  proposé  sinx  cosa  ^  on  aurait  eu 


.mx  coss  =  (       ^y-      -)  ( ï ;. 

oa 


stnx 


a.al/— i 


mais  il  est  évident  que 


— —= == =  sm  (x  +  z)  » 

ùy — i 

î- rr=l= ae  sm (je—  «)  ; 

par  conséquent 

sino:  coS2  c=s  î*{sin(j:-|-z)  -|-  sin(x — z)}. 

Cette  formule  se  tire  irès^simplement,  à  la  vérité  >  des  valeurs  con« 
naes  de 

sin (0:4-2)  =  sino:  cosz  -4-  sinz  coSa:  ^ 
sin(di:-^«)  as  ^no:  cosz  ^—  sîns  cosx  ^ 

en  les  ajoutant  ensemble;  mais  le  nioyen  que  nous  venons  d'employer 
<0Qduit|dus:iiisés»ent.ati3E;r(tti^    géttérales^iw^i 91^»» le verrabisntèt 
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47*  Puisqu'on  a 

^"•'*^""'  =  cosx  —  v/— I  sinx, 

en  éleyant  à  la  puissance  /2  >  les  deux  membres  de  ces  équations  ^  on 
trouvera 

e'"^^^  =s  (coso:  +  \/ — i  sinj:)* 

^-n,»/-|.i  _.  (cosor  —  V — I  sino:)"; 
ou 

Nous  voilà  donc  parvenus  à  l'expression  du  cosinus  d'un  arc  mul-* 
tiple^  d'une  manière  fort  simple;  et  il  faut  bien  flaire  attention  que 
quoiqu'elle  soit  affectée  jde  signes  imaginaires  ,  elle  n'en  est  pas  moins 
réelle;  car  ces  signes  disparaissent  tous  dans  le  développement  des  puis- 
sances indiquées.   En  effet  on  a 

(cosa7+  \/^sina:)''=:cosa^-f-Y  V^cosjc'-^'sin^r—^^ï^^i-cosjc^ 

(cosa;-*-  \/^isinj:)''=cosJc" — 2  \/ —  icos.r*"'sÎDLr — ^^^— cosar"""*sinj:*+etc*; 

en  ajoutant  le  second  développement  au  premier  ,  et  lÙvisanI  par  2  , 
on  trouvera 

COS7ï,r==cosa:-— îi^i^cosa--*sin^+îî^î^^ 

Il  n'est  pas  besoin  d'avertir  que  cette  série  sera  terminée  toutes  les  fois 
que  n  exprimera  un  nombre  entier  positif;  elle  suit  à  cet  égard  les 
mêmes  lois  que  la  formule  du  binôme  y  dont  elle  est  tirée.  . 


En  mettant  pour  e"f^r*  et  er^/-^^  leur  valeur  ,  dans  l'équation 


on  trouvera 

Sm  rliJC  «MM  ^— ■^— — — — ^'— — ^■^—^  i^— ^np^— i— w>»M^— ^1  ■'  1 1  I     ■    ■  î 

al/— 1 
et  eu  développant  il  viendra,  après  avoir  effacé  les  termes  qui  se  4é* 
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tniiseiit^  qui  sont  alors  les  termes  rëeb^  et  diyisé  par  a\/ — i , 

sinnjc=:  n  cosx'^^  sinor— --^ ^-^^-5 — •'  cosjc"^'  sinx' 

â     •     ô    . .     4      *     ^ 
48.  Dans  les  écpiations 

c~*^  =  (ces  X  +  V— I  sin  x)* 
e""";*^r: "  =:  («os x  —  >/— ^  sînx)", 

qui  servent  de  fondement  aux  résultats  précëdens^  on  peut  éliminer 
immédiatement  les  exponentielles^  en  y  mettant  pour  ces  fonctions  les 
valeurs  que  donnent  les  deu:t  premières  équations  du  n""  4?  s  lorsqu'on  y 
écrit  nx  au  lieu  de  x;  et  il  vient  alors 

{cosâ: 4-  V—  ï  sînjc)"  =  cosiuc  +  V/*— ^  sinnx, 
(cos  X  —  V — ^.i  siïKc)*  S5=  cos  nââ  — -  V-^^x'  sinwr  , 

équations  que  Ton  déduit  inmiédiatemeut  des  suivantes  : 

sia  (xdbz)  =  siuircosjs  db  cosj:sinz^ 
COs(x±js)  scosxcosz  iip  sinorsins^ 
I  =±:  sinar*-f- coso:*, 

qui  renferment  toute  la  théorie  des  sinus. 

En  décomposant  dans  ses  acteurs  le  second  membre  de  la  dernière^  ~ 
on  a 

I  =2=  (cos  a:  4-  V— 1  sinx)  (cos  x  —  V —  i  sinx)  ; 

mais  en  développant  le  produit  (cos  Jtr-f-  \/— •  i  8ina:)(cosz  +  Vtt"  i  sinz), 
on  trouve 

coso:  cosz  —  sinor  sinjs  -|-  {cos  j:  sînz  +  sinjî  cosz}  \/— -i  , 
résultat  qui  donne ^  en  vertu  des  deux  premières  équations^    . 
(co&r  -f-  V —  1  sîar)(co8»4-  \/-^isinj5)  a=  cos(j:-+-3)  +  V —  i  sin  (-x^-a)- 
On  obtiendra  de  même*  . 

(cosjc —  v/-^  ï  sin;r)(co&a—  V*^  1  sin») = cos(x-f-2)— •  y/ —  i  sin(a:+s) 
(cosjc4-  V— I  siar)(cos;3~  y^ —  i  sîns)  =  cos(jc — z)^  V —  ^  sîn(a: — z) 
(qosx-^  V—  isina:)(cos;5-f-  \/— -isin^)  =  C05(aî— ;3)—  V— »  sin(a:— js)  ; 
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on  {|(SQt  cQni{>i*eiidre  ces  q«a^  fioran^s  dans  les  âenx  SQtTsntes  : 
(co&r±  V^—  ï  6inar)(çoazd£  V*^  i«inj5)5=LC0.s(jr+a)db  y/-—  î  sîn(ar-4-») 
(cosjcrb  y/-l—  i  sinj?)  (cosiUqp  V—  «  siius)  ais  cos(jt>— a)=b  V— ■  i  sin(a:— ;5)» 

Si  dans  la  premîèf^  et  celles'^ci,  on  fait  successivenîent  zisiX,  2X^ 
5jc,.  . . .  (n— i)jc,  il  en  réstdtera 

(cosort:  V—  i  sinjc)*  =  cosaJ:  =b  V/—  i  8În  or 

(cos;r±  \/ —  I  sinjt;)(cos  2x:iz  >/— i  sîn  ^o:)  =  cos  3j?db  V/*-*- 1  sin  5aî 

(cos,tt±:  V —  ï  sinjr)(cDS  Zx  db  V-- '  sîn  5:r)  ==  cos^f  db  K/'^iûnl^X 

^l  comme  le  second  memf>re  de  chacutie  de  te^  ë({uatio]|S  estj^rëci^é- 
ment  le  second  facteur  du  preitlier  membre  de  Téquaiioa  suivante  ^  si  Ton 
met  9  au  lieu  de  ce  "f^cteuT,  Ja  quautkë  qm  lui  estégak^  on  trouvera 

(cosir sk  ^A-r-siâ  Jtr)»  '2±:  ^os  ^x  =fc  \dr7  sîn  nx 

(cofixdb  V—  1  sin  a:}"  sss  cos  Sacrrfc  l/-^  i  ain  ir 

(cosjcdtV— I  sin  ir)"  =s=  cos  /lo:  rfc  V"*— ï  sîn  /lo:  : 
on  aura  donc  ^  comme  ci-dçssus  ^  les  équations 

(cosx  4-  V — ï  sinur)*  rsi  >cosau:  -f-  V-*-- 1  wansù 
(cosjc  ~*  V^-^  I  $^xy  =ss  cos  /wc  —  v/— -!x  sin»x  ^ 

maïs  alors  elles  ne  seront  prouvées  que  pour  les  cas  où  le  nombre  n  est 
entier. 

49*  Les  déyeloppemens  de  sin  nx  et  de  cosiu:^  tnwnrés  <i^  4?  y 
résolvent  complètenient  le  problème  où  Ton  n'a  pour  but  que  d'ohbtenir 
la  valeur  du  sinus  ou  du  cosinus  d  un  arc  multiple  ^  au  moyen  des  puis- 
sances dusinus  et  xlu  cosinus  de  Tare  simple;  eft  -de plus^  As  ne t:essent 
pas  d*être  vrais^  quel  que  soit  le  nombre  n  :  seulement  ^  ils  ne  se  ter^ 
minent  pas  quand  ce  nombre  est  négatif  ou  fractionnaire^  inconvénient 
qui  tient  à  la  nature  de  la  chose  ;  mais  ces  ibemes  dév^eloppetnen^  <;oq- 
tiennent  à«-la-fois  les  puissances  du  sinus  et  celles  du  cosinus^  rce  qui 
semble  une  complication  inutile^  puisque  l'une  de  ces  quantités  étant 
donnée  par  l'autre  >  onpeut^  avec  le  secoursde  réliminalden^  parvenir  à 
des  formules  qui  ne  dépendent  que  du  sinus^  ou  tlu  cosinus.  ÎJ^  moyen 
qui    s'offre    d'abord  pour  les   obtenir^  est  de  remplacer  ésxx  :P>r 
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\/i  — cosl?,  dans  Texpression  de  ces /m;,  et  cosx  par  \/i  —  sinx*, 
dans  celle  de  sinno:.  La  première  de  ces  substitutions  conduira  toujom*s 
à  une  expression  rationnelle  ^  çuiscfim  to^nx  ne  renferme  que  despuis*- 
sances  paires  de  sino?;  et  la  seconde  produira  le  méft^  effet  sur  sin  nx  y 
lorsque  n  sera  un  mlnaSnre  iillpaijPf  mai»  dana  le  Cas  où  n  serait  pair  ^ 
il  y  aurait^  à  to«s  leâ  termes,  un  âtcteur  irratioÂnel*  que  Ton  peut 
mettre  tout  de  auite  en  éfidtiice^  «n  éoritant  le  développement  de 
ùànx  conme  il  auit  r 

sin;ij:  =  coso:  {n  cos  jt»^*  sin^  --.g^Tj'^  (^^  cosjc^^  »ia  jc^  -f-etcl. 

On  évite  cette  distinction  de  dettx  ta4,  ep  mettant  l'expression  de 
smnx  sous  la  forme 

sin  nx  5=  sin^r  j/i  coa«^^*  ---SfiîIlldiîîîl^J  coaa:*^  sibjc*  +  etc.  }  , 

dana  laqudle  la  série  renfermée  «ntre  les  accolades  pettt  toujours  être 
délivrée  rationnellement  des  puissances  du  sinus.  Il  serait  actuellement 
peu  commode  de  substituer  dans  cette  dernière  expression  et  dans  celle 
de  cosnxy  au  lieu  des  puissances  de  sinjç*^  celles  du  binôme  i  —  coso:*^ 
même  pour  ne  former  qu'un  tableau  des  valeurs  particulières  de  cesaor^ 
cosSjt.  . .  ^  sinao;^  sinS^r.  • .  ;  on  y  arrivera  pl«s  promptement  au  moyen 
de  formules  très-simples  que  je  vais  rapporter. 

Les  valeurs  connues  de  cosa  cos  h  et  cosa  sind  (Tiniié  élénu  de  Tri- 
gonom.  et  ^JppL,   etc.),  lorsqu'on -fiût  a=x  et  &:s /ta:,  deviennent 

cosjc  cosAwc  =  •  (cos  (»+  i)x  +  cos(» — i)jc}  , 
cdsx  sinn^tr  =  -{sin  (»+  \)x'^%in  (n — i)x}", 
d'où  Ton  lire 

coh{H,+i)x  =5  acosor  cos/za:  —  cos(n— i)x..*«  .(i), 
sin  {n-^x)x  =  MOtx  sin  nx  -*-  sin  {n — \)x (a); 

et  i^renaïkt  successivement  n=si,  As=:a,  n3=5,  etc« ,  on  déduira  de 
ces  deux  d^nières  forisnales^  les  tables  suivantes  : 
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.y      î^  .'* 

cos  a^r  =    acosjc*— '     I 
cos5,r=    4^<^sjp^ —      Scoso: 
cos4^  ==     Scosor* —     8cosa^-f-'    i 
cosSo?  =.i6cos^—  20cosj:'4-   5cosj: 
cos&r  =:=  Sicosx*.-—  4*cosar*-+- i8cosjc*~"  i  * 
C0S7J;  =  64co8^'  — ïi2cosa:^Hh56co6Jp*— 7CM« 
etc. 
»  •  ■.  '    IL    -  *. 

.  sinaor  ;;7s  9iax,(.2cmx) 
sinSo?  =  smj:(  4cosjc'—    i) 
Bin4^  =  smar(  8cos:r^— '    4^^^'^) 
I       .  .*    "  siuSx  =s  8ma;(i6cosj^-— i2co8â^*f-    i) 

sîn6x  5=  sînjr  (Sacoso:*  —  52cosa:^+   6cos:r) 
9ia  70?  2=  sin  a:  (64.co8jc^  -^  80  cosoj^  -^  a4  cos jc*  —  i ) 
elc, 

Euler,  qui  forma  le  premier  ces  deux  tables  par.  la  méthode  expo^ 
sée  plus  haut^  en  exprima  la  loi  par  les  formules  ci-dessoué  ; 

'  cos/uc  =  ^t"""*  cosx"  —  -  2"^^  cosjc""*^  +       "^     2"^^  cos  x^'^ 

i.â.3  'i.a.3.4 

sin  nx  =siar[3''-~'cosx*'"* — ^?— ^a'^^cosj^'-^^j-^""^  )y^—4)  a^-Sco&rr-^. 

1     .     a     •     o  '       1     .    -a     .,    3     .     4 

11  parait  que  ces  formules  ont  été  trouvées  d'abord  par  une  sorte  de 
tâtonnement^  en  essayant  les  fonctions  les  plus  simples  de  l'indice  tiy 
qaiy  en  y  faisant  successivement  ass:!^  ns3s2y  n=r:3^  etc.^  pussent 
se  changer  dans  les  coefficiens  numériques  des  puissances  correspon- 
dantes de  cos  a:;  et  ceux  des  premiers  termes ,  qui  ne  sont  que  des  puis- 
sanCeâ  du  n^^iïibre  2  y  ont  d'ailleurs  fait  voir  la  néces^të  d'introduire 
ces  puissances  dans  lés  formules  générales.  Ces  formules  peuvent  se  vé^ 
rifier  facilement  a  posteriori j  en  substituant^  dans  les  équations  (1)  et  (3) 
(page  précéd.)  les  suites  qu'elles  donnent  pour  cos  (/î—  i)  x  et  cos  nx, 
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sin(n«->«i)jrr  et  slnnx.  Il  en  résultera  des  suites,  précisément  de  même 
forme  pour  cos  («+ i);r  et  sin  (/«  -j- 1  )  of,  ce  qui  montre  que  si  la  loi  est 
Traie  pour  les  nombres  «—  i  et  n,  elle  est  encore  vraie  pour  le; nombre 
n-f-iy  et  que  par  conséquent  il  suffit  qu'elle  soit  établie  panj^ux  ré-« 
sultats  consécutife,  dans  les  Tables  I  et  II,  pour  qu'on  puisse  L'employer 
à  continuer  ces  tables  aussi  loin  qu'on  voudra* 

Les  derniers  développemens  de  cos  nx  et  de  siniir  doivent  élre  bien 
distingué»  des  premiers  (47)^  l'usage  des  uns  exige  une  attention  supei^ 
flue  dans  l'emploi  des  autres.  Pour  conduire  à  un  résultat  exact,  eeux 
du  n''47>  semblables  à  la  formule  du  bihome  de  Newton,  ne  demandent 
que  la  simple  substitution  de  la  valeiifassignée  à  /i ,  et  leurs  termes 
s'annulenk  d'eux-mêmes  ,  dès  qu'on  a  passé  oeux  qui  conviennent  à  l'ex- 
pression cherchée,  tandis  que  dans  tous  les  cas,  les  formules  de  la  page 
précédente  se  continuent  à  l'infini  et  donnent  un  résultat  faux,  à  moins 
qu'on  ne  rejette  les  tewies  où  l'exposant  de  cos^  est  négatif,  ce  que 
l'expression  analytique  ne  dit  pas  expressément. 

On  en  a  un  •exemple.bien  simple,  en  faisant  n=si ,  dans  l'expression 
^  cos/zsc,  qui  donne  la  suite  infinie 


X 


cos  J?  =   COSOV—  -: —  "c Ta  "*"  5 TS  ""*  CtC,  , 

4co6x        ibcosar       02C08jr  ' 

équation  que  les  termes  du  second  membre  qui  suivent  *  le  premier 
rendent  fausse,  et  il  en  e^t  de  même  d^ns  tous  les  autres  cas;  de  sorte 
qu'on  doit  toujours  joindre  à  ces  formules  la  restriction  de  ne  les  em^ 
ployer  que  pour  des  nombres  entiers  y.  et  de  s'arrêter  aux  tétines  oh  cos  X 
est  affecté  d'un  exposant  négatif. 

Cette  imperfection  mérite  d'être  remarquée,  parce  qu'elle  prouve  bien 
clairement  le  pen  de  fonds  que  l'on  doit  faire  «sur  l'induction  tirée  de 
l'examen  de  valeurs  particulières,  dont  le  nombre,  toujours  limité ,  ne 
présente  souvent  que  d'une  manière  incomplète  la  loi  qui  règne  dans 
l'ensemble  de  toutes  les  valem^s  de  la  fonction  cherchée  ;  et  on  voit  par 
là  combien  est  inexacte  la  marche  des  auteurs  qui  veulent  établir  de 
cette  manière  le  développement  des  puissances  du  binôme,  quoiqu'il  soit 
assez  probable  que  c'est  d'abord  ainsi  que  Newton  y  est  parvenu.  En 
effet,  tant  que  l'on  ne  considère  que  des  valeurs  particulières,  elles  peuvent 
introduire  dans  le  calcul  des  réductions  ou  des  simplifications  dont  on 
ne  s'apperçoit  pas,  et  qui  n'ayant  pas  lieu  en  général,  changent  entière- 
ment là  nature  de  l'expression.  C'est  ce  qui  arrive  ici;  et  Euler,  qui  a 
I.  II 
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îndiqaé  le  premier  cette  sorte  de.  paradoxe,  en  a  dotmé  aussi  l'ei^plK 
catiôa^  en  trouvant  pour  les  dévelo^^cmens  généraux  de  cosnx  et  de 
sînno:,  deux  séries  infinies,  combinées  de  manière  que  dans  les  cas  où 
n  est  eqlîer  positif,  il  ne  reste  que  les  expressions  rapportées  ci-dessos. 
MM.  Fuss  et  Lagrange ,  en  revenant  sur  ce  sujet  importaat,  ont  con- 
firmé et  simplifié  beaucoup  ks  recherches  d'Euler ,  par  des  considéra- 
tîops  qui  tjfouveront  naturellement  leur  place  dans  ce  Traité ,  lorsque 
je  parlerai  de  Tusage  du  calcul  différentiel^  paor  développer  jles  fonc^ 
tions  en  séries. 

En  effet,  si  Ton  remonte  aux  équations 

fcosa;  +  l/— ^  siaxY  +  (cosa;  —  t/^  sin  xY         ,    . 
cos  nx  =  i ^^-^ ^ — —^ ^  V 

{co8«+ l/^^sina:)''  — (coso: — V^— i  sin  a;}" 
sm  nx  = ^-^ ^    ,~-L ^  , 

trouvées  indépendamment  d'aucune  valeur  parficuUère  de  a?  et  de  n  ; 
on  voit  que  toutes  les  questions  qu'on  peut  ôe  proposer  sur  le  dévelop- 
pement de  cosTix  et  de  sinnxy  reposent  sur  celui  de  la  fonction 
{cosxrb  y/—  I  sinar}" ,  qui   prend  les  formes: 


{cos Jc  db  V— 1  .  Vi  —  cosjc'}", 

{  V/i  — sinjc'i  V —  I  sînx}", 

lorsqu'on  en  çjimine  sin^  ou  cosjr,  et  peut  alors  se  développer  en 
série ,  de  quatre  manières ,  savoir  :  en  série  descendante  ou  ascen- 
dante ,  suivant  les  puissances  de  cosjc,  et  en  série  descendante  on  as- 
cendante, suivant  les  puissances  de  sinx. 

5o.  Telles  sont  les  circonstances  qui  ont  donné  lieu  à  la  variété  de  for- 
mules que  l'on  rencontre  sur  ce  sujet  dans  les  dîfférens  auteurs  qui  s'en 
sont  occupés,  à  commencer  par  Viète;  et  le  premier  quvrage  élémen- 
taire où  l'on  a  pris  soin  d'en  rassenibler  le  plus  grand  nombre,  est,  4 
ma  connaissance,  celui  que  M.  Mauduit  a  publié  en  1765,  sous  le  titre 
de  Principes  d^ astronomie  sphérique  :  on  les  trouve  aussi  presque  toutes 
dans  les  Leçons  sur  le  Calcul  des  fonctions ,  par  M.  Lagrange.  Comme 
le  lecteur  pourrait  être  cmrieux  de  rapprocher  ces  diverses  formules^  je 
les  ai  rassemblées  dans  le  tableau  ci-joint,  ou 

p  =;  cosor,        q  ss  sinjc. 
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Séries  descendantes. 
L  n  étant  indifféremment  impaire  ou  paire  ^    . 

II.  Lorsque  n  est  impaire  y 

m.  Lor9qae  n  est  .paire ,  -  .  ' 

rf=cos«a:==i{(2y)'~-n(2y)-'+^^^^(3y)"*— "^"J^^Y^Vay)"-*  +  été.}. 

Séries  ascendantes. 
A.  Lorsque  n  est  impaire , 

3=cosar_^/^p       STTS^^^a  .  3  .  4  .  5''  a.  3.  4.  5.  6.  7      ^'T®"^'/ 

cos/zas=;;{i~L-_^y»4,L_-^^.a-Y_.^^     3.4     5  .  6    9  +  etc.} 
n.  Lorsque  /*  est  paire ,     • 

±  C08  ;«:  =  {,_-;,.+.-^V---L^-!WL_^_gJ;,.+  CtC.  } 
_  f         n'   .  ■   n'O»'— 4)_i      »*(»»— 4)('»»— 16)     g   ,      .      î 

C08  «ar=  {1--^^+ ^i^y«~.^-.g_JL_y  ^«4.  etc. } 
-^»-  f  "W— 4)   s  I  «(»»•— 4)(n*—iO   5      n(a«--4)(it«— i6)(n'— 36)     ,    ,      .     > 

•      ,inn:rr-gfng     "(«'^4)-»  .  «(»'~4)(n'-.6)   .      »C/»'-4)(«'— 6)(a^-36)  l 

Wiwjc==p|«7-      5—3-?-*-  a  .  3  .  4  .  5  ^  a. 3. 4. 5, 6. 7       ^  -t-etc.j 
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Ces  quatorze  séries  peuvent  se  réduire  à  six;  Car  toutes  les  séries  des* 
cendantes  se  déduisent  des  deux  premières^  et,  parmi  les  séries  ascen-. 
dantes,  la  première,  la  troisième,  la  cinquième  et  la  sepiiènie  donnent 
respectivement  la  deuxième,  la  quatrième,  la  sixième  et  la  hiûtième. 
Cette  transformation  s'opère  en  introduisant  au  lieu  de  l'arc  x,  çon  com-' 
plément.  ■ 

Si^  en  désignant  le  quart  de  cercle  par  i*^,  on  écrit  i*i— J,  au  lieu  de 
j:  ,  il  viendra  d'abord 

cos(i^  —  h)  =  sinA,       sin(i^ — b)  se  cosi; 

mais  pour  savoir  à  quoi  répondent  alors  cosnx  et  sîn  /zo:,  qui  se  changent  en 

cos/2(i*ï  — i)  et  smn(^\'^^b)^ 

il  faut  distinguer  les  diverses  formes  du  nombre  n. 

Dans  le  cas  où  ce  nombre  est  impair,  il  ne  peut  avoir  que  Tune  ou 
Tautre  de  ces  formes:  i^^+j,  ou  4^+5.  En  multipliant  par  cé^  nombres 
l'arc  i*ï — i,  et  retranchait  les  circonférences  entières,  qui  ne  doivent 
compter  pour  rien,  on  trouvera  (Traité  élém.  de  Triga^nom*  et€tAppL)y. 

cosfi*' — (47?î-f-i)A}=: .  sin(4m+i)*,   sinli** — (4/»+î)*};?=:     cos(4wi4-0*> 
cosfs'ï— (4m+5)i}=— sin(4/7i+3)A,  sih{5^4m+5)*}==— cos(477H-3)*. 

Lorsque  le  nombre  n  est  pair,  ses  formes  sont  fyn^  ou  4^^-a,  et 
produisent  les  relations  suivantes  : 

cos  (4*ï  —  fynb)  =     cos  ^b  y  sin  (  4"*  --^  4^^  )    t=— «îu  Içiih  y 

Cob{2'^ — Ç^^nir}-a)b)=z — cos(47?i+2)i,  sin{2^ — (4m4-3)A}=:      sîn(4/w-|-2)i. 

En  substituant  ces  expressions,  classant  les  résultats  «uivant  les  diverses 
formes  du  nombre  n^  et  remettant  jc^t  nx  au  lieu  de  lare  b  et  de  son 
multiple,  on  obtiendra  les  transformations  citées,  qui  s^opèrent,  conune 
on  le  voit,  par  le  changement  de  cos  œ  en  sinx,  ou,  vice  versât  dans 
le  second  membre  de  chaque  formule  ,  et  par  celui  de  cosnx  en  sin  nx 
dans  le  premier  membre,  mais  seulement  quamd  n  est  impaire. 

Les  tables  de  la  page  8o,  qui  ont  donné  par  induction  les  deuxpre-» 
mières  séries  descendantes,  donnent  aussi  les  $éries  ascendantes.  U 
suffit  pour  cela  d'écrire ,  en  commençant  par  le  dernier  terme ,  cha- 
.  cun  des  résultats  qu'elles  contiennent.  L^  première  table  conduit  à  la 
première  et  à  la  cinquième  séries  ascendantes,  et  la  seconde  table,  à 
la  troisième  et  à  la  septième  séries  ascend^^ntes.  Qu^nt  aux  signes  ,  le 
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stipérienr ,  dans  les  séries  où  n  est  impaire ^  répond  au  cas  où  ùe  nombre 
est  de  lar  fonne  i^-h  ly  ripffirieur,  au  cas  où  il  est  de  la  form^ 
4^+5,-  dans  les  foimules  où  n  est  paire  ^  cettç  alternative  se  rapporte 
aux  formes  4^"  et  4^ -f- 3." 

5i.  Les  développemens  de  cosnx  et  de  sm/zx^  trouvés  dans  le  n*  47> 
{)rennept  une  forme  très-^simple  quand  on  y  introduit  l€s  pi^iisances  de 
la  tangente;  ce  qui  se  fait  en  mettant  coso;"  en  facteur  conunun^  d'où 
îl  reWte  .* 

cos/w:  =  cosa:Mi ^ ^ — ^^ — i^ ^ — ,  ^    .  ^ — i:!— elc-  f, 

r    .       ï,.   a  C09X*   *       ,1.3.3.4       C05a^  J' 

smnxs=:cosx^{ — .-iî ^ — =-/ s  4-  etc.  >, 

et  par  "conséquent  .  /     ' 

m  nx  ±=:  cosa:"  i  -  tangor  —  -^^ ^  ^  tang  a:.^  -j-  etc.  >  ,    . 


sm 


sin  :r 


en  rem|Haçant par  tango:. 

Si  Ton  divise  la  dernière  expression  de  sianx  par  celle  de  eosnx^ 
on  obtiendra  ...  "    . 

ian£f72jc=  I       ■  •    •  *■  '-  '  w^ —       ^-i  .       *     «, 

i,^.y  .  */  tangx*  +  -^^ ^ — ^^>   ^  ■    taûg a:^  —  etc.  - 

i.a         ^  i.â.3.4  '^ 

d'où  Ton  conclura  sans  peine  le  développement  àe  cotizx^  qui  serait 
applicable  aux  valeurs  quelconques  du  nombre  n  y  «insi  92e  le  pré- 
cédent. * 

52.  Si  dans  les  expressions  de  sinfkS  et  de  cosnx  du  u"  47>  oii  fait  <^  =  ^> 
elles  devieliSroiit         .  •  * 
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Les  séries  qixi  forment  leurs  seconds  menibres  sont  snsceptibles  de 
limites^  relativement  à  Faccroîssement  de  ri}   car  lorsque  Ce  nombre 

augmente 9  l'arc  -  diminue  et  se  rapproche  de  plus  en  plus    de   son 

sinus ,  tandis  que  son  cosinus  converge  vers   le  rayon  ou  l'unité  :  en 

écrivant  d<tac  -au lien  de  «in-,  i  au  lieu  de  cos-.  et   en  réduisant 

71-71'  71'' 

les  produits  n,  n(n— i),  «(»— i)(/i^— a),  etc.  a  leuc  premier  termes 
on  aura  potir  la  limite 

1/  7»^   V*    ,  71*        V*  ^  v'       ,  V* 

cosp=i    —  —  -7"+-  r"5— 7  -2— etc.,..a3s  i  —  -.  -a-     i^    *-t-  etc. 
a  rf  ^    a.3.4n*  a    '     aj9.4 

Nous  voilà  donc  f etombés  dans  les  séries  de  la  page  65^  et  on  voit 
par  là  comment  se  vérifient  l'une  par  Tautre ,  les  différentes  marches 
que  nous  avons  suivies  pour  y  arriver. 

55.  La  considération  des  limites  mène  de  ndeme  très-promptement 
à  la  série  qui  exprime  l'arc  par  sa  tangente.'  Pour  cela^  on  observe 
que  la  limite   du  rapport  de  l'arc  à  son  sinus  étant  l'unité^  ceQe  de 

'^   ^  prise  par   rapport  au  décroigsement  de  n,  sera  aussi  l'unité; 

mais  en  vertu  de  Féquation 

8in;iar  =3; ces ar*  1 7  ^°g ^  "" "^^"^^ ^     5     tangj:^  H-etc.  }(5i), 

on  aura 

nx  iix 


tànnx' 


cosx«|-tanga:— .-^^ ^^    ^  ■  taDgx^^^etc.  \ 

OU  y  en  divisant  le  second  membre  par  n. 


nx 
8in  nx* 


cosx"!  tangy— ^^^^^J-"  ^    tangx^+etc.| 


.  Gela  posé ,  en  passant  aux  imites  y  il  faudra  mettre  i ,  pour  le  premier 
membre^  et  faire  ;ïc==0  dans  k  second^.en  observant  que  (cosa:)''=i; 
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il  viendra 


{tane  x*  1  * 

tang  oc S—  +  etc.  > 

d'où  il  smt,  comme  dans  le  n^  45, 

X  se  tang  X  —  — ^i —  -f-  elc, 

54-  Dans  les  articles  47  et  49>  <!>i^  ^  développé  les  sinus  et  les  cosinus 
des  arcs  multi]des  ^  suivant  les  puissances  du  sinus  et  du  cosinus  de  Tare 
simple;  voici  comment  oïl  peut  résoudre  la  question  inverse ,  c'est-à-- 
dire ceUe  où  il  s'agit  d^exprimer  les  puissances  du  sinus  et  du  cosinus 
de  l'arc  siiqple,  par  les  sinus  et  les  cosinus  de  sts  multiples  : 

Soit 

cosjc  —  \/ — I  sino:  a=  c', 
on  aura 

cos^  =  ;  («4-0  >        sînop  =  ^^^^  («  —  ^ , 

et  de  là  on  tirera  d'abord 

cosjc- =jl  (w+p)". 

En  développant  la  puissance  indiquée  dans  le  second  membre  de  cette 
équation^  il  viendra 

C0Sar"=s:^|a*-f-V«"T*(/4.  ^  ^  J|i»-*<;*>j^        a  5      "     ^  +  «*«•  f  î 

mais  dans  l'expression  (u  +  u)*  on  peut  changer  i^  emi^  et  réciproque* 
ment^  ce  qui  donnera 

cof^af^l{v^m^^^i^^  ^-^^  J^  etc.}  , 

et  en  ajoutant  ces. deux  résultats^  on  aura 

acosar»;=îi{a"-Hj^r+"'»(««^'H-^*~''*)+  ^)^i^  (w^V-f  p»-»w*)  | 
^  ^('►jiK^)  (^»H^3^^,|^->»^3)  ,,^  etc. 
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Ou  peut  donner  «  celte  équation,  la  forme  suivante  : 

mais  ea  vertu  du  n*  47>  on  a  ,  . 

cosna?=ss|(ço8«-f-  V^^fiioa:)"4-i(coSl^—  V--^s»n4r)'==siM"4-î«'", 
et  cela,  «pidle  quîç  soit  /^  :  on  en  pourra  conclure  que 

et  en  général  • .     .  -^        «      a  • 

et  de  plM)  n  est  «se  de  ^oir  que  u^^iz:  x .;  par  conso^uettt  on  aura 
a"*'cos^ar"ss:  \2cosna:+2ncos(n — 2)x+  ^"  j"^    cos(/^-r4)^ 

+  ^"(^-^  j  (^pg)  Cos(/i-^)^  4-etc. 
ou  bien^  en  divisant  tout  par  2  ^ 

a"  cosa?*  ==  |co8  fwi?  +  -  ws  (» — 2)  cr  [l||r""~    çoè  (i»*^4)  ^ 

•  •  +f7^^"^g?^9<»-6)^+etc 


I 


En  continuant  cette  forinule  comme  celle  du  binôme  »de  Nè^vton ,  on 
arrivera  a  des  cosinus  d'arcs  négatifs;  mais  ils  sont  précisément  les 
mêmes  -  que  reux  des  arcs  positifs  qui  leur  correspondent  :  on  écrira 
donc .  cos  (/w  —  w)  a:  au  lîeu  de  co6  (n — ?n)  jc, 

'■  La  TaliBUF  que  nous  venons  de  trouver  pour  côs  as*"  n'est  pas  res-* 
treinte  au  sîe'ul  cas  où  n  est  un  nombre  entier  ;  elle  conviendrait  éga- 
lement à  Ceux  où  n  serait  fractionnaire  ou  négatif.  Cependant  dans  le 
'  premier  elle  est  svsceplible  d'une  simplification  que  nous  alloua  âûrc 
connaître.        -        ,  , 

Dans  le  développement  de  (wH*?**)',  lorsque  n'est  un  nombre, entier, 
les  termes  placés  à  égale  distance  des  extrêmes  ont  le  même  coefficient; 
pareille  chose  aura  lieu  dans  l'expression  t 

cosnx-H  -^co%{Tt~2)x-\^\^^  y 
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ei  dt^plus^  les  cosiiuis  placés  à  égale  distance  des  extrêmes  de  cette 
formule  appartiennent  ^  des  arcs  égaux.  En  effets  le  terme  pUcé  à  une 
distance  m  du  premier  éùnt  affecté  .de  ços(n — 2rn)Xy  le  dernier  l'est  lui-- 
même  de  cos(n — 2n)a:,  ou  cos— wa:;  et  en  remontant  vers  le  premier 
d'un  nombre  de  rangs  marqué  par  m,  on  trouvera  nécessairement 
cos(— «  +  2/w)x,  ou  cos— •(»— 277i)  X  :.mais  d'après  ce  qui  a  été  dit 
ci-dessus^  cos(n  —  2m)a:  et  cos— (/*— 3w):r  sont  égaux.  Il  suit  de  là 
qu'il  est  inutile  d'étendre  la  formule  aux  termes  multipliés  par  des  co- 
sinus d'arcs  négatifs^  puisqu'il  suffit^  pour  en  tenir  compte ^, de  prendre 
le  double  de  chacun  de  ceux  qui  en  contiennent  de  positifs. 

On  pourra  d#nc^  en  s'arrètant  au  tei^ae  où  les  arcs  deviennent;  néga- 
tifs, écrire 

a"co8Jrr"===|2COs;i;r7f-  — cofi(/^— a)jc  +  ?2i!^  l 

Il  faut  néanmoins  observer  que  dans  le  cas  oxxn  est  un  nombre  pair , 
la  formule  a  un  terme  inoyen ,  également  éloigné  de  l'un  et  de  l'autre 

n(h— 1)  .... -(»— ^ rff  1  ) 

extrême/ et  représenté  par  — cos(n — n)j::  ce  terme 

1  .  fl - 

,    .  ,  «('»— 0 (^■'"0 

à  cause  de  cos  o  =  i ,  se  réduit  à ;  et  pîœce    qu'il  est 

1  .a - 

a 

unique,  il  ne  doit  pas  être  multiplié  par  2  comme  les  autres,  à  moins 
qu'on  n'en  prenne  préalablement  la  moitié ,  ou  que  l'on  n'écrive 

a  n 

1  .  fl - 

a 

On  aura  donc  pour  dernier  résultat 

2"r'  coso:"  ===  |cosna>H- "cos(/i— 2)jp+^j^P^ 

H- 2fclK2=f!}cos(7i— 6)jc+ctc. 

•       1   .  a  .  o 

en   observant  de  s'arrêter,  dans  cette  formule ,  lorsqu'on  rencontrera 
1.  13 
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un  arc  négatif^  et  de  ne  prendre  que  la  moitië  dn  coefficient  du  connuf 
de  l'arc  nul  qu'on  trouvera^  si  n  est  paivé  Avec  cette  attention^  3 aéra 
fecile  de  former  les  râleurs  de  la  table  ci-}ointe  : 

cos<^   =3  cosa7 
st  cos  or*  5=:  cos  2X  -4*  X 
4^^*^'  =  cos  5a:  •+•  Scùsjc 
8  cos  x^  =  cos  4^  +  4  ^^s  :2a:  +'  5 
i6  cos  a^  =  cos  5a?  +  5  cos  5a:  "-|-  lo  cos  x 
5a  cos  0?®  =  cos  6a:  -f-  6  cos 4^  ^-  iScosao:  -|-  lo 
64  cos  a:'  =  cos  jx  ^  j  cos  5a:  -f-  ai  cos  5a:  +•  55  ex»  x 
etc. 

'\  55.  Pour  déyelopper  sino?"  on  fera  usage  de  l'équatioii 

sinorss:  -— jsc=.  («— f'), 
et  on  trouvera  ' 

ou 

(av^— i)"t  *  'i.a  i.a.3  y 

1"*.  Soit  72  un  nombre  pair  ou  une  fraction  de  numérateur  pair;  dans 
€€  cas,  {w^sif  z=s>  {y — ^w)",  et  par  conséquent  on  aura  encore 

En  développant  le  second  membre  de  cette  équation,  qu^on  ajoutera 
à  la  première,  il  viendra 

2sina:'^T— T^.ftt'+t'"— "(tt"-VH-p^^ 

_  "C^^^>^"J^  (i.«r3,;^+p»r-V)  +  etc. 
ou  bien  • 
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résultat  qui  est  le  même,  aux  signes  près,  que  celui  du  n^  précédent: 
nous  poutons  donc  écrire  tout  de  suite  : 

(2  V^ —  i)"«n^=(cosnx^— -cos(/i — a)jr4--^^~--^cos  (n — 4)  ^ 

—  -TTXT*3^  ^^*  (n— 6)a:+etc. 

L'imaginaire  disparaît  parce  que  n  est  un  nombre  pair  ;  et  on  a 
(a  \/ — i)"  =  =t  3%  le  signe  supérieur  ajant  lieu  si  n  est  doublement 
pair,  c'est-*a«-dire  multiple  de  4>  et  le  signe  inférieur,  s'il  est  simple- 
ment divisible  par  2. 

On  fera  sur  le  second  membre  de  cette^équation  les  mêmes  raison-* 
nemens  que  dans  rartîcle  précédent;  et  quahd  n  sera  un  nombre  entier, 
on  eq  conclura  qu'on  p^ut  se  bornçr  aux  terynes  qui  ne  renferment  que 
des  arcs  positifs,  pourvu  qu'on  prenne  le  double  de  chacun  d'eux.  De 
plus  ,  comme  alors  n  est  paire  ^  il  y  aura  un  terme  dégagé  de  cosinus 
qu'il  ne  faudra  pas  doubler;  et  en  divisant  tout  par  a,  on  aura 

±2"""'sîar't=(cosna:-^"  cos(^>^-a)jr  |  "^"'^  — cos  (n — 4)  ^ 

en  observant  de  s'arrêter  lorsqu'on  trouvera  un  are  nul,  et  de  ne 
prendre  que  la  moitié  du  coefficient  de  ce  terme. 

2*.  Si  n  est  un  nombre  impair,  il  vient  alors 
par  conséquent     -    ^  , 

ou  en  développant, 

£n  «pointant  ce  dévelo^ppenoent  de  «injt*  k  celw  de  la  pa^e  90,  et  faisant 
les  réductions  nécessaires,  on  trouvera 
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1   .  a  .  o  ^  ^   • 

<xnaîs  par  le  n*  47> 

sin  nx  ==      Lv  {(cow-f-  x/^shwî)''— {cos«— •  \/— isîiw)"} 

quelle  que  soit  /»;  ainsi  on  aura  en  géneVal 

.   i("^  ~  v^z^  s=  2  \/-—  I  sin  (/t— 7^1)0:, 

et  quant  au  produit  uv  ^îX  est  toujours  égal  à  Funité  ;   on  obtiendra 
par  conséquent 

a  sm  a:»  =  7 — 7==-— i  sin  no: — -  sm  (n — !ï)x  H — ^ — -^  sm  (/i— 4)x  / 

L'imaginaire  n'affecte  pas  plus  cette  formule  que  les  précédentes;  car ^ 
n  étant  un  nombre  inipair^ 

le  signe  supérieur  ayant  lieu  si  n—  i  est  un  multiple  de  4^  ^^^^  signe 
inférieur  si  7^— .1  est  simplement  un  multiple  de  2. 

On  peut  encore  ici  se  borner  aux  termes  affectés  de  sinus  d'arcs  po-« 
si  tifs  ^  en  doublant  ces  termes;  car  il  est  d'abord  évident  y  par  les  mêmes 
raisons  que  précédemment  y  que  les  termes  placés  à  égale  distance  des 
extrêmes^  ont  le  même  coefficient ^  et  que  l'un  est  affecté  d'un  arc  po*- 
sitif  ^  et  l'autre  d'un  arc  négatif.  A  la  vérité^  comme  le  nombre  des 
termes  de  la  formule  est  pair,  et  qu'ils  sont  alternativement  positifs  et 
négatifs,  les  termes correspondans seront  de  signe  contraire;  mais  aussi 
le  sinus  de  l'arc  négatif  est  lui  -  même  négatif,  par  conséquent  cette 
différence  de  signe  se  trouve  corrigée,  et  les  terxpes  dont  il  s'agit  se 
réunissent  dans  un  seul. 
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Diaprés  ces  considérttioiis ,  et  en  divisant  par  a  ^  il  viendra 

cfc  a"^*  sin  a:"  =  I sin wx  •—  2  sin(n—2)x  -f-  iLSZlîi  sin  (n— 4)*^ 

On  déduira  aisément  des  deux  formules  de  cet  article^  les  valeurs  con** 
tenues  dans  la  table  suivante  ; 

sin  a;   s=        sin  a: 

.asinor*  =  —  cos^io:  +  i  , 

4^^  o:^  =:  — «  sin  3a:  +  3  sin  ^ 

&sinar^  =        cos4r  —  4<^o^^^^  *<"    5 
iGsina:^  =        sin  5a;  —  5sin5ar  -+-  losinx 
Sa  sin  x^  =  —  cos6a7  +  6  cos  4^  "—  »5  cos  :tx  -f-  lo 
64  sin  o:^  sss  —  sinyx  +  7  sin  5ar  —  21  sin  Sx  -|*  35sinx 

Voila  pour  les  cas  où  n  serait  un  nombre  entier;  s'il  était  fraction^ 
naife  /  il  faudrait  avoir  recours  à  la  première  formule  du  n""  précédent. 
On  y  ferait  ar=  i*»— «,  ce  qui  donnerait  cosar  =  rin2,  et  par  eonsé^ 
tjuent  l'expression  de  cos  or"  par  les  cosinus  des  multiples  de  x^  serait 
celle  de  sinjg"  par  les  cosinus  des  multiples  de  i^— z^  ou  du  complément 
de  Tare  z. 

56.  Le  développement  de  lù^  trouvé^  n""  33  y  nous  conduira  à  celui  d'un 
arc  de  Cercle^  ordonné  par  rapport  aux  sinus  de  ses  multiples.  En  effet  ^ 
si  dans  *         ,  ./         - 

on  fidt  «=se*y^,  on  aura 
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mais  Ie**'~"  a=:«v/^^^,  et  par  ccnsécpient , 

**=  V/^ si. T^r ;-*-3V  v^^.        )     ' 

divisant  le»  d^ux  membres  de  cette  ^qoatioa  par  a,  oa  trouvera 

%^—      ^x/z={  l\      f,\/—i       )^l\      ^yzn      ) 


et  à  cause  que  «^^••^'^-i-c-'*^ 


=  sm  2 


:sin.2;i 


etc.  ^ 
il  en  résultera 

i«=  sin;i— |sin2iJ5  +  ^sin32-*-^siu42+etc. 

Si  ToB  £ût  i5=i%  ^rs  siu.â^,  ^n42>  et  en  général  tous  les  ainus 
des  ipultiples  pairs ^  sont  égaux  à  zéro;  il  ne  reste  <pie  ceux  qui  soai 
impairs  ;  maïs  il  faut  observer  qu'ib  sont  alternativement,  positif  et 
nëgatiû  :  c'est  *à-dûûe  que  ain  x't  étant  positif^  jsinS")  est  négatif, 
sinS"!  est  positif^  siny'f  est  négatif,  et  ainsi  de  suite.  Eu  vertu  de  ces  c<Mi- 
sidérations^  on  trouvera  que  l'arc  de 

45^=1— i-f-|—.iH-«ete., 
résultat  conforme  a  celui  du  n*  45. 

67.  La  considération  des  ^nus  des  arcs  multiples  conduit  encore  à 
un  développement  de  Varc  de  cerde,  d'une  forme  très*difif&ente  du 
précédent,  et  qui  est  du  à  Euler  ainsi  que  la  plus  grande  partie  de  ce  qui 
concerne  le  calcul  analytique  de  fonctions  circulaires. 

Puisqu'on  a  sin(jr+s)  =.sîna:coss4-cos^  sins,  on  trouvera  en 
faisant  -35=3:,  sîn^3?=isin^cosa:.  Substituant  ^x  k  Xj  il  viendra 
ginx  =  asin^ar  cos^x.  Faisant  de  nouveau  la  même  substitution,  on 
obtiendra  sin|a:=x:Min  Jor  cos^j:;  mettant  celte  valeur  de  sin^^  dans 
celle  de  sino?,   il  en  résultera  s\xïx:s!z/^srsi\xcos\xcos\xi  mais   on 
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mrt;  en  opérant  coiMne  tout-a-rheure^sin^d^ssasml^x^ cm 4^;  par 
conséquent  $mar=5  8  sm|j7C08;^  cos^arcoSfX.  On  pourra  chaHer 
sin for  au  moyen  de  l'équation  smjxi=z  asin-^xcM-^Si  par  consé*- 
quent  il  viendra  ssqxcs  i6sinY^jE:coSïXCOS^xco6^xco$7;*^» 

On  voit  qu'en  continuant  de  la  même  manière,  on  introduira  chaque 
fois  un  nouveau  cosinus^   et  qu'on  aura  en  général 

sinar2=ia*sin^arcosfra?co6^^cosfxcoS'^a*.  •  •  .coS-^AT. 

Mais  plus  n  sera  grande  plus  l'arc  ^  x  sera  petit,  et  par  conséquent, 

moins  il  difi^rera  de  son  sinus,  et  plus  son  cosinus  approchera  du 
rajon  ou  de  l'unité;  la  limite  de  l'expression  précédente  sera  donc 

sino:  =  x  cos|arcos^^  cos^x  etcJ 
On  tirera  de  la 


cosixcos^xcosjx  etc.  ^ 
et  a  cause  que  — ^  =  sécz.  on  en  conclura  aussi 

x  =  sinarséc|jrséc^jrséc^ar  etc. 

Ce  produit  converge  toujours  vers  une  valeur  finie;  car  à  mesure  que 
l'arc  devient  moindre,  la  seeantè  approche  du  rayon  ou  de  l'unité  ,  ainsi 
lès  âtcteurs  vont  toujours  en  diminuant. 

En  prenant  les  logarithmes,  on  ramènerait  ce  résultat  à  la  forme  d'une 
suite  ordinaire^  car  on  trouverait 

lx=:Uinx^lséc{x*^lséc^X'^Uéclx^  etc. 

Ce  n'est  pas  ici  le  seul  exemple  d'un  développement  exprimé  par 
un  produit  composé  d'une  infinité  de  factenrs  ;  on  en  connaît  un  assez 
grand  nombre  d'autres,  dérivés  des  séries  obtenues  ci-dessus  pour  e*, 
sin*r,  coso:,  etc.  ;  on  les  trouvera  dans  le  troisième  volmne  de  cet  Ou- 
vrage, où  ils  seront  vérifiés  par  divers  procédés. 

58.  Lorsqu^n  a  obtenu  l'expression  d'une  quantité  par  une  suite  or-    du  retour  dc« 
donnée  suivant  les  puiss«EK:es  d'une  autre  quantité ,  on  peut  renverser  •»*(<»« 
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la  question  en  regardant  la  seconde  comme  nne.  fonction  de  la  première^ 
et  chercher  son  développement.  C'est  ainsi  qu'après  avoir  trouvé  la  va- 
leur du  cosinus  et  du  sinus  ^  au  mioyen  des  puissances  de  l'arc  ^  on  peut 
demander  celle  de  Tare  lui-même.  Les  problèmes  de  ce  genre  sont  l'ob- 
jet du  retour  des  suites.  Je  vais  exposer  d'abord  le  procédé  que  Newton , 
qui  les  résolut  le  premier^  nous  a  transmis  dans  une  de  ses  lettres  à  Ol« 
dembourg,  parce  qu'il  xne  parait  le  plais  naturel. 

Soit  a?  un  arc  de  cercle,  et^*  son  sinu$,  on   aura  (39) 

■  * 

.   *^  •        •       6     *•  120        5o4o    *    ■        '      - 

si  on  pouvait  éliminer  toutes  les  puissances  de  j:^  excepté  la  première, 
on  obtiendrait  la  valeur  de  x  en^;  or  c'est  à  quoi  on  parviendra  Êicile-' 
ment  de  la  manière  suivante  : 

On   calculera  d'abord  la  troisième  puissance  de  y^  soit  directement , 
soit  à  l'aide  des  formules    du  n"  19,  et  on  trouvera,  après  les  réduc-- 

tions,  ^' ss:^'  —  — -ri x'  —  etc.;  éliminant,  entre  cette  équation  et 

la  proposée >  a?  comnie  une  inconnue  particulière,  il  viendra       .. 

ce  qui  donne,  en  réduisant. 

Formant  ensuite  la  cinquième  puissance  de^,  on  aura^ss^*"  '  ('etc.j 
et  chassant  ^^'du  dernier  résultat,  on  trouvera 


^+"?  +  ?=^-7S+«»<^-> 


ou 

mais  ou  a  ^'  =  ar'  —  etc.  :  par  conséquent 

Nous  voilà  donc  parvenus  au  développement  de  x  en  ^,  poussé 
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jo^qo'à  la  septième  puissance  de  jj  et  la  ttiarche  que  nous  avons  suivie 
pour  y  arriver  est  assez  claire  poiu*  qu'on  puisse  la  continuer  aussi  loin 
qu'on  voudra.  En  calculant  encore  deux  termes  de  plus^  on  aura 

Quoiqu'on  ne  voie  pas  tout  de  suite  la  loi  des  différens  termes  de  la 
série  précédente^  on  la  découvrira  en  décomposant  les  coefficiens  et 
les  diviseurs  numériques  dans  leurs  facteurs  simples^  et  il  viendra 

^■^f^  +  Jts  +  MTG^  +  M^  +etc.=^: 

teUe  est  l'expression  de  l'arc  x  développé  suivant  les  puissances  de  son 
sinus  jr. 

Cet  exemple  suffirait ,  en  quelque  sorte ,  pour  faire  connaître  l'esprit 
dé  la  méthode;  nous  remarquerons  cependant  que  si  on  avait 

^  =  a  +  Jo:  +  cjc*  +  dx^  +  etc. , 

il  faudrait  9  pour  plus  de  cpmmodité^  passer  la  quantité  déterminée  a 
dans  l'autre  membre^  et  faire  ^  — a  =2^   ce  qui  donnerait 

2  ;=  &x  +  cx^  rf-  (ix^  +  etc. , 

et  le  résultat  procéderait  alors  suivant  les  puissances  de  z.  Sans  cette 
précaution  ,  chaque  puissance  àejr  produirait  de  nouveaux  termes  indé- 
pendans  de  or;  et  il  naîtrait  delà  une  suite  indéfinie  pour  le  premier  terme 
du  développement  cherché. 

Si  la  série  proposée  ne  renfermait  pas  la  première  puissance  de  or, 
on  n'aurait  que  la  valeur  de  la  puissance  la  moins  élevée,  et  par  con- 
séquent il  faudrait  extraire  du  résultat  une  racine  du  degré  marqué  par 
l'exposant  de  cette  puissance^  ce  qui  serait  facile,  au  moyen  des  for«- 
mules  du  n"*  19.   - 

Un  des  avantages  les  plus  remarquables  du  procédé  qui  nous  oc- 
cupe, c'est  de  conduire  directement  à  la  forme  de  la  série  cherchée. 
Soit  pour  exemple 

z  =  ox*  +  bx^  -f-  cx^  H-  elc,  ; 

il   faut  éliminer  d'abord  o:^;  or  pour  cela  on  doit  élever  z  k  une  puis- 
sance telle  que  le  premier  terme  soit  affecté  de  x^.  Supposons  que  celte 
I.  i5 
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condition  soit  remplie  par  le  développement  de  2";  on  tlira  n^cêSSâb* 
rement  s"=:û~jc*"  -H  etc.,  il  faudra  par  conséquent  <jue  am^ani^  ou 
que  m=|.  On  élèvera  donc  la  série  qui  exprime  z  à  la  puissance  |^ 
ce  qu'on  pourra  faire  commodément  en  lui  donnant  la  forme  suivante  t 

1       1  i— 1 

ij^--ï;r»{/ï-f-ia:-f*^«3c*-f-etc.),  et  on  trouvera  2*=a*a:*-f-|^^*      ^*  +  etc. 

On  chassera  x^  par  cette  équation;  il  ne  restera  plus  que  x*,  x*^  et 
des  puissances  supérieures.  En  élevant  z  au  quarré  y  on  aura  un  résulr 
tat  qui  servira  à  Télimination  de  x^  Cette  opération  peut  être  conti- 
nuée actuellement  sans  difficulté^  quand  ntème  il  serait  encore-néces-^ 
saire  d'élever  la  valeur  de  z  à  des  puissances  fractionnaires. 

La  quantité  représentée  par  z  pourrait  être  elle-même  une  série  or^ 
donnée  suivant  les  puissances  de^^  sans  que  pour  cela  le  procède 
changeât  ;  il  serait  seulement  nécessaire  dWdonner  les  développemens. 
des  différentes  puissances  de  z  par  rapport  kj^en  repassant  de  la  pra* 
mière  de  ces  quantités  à  la  seconde» 

Enfin  si  on  avait  deux  séries  telles  que 


{ 


z  =  AT  +  Bx^  +  ca^  +  etc. 
^  =  a'x  H-  b'x*  4-  cV  +  etc. , 


on  pourrait^  par  la  même  méthode  >  trouver  le  développement  de  s 
mxi  ty  et  réciproquement* 

Pour  avoir  Zy  par  exemple,  on  prendra  la  valeur  de  x  en  i  dans  la 
aeeonde  série ,  et  on  la  substituera  dans  la  première.  Le  résultat  de 
cette  opération  ne  contiendra  plus  que  le  quarré  et  les  puissances  su-» 
périeures  de  x.  On  élèvera  ensuite  la  seconde  série  au  quarré,  et  on 
en  tirera  une  valeur  de  o:^  en  ^%  x^y  x^y  etc.,  qui  donnera  le  moyen 
de  chasser  x*  du  résultat  précédent  :  en  continuant  de  la  même  ma-- 
sière,  on  se  débarrassera  successivement  des  diverses  puissances  de  x. 
Le  procédé  que  je  viens  d'indiquer  revient  à  celui  qu'on  suit  ordi- 
nairement pour  rélinûnation,  mais  avec  cette  différence  qu'au  lieu  de 
commencer  par  chasser  les  termes  dont  l'exposant  est  le  plus  haut,  on 
opère  d'abord  sur  ceux  où  il  est  le  plus  petit. 

Voici  maintenant  une  formule  générale  qui  renferme  tous  les  cas  où  les 
exposans  des  puissances  de  x  forment  une  progression  par  diffcrences. 
Soit 

j ^k+ax  +  ôx*  H-  cx^^dx^ 4-  e^r{*  elc. 
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En  transposant  k,  et  faisant^  pour  abréger^  ^—- »^=5^  on  aura 

z  =  ajc  +  ia:*  +  cAr^  +  filx*  «4- ^x*  +  etc (i). 

Calculant  les  valeurs  de  2%  z^^  z^y  etc.^  on  pourra  éliminer  succès* 
sivement  x%  x^^  x^^  etç»,  comme  nous  l'avons  pratiqué  dans  les  exemples 
précédens ,  et  on  trouvera 

+  V  "^ "5 :-)  ^  +  «^^• 

5g.  On  peut  encore  arriver  au  même  résultat  par  la  méthode  des  coef- 
ficiens  indéterminés^  en  supposant 

a:=  ^a  +  5a»  + Cz^  +  ZJz^  +  jBs^-f.  etc. , 

et  en  calculant,  par  le  moyen  des  formoleâ  du  n^  rg^  tes  valeurs  de 
jc%  a:%  x^y  x^y  etc.  pottrles  substituer  dans  Téquatton  (i).  Ces  opé- 
rations étant  e:xécuCée8  y  cm  transposera  le  premier  membre  dans  le  se- 
cond^ et  on  égalera  à  aéro  tous  les  termes  affectés  d'une  même  puis«* 
sance  de  js  ,  ce  qui  ftmmira  les  équations  nécessaires  pour  déterminer 
les  coefficiens  J  y  B  y  Cy  etc.  Je  ne  m'arrêterai  pas  sur  les  détails 
de  ces  calculs  y  dont  on  a  déjà  vu  un  assez  grand  nombre  d'exemples  ; 
mais  je  tracerai  la  marche  de  l'opération  propre  à  tirer  la^ valeur  de  z 
de  l'équation 

az  +  jSa*  -+•  jrz^  H-  /aJ^  -4-  etc,  =  oo:  +  bx^+ex^  +  <ir*  -+-  etc. , 

formée  par  deux  suites  infinies* 
Si  9  après  avoir  supposé 

a:=^a4--B2"-f-Ca*  +  Z)z^4-  etc., 

on  développait  actuellement  les  puissances  de  cette  dernière  série  ^  soit 
par  la  fonmile  de  I2  p^e  3o  y  soit  par  des  mnlliplications  successives^ 
la  substitution  immédiate  de  ces  puissances  ne  conduirait  qu  à  des  ré« 
sultats  dépourvus  de  symétrie,  comme  cehiî  qui  temnne  Tarticle  précé-. 
deni,  et  d'après  lequel  il  serait  impossible  de  prolonger  la  valeur  A%  Xy 
au-delà  des  termes  déjà  trouvés.  Voici  un  procédé  qui^  à  la  vérité, 
a  l'inconvénient  de  laisser  encore  beaucoup  de  calculs  à  effectuer,  mais 
qui  du  moins  met  en  évidence  la  loi  qui  les  lie  entre  eux ,  et  le  moyen  de 
les  pousser  aussi  loin  que  Ton  voudi*a ,  par  des  formules  symétinques. 
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Que  l'on  fasse  d'abord 

■X  =  J,z  4-  B,z^  -h  C,z'  4-  />.3*  4-  etc.j 
ar*  =  -^.a'  +  ^.«'  4-  O*  4-  Aa'  4-  etc., 
j^  =  Jjz'  4-  ^2*  4-  C?3z'   4-  Az*   4-  etc., 

a;»  =  J,z'  4-iî^"+'4-C,8»+*4-Z?.z^'4-  etc., 

ensarie  qae  les  lettres  w^.^  B,^  C„y  etc.^  désignent  les  coefficiens  de 
la  puissance  n  du  polynôme 

J,z+B,z*  -H  C^s^H- Aa^  +  etc.  =  z  (J,+B,z^  C,z^+D,z^  +  etc.), 

et  que  Ton  substitue  dans  Féquation  proposée  les  développemens  des 
puissances  de  x.  En  passant  tous  les  termes  dans  un  seul  membre^  à 
Tiendra 

aJ,z  +  aB.z'^  +  aC,z^  +  aD,z^  +  etc* 

-f.  bJ^z^  +  bB^z^  +  bC^^  +  etc. 

4-  cJ^^  -+-  cB^^  +  etc. 

+  dj^z^  4-  etc. 

+  etc. 

—  «a    —,    jSa*    — .    j.a5    _    j^^4    .«  etç^ 

d*où  Ton  tirera 


=  a: 


aJj^  —  a  =  o, 

iiP,  +  *:^^  —  /S  3=5  o, 

aD,  +  bC^  +  c-ffj  4-  rf^4  —  cT  s=  o, 
etc. 


^.  — -^ 

^'  =  — T^^ 

C,  _  ^ , 

^» S  ^ 

etCr 


équations  dont  la  loi  est  évidente  et  qui  déterminent  d'abord  A^  ^  puis 

J9,  par  J^  y  C,  par  B^  et  ^5 ,  Z>,  par  <7„  jff^  et  .^^ , 

et  ainsi  de  suite  y  de  manière  que  chaque  coefficient  de  la  valeur  de  x 

dépend  des  coefficiens  précédons,  calculés   pour  les  puissances  dont 

le  plus  haut  exposant  est  égal  au  rang  qu'occupe  le  coefficient  cherché. 

Les  coefficiens  précédons  se  calculent  par  les  équations  placées  au 


t!iv\x<:y 
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bas  de  la  page  2g.  Il  suffit  pour  cela  d'y  changer 

a,  i,  c,  d,  etc.     en    A^y  jB,,  C,,  /?,,  etc. 

puisqu'on  veut  former  le  déyeloppement  de 

(jé,+B,z+C,z^+D,z^  H-  etc.)"  =  ^»-\'B^z  +  C^zT  H-  A2'  +  etc.  : 

écriyant  donc 

^ny  J?«>  ^.>  ^«>  €te-    au  lieu  de    J,  S,  C^  D^  etc., 

dans  les  équations  citées,  elles  de\ienaent 

U,D;={r^2)B,C^^2n^i)C,B,^ZnDJ^ 
l^JE^n^Z)BJ)A'{^n—2)C,C,'^(^n—i)D,B),^ 
SJ,F^n^4)B,E,+(2n—5)C,D,+(5n^2)D,C,+(4n^i)E,B^^^ 
cte. 

En  j  Élisant  successivement  n  =  2,  n  =  5,  n  =  49  cte->  on  en  ti- 
rera la  valeur  de  Al^  pour  la  substituer  dans  celle  de  B^  (pag.précéd.); 
celles  de  ^g  et  de  ^3,  pour  les  substituer  dans  celle  de  C.,  et  ainsi 
des  autres.  Si  l'on  effectue  ces  calculs,  en  laissant,  pour  abréger,  dans 
Texpression  de  chacun  des  coefHcîens  A^^B^;  C,,  etc.  les  lettres  qui 
désignent  les  coefficiens  précédens ,  et  en  omettant  les  chiffres  i , 
puisqu'il  n'en  reste  pas  d'autres,  on  trouvera 

X  =  -  5  + a*  + js' 

a      *         a  '  a 


f^bJ^^ùb  AC^Zcj^B  ^dA^ 


z^ 


^  g ^ zbBC^sibAD  —  5cAB* -^  JcJ^C—JjdA^B  —  e^  5 
,   Xi—^bBD—b(>^ibÀE—cB^'^cÂBC^ZcA^D^6dA^B^^4dA^C^SeA^B—fA^  g 

+  etc., 

« 

développeinent  inséré  par  Moivre  dans  les  Tmnsactwns  philosophiifues 
pour  1698  (page  igo) ,  et  dont  il  a  indiqué  la  loi. 
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La  forme  donnée  cî-dessas  aux  e'quatîons  d'où  dépend  le'  retour  des 
suites,  montre  combien  on  simpKfîeraitle  calcul ,  par  l'emploi  d'un  pro- 
cédé propre  à  dériver  aisément  les  uns  des  autres ,  les  divers  coeffi- 
ciens  des  puissances  du  polynôme  A^  +  B^^^  -f-  etc.  \  et  c'est  aussi'  œ 
qu'oat.faît  ks  Analystes  allemands  qui  ont  tourné  leurs  recherches  sur 
le  développement  de  ces  puissances;  mais  antérieurement  à  leurs  tra- 
vaux y  on  avait  déduit  du  calcul  différentiel  plusieurs  formules  régulière 
pour  passer  d'une  série  à  son  inverse;  c'est  pourquoi  je  xie  m'étendrai 
pas  davantage,  pour  le  moment ,  sur  cette  matière»  Ceux  qui  voudraient 
^  faire   des  applications  particulières,   trouveront  poussée  }usqo*a  neuf 

termes,  dans  la  seconde  édition  de  la  Trigonométrie  de  M.  Cagnoli 
(page  46),  la  série  que  j'ai  rapportée  page  99,  et  dans  laquelle  rentre 
celle  de  Moivre  ^,  lorsqu'on  prend  «=  i ,  et  qu'on  suppose  nulles  les 
quantités  jS,  >,  cT,  etc.  r 

D^reioppemeut      6o.  Jusqu'îci  la  foroie  de  la  série  à  coefBciens  jadéjterminés ,  propi^ 
doim^7**^"r  d«  *  représenter  d'abord  le  développement  cherché ,  était  aisée  à  prévoir,, 
ëqu&âoas  oii  les  soit  par  l'examen  des  cas  particuliers ,  soit  par  la  simplicité  de  l'éqoa- 
méTéMcotte^L  tion   à  laquelle    il   fallait  satisfaire;  mais  quand  cette   équation  con-* 
tient  des  termes  où  la  fonction  et  la  variable  dont  elle  dépend  sont  comr 
binées  entre  elles,  la  loi  que  doivent  suivre,  dans  les  différens  termes, 
les  exposans  de  la  variable ,  ne  sç  découvre  que  par  une  recherche  spé- 
ciale. On  parviendrait  bien  à  la  trouver ,  en  résolvant,  par  rapport  à  la 
fonction  proposée,  Téqualion  donnée^  et  en  développant  les  radicaux 
compris  dans  l'expression  de  ses  racines;  mais  ce  moyen  ne  serait  plus 
praticable  si  elle  passait  le  quatrième  degré,  et  deviendrait  déjà  très- 
peu  commode  pour  le  troisième ,  à  cause  de  la  complication  des  radi- 
caux. Voyons  donc  comment  on  a  surmonté  cette  difficulté. 

Quelle  que  soit  la  forme  du  développement^cherché,  d'abord  qu'on  le 
suppose  composé  d'une  suite  de  monômes,  un  quelconque  de  ses  termeis 

pourra  être  représenté  par  j4x  ^  ensorte  qu'on  aura  en  général 

j  =  ^or* +i9a:'^  H- CoP"  +  etc.  , 

les  exposans  a,  jS,  y^  etc.  pouvant  être  des  nombres  quelconques.  Ce^ 
pendant,  lorsqu'on  développe  une  fonction,. on  a  presque  toujours  pour 
but  d'en  trouver  une  valeur  approchée,  ce  qui  exige  que  la  Siérie  à  laquelle 
on  parvient  soil  convergente  :  or  on  ne  peut  remplir  eu  géueral  cette 
dernière  condition  que  lorsque  la  quantité  x  est  très -petite  ou  très- 
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IfTftiide.  Da^ns  le  premier  cas^  il  est  évident  que  les  exposans  et,  ^,y,  etc. 
doivent  être  positifs  et  ranges  suivant  l'ordre  de  leurs  grandeurs  respect 
tives^  en  conunençant  par  le  plus  petit;  dans  le  second,  au  contraire^ 
ils  doivent  être  négatifs ,  ou  du  moins  finir  par  devenir  tels,  et  par 
conséquent  s'il  y  en  a  de  positifs  il  Êtudra  les  écrire  les  premiers^  en 
commençant  par  le  plus  grand.  « 

Les  méthodes  analytiques  d'approximation  ont  la  plus  grande  analo- 
^e  avec  celles  que  l'usage  des  fractions  décimales  a  introduites  en  Arith- 
métique^ et  qui  co&sîstent  à  chercher  successivement  les  chiffres  de 
l'espèce  la  plus  haute  y  et  à  négliger  ceux  des  espèces  inférieures^  I^es 
nombres^  par  l'arrangement  même  des  chiffres  qui  les  expriment^  sont 
ordonnés  suivant  les  puissances  de  lo  (^);  on  juge  de  la  valeur  des 
chiffres  qu*on  trouve  et  celle  des  chiffres  qui  restent  à  trouver  y  ou 
qu'on  néglige^  par  le  rang  qu'ils  occupent^  et  les  plus  considérables  se 
présentent  les  premiers  :  on  ordonnera  donc  aussi  les  expressions  alg^ 
briques  afin  de  trouver  d'abord  les  plus  grands  termes  et  ensuite  cetxt 
qui  sont  inférieurs;  mais  cela  ne  peut  se  faire  à  moins  qu'on  n'as- 
signe ua  degré  de  grandeur  à  l'une  des  quantités  qui  entrent  dans  l'ex- 
pression que  l'on  considère. 

U  ne  parait  pas  £icile  de  discerner  les  plus  grands  teimes  dans  une 
expression  qui  renferme  à  la  fois  deux  vaiuables  données  implicitement 
lune  par  l'autre;  telle  serait^  par  exemple^  l'équation 

*wc  ^    '^^^  J"    H-  cxry    +  etc.  =  o. 

Les  quantités  o^  t\y  sont  liées  entré  elles  d'une  manière  qui^  quoique 
déterminée  y  ne  permet  pas  de  juger,  à  la  simple  inspection^  comment 
les  changemens  de  Tune  influent  sur  l'autre;  et  il  arrivera  souvent 
qu'eUes  marcheront  en  sens  inverse,  ensorle  que  la  première  étant 
Irès-perite,  la  seconde  sera  très-grande,  et  réciproquement;  ou  bîeti 
que  1  une  décroissant  très-rapidement,  l'autre  n*éprouvèra  pendant  cfe 
temps  que  fort  peu  de  diminution. 

Les  Géomètres  ont  imaginé  différens  moyens  pour  distinguer  parmi 
les  termes  d'une  équation,  ceux  qui  sont  les  plus  grands.  Newton  in- 
venta le  parallélogramme  analytique  que  de  Gua  réduisit  ensuite  à  un 

^- —  j _  .  .  . . I  .  ■  -  ■ 

(*)  Le  nombre  549 >  5'7>  P^^  exemple,  n'est  autre  chose  que 

S(io)«  +  4(ii))'  +  9(10)»  +  5(xo)-'  +  3(10)-  +  7(10)-*. 
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triangle  :  Taylor  a  employé  une  construction  groméiriqne  ;  nais 
M.  Lagrange  a  donné  un  procédé  analytique  terès-sîmple  et  très-com- 
mode^ que  nous  allons  faire  connaître. 

6i.  Soit  une  équation  quelconque 

aafy+  a^af^j^+a'^x^y^  +  ûToif^y^  +  etc.  =  o; 

on  représentera  par  ^a:  le  premier  terme  du  développement  de^,  et 
en  supposant  x  très-petite  y  il  suffira  d'avoir  égard  à  ce  terme  qui  com^ 
posera  la  plus  grande  partie  de  la  valeur  de^.  En  le  substituant  à  la 
place  de  cette  variable^  dans  l'équation  proposée^  on  trouvera] 

Cette  équation  ne  devant  avoir  lieu  que  d'une  manière  approchée^ 
il  faut  en  classer  les  termes  suivant  l'ordre  de  leur  grandeur^  marqué 
par  l'exposant  dont  ils  sont  affectés^  et  ne  conserver  que  ceux  qui 
sont  du  degré  le  moins  élevé:  or  cela  ne  se  peut  tant  que  Téxpo-- 
saut  CL  est  incQonu.  Pour  le  déterminer  on  remarquera  que  Téquation 
que  nous  considérons  ne  saurait  être  satisfaite ,  en  n'ayant  égard  qu'aux 
puissances  inférieures  dex,  quelle  que  soit  d'ailleurs  cette  variable^  s'il 
ne  s'y  trouve  deux  termes  comparables  entre  eux,  c'est-à-dîre  du  même 
degré ,  et  dont  l'exposant  soit  plus  petit  que  ceux  des  autres. 

Il  s'agit  donc  maintenant  de  trouver  pQur  a  une  yaleur  qui  rende  deui^ 
des  nombres 

m^^ncLy  ni^Ti<tj  nt^rftty  nf+n^ciy  /ii*^-+-'>"^*i  «te* 

égaux  entre  eux  et  plus  petits  que  tous  les  autres» 

Chaque  équation  qu'on  formerait  en  égalant  deux  à  deux  les  nombres 
proposés,  donnerait  une  valeur  de  cl  qui  satiisferait  à  la  premièri^î 
condition,  et  qu'il  Êdiudr^it  substituer  dans  m'{-ncLy  iw'-f-n'a,  etc., 
pour  s'assurer  si  elle  remplit  la  seconde  ;  mais  en  opérant  Ainsi ,  on  fer- 
rait souvent  beaucoup  de  combinaisons  inutiles  qu'on  peut  éviter,  comme 
ou  va  le  voir. 

En  égalant  seulement  le  premier  terme  à  chacun  de  ceux  qui  le  suivent , 
pour  en  tirer  diverses  valeurs  de  a,  qu'on  désignera  par  a ,  a!' y  a"',  etc. , 
il  en  résultera 

u  s:  ;  «        »   •—        ■    ^'  •        et  ==:  — : — =■  ,  etC» 
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Au  lieu  d*es$ayer  ces  valeurs  chacune  en  particulier,  cherchons  dans 
la  série 

m-i^na^     m'^riet,    m'-^rfcLy     /;i^+7iV,  etc (i) 

l'expression  des  différences  entre  lepremier  terme  et  chacun  des  autres: 
il  viendra 

m'—  m -f- (j{ —  n)(ty  m' —  wi+  (rf — ît)(i ,  nf —  m  +  («* — n)a ,  etc  ; 

mais  au  moyen  des  valeurs  de  et  trouvées  précédemment,  on  aura 

ni—m=i''-<t\n' — n)y  m* — ^ot= -*-«''(/*'— n),  m* — m==. — a*'(/ï* — n)y  etc.' 

et  par  conséquent  les  différences  ci-dessus  pourront  être  exprimées 
comme  il  suit  : 

(^n'—n)  («—a') ,     (/i'—  n)  (^— a*),     {n"—  n){<L—^)  y  etc. 

Si,  pour  abréger,  on  fait  /w+wa  =  7r,  la  série  (i)  prendra  la  forme 

m 
^,  7r+(/i'— /i)(a— a')^  'Tf+C'*'— «)(*—«')> '^+C^'—'*)(<^—0  >  etc...(3); 

et  comme  on  peut  toujours  ranger  dans  Tordre  qu'on  voudra ,  les  termes 
de  ]  équation  proposée ,  on  les  écrira  de  manière  que  les  nombres 
riy  ri  y  Tiy  ri' y  etc.  forment  une  progression  croissante,  ce  qui  rendra 
positives  toutes  les  quantités  ri — /^,  rf — /^,  if — »,  etc.  Dans  cet 
état  de  choses,  on  voit  évidemment  que  si  on  donne  à  a  la  plus 
grande  des  valeurs  représentées  par  a',  a^y  oc*,  etc. ,  le  terme  qui  répond 
à  cette  valeur  deviendra  égal  au  premier  ^  et  plus  petit  que  tous  les 
autres.  En  effet,  si  pour  fixer  les  idées  on  suppose  qu'elle  soit  a%  le 
quatrième  terme  de  la  série  (2)  se  réduira  à  'tt  ,  et  on  verra  en  même 
temps  que  les  quantités  (/i'— -tï)  (ot — et'),  («' — n){(t — a'),  etc.  seront 
toutes  positives. 

La  plus  grande  des  quantités  ût',  a',  et*,  etc.  satisfera  donc  aux  deux 
conditions  demandées. 

Si  la  question  proposée  a  encore  d'autres  solutions,  ce  ne  peut  être 
que  des  nombres  plus  petits  que  celui  qu'on  vient  de  trouver,  -car  si 
dans  la  série  (2)  on  substituait  au  lieu  de  et  un  nombre  plus  grand  que 
a*,  qui  par  hypothèse  surpasse  les  autres  valeurs  a! y  a^^a'^  etc.,  le 
premier  terme  deviendrait  moindre  que  tous  ceux  qui  le<  suivent,  et 
par  conséquent  la  première  condition  ne  serait  plus  remplie. 

1.  14 
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« 

Suppofions  donc  qu-on  prenDe   pour   tt  un  nombre  .plas  .^eiit  qoé 

fit"',  alors  les  termes  ^tt,  7r  +  (w' — «)  (a — a'),  '7r+(/ï' — w)  (ee — a') 
seront  plus  grands  que  '7t'-^{pr — n)  (et  —  et*'),  car  la  différence 
CL  —  cl"  sera  négative  et  surpassera  toutes  les  différences  négatives  qui 
pouiraient  se  trouver  parmi  les  précédentes;  de  plus  elle  est  multi^ 
pliée  par  la  quantité  n" —  n  qui  surpasse  aussi  les  quantités  n' —  n  et 
n" — Uy  puisque  les  nombres  /z,  9-',  jf  forment  une  progression  crois- 
sante. Il  suit  de  là  qu'on  doit  faire  abstraction  de  tous  les  termes  qui 
précèdent  celui  dans  lequel  se  trouve  la  plus  grande  des  valeurs 
a\  o^y  cfU'y  etc.  En  considérant  ceux  qui  le  suivent,  on  verra  que  les 
plus  petits  d'entre  eux  peuvent  devenir  moindres  que  les  premiers  ^ 
parce  que  si  dans  les  différences  a  —  a'%  a — a%  etc.  il  s'en  trouve  qui 
soient  négatives,  comme  elles  seront  midtîpliées  par  des  nombres 
n"^ — iiy  îf — îiy  etc.  plus  grands  que  leurs  correspondans  dans  l'autre 
partie  de  la  série ,  elles  donneront  des  résultats  négatifs  qui  surpasse- 
ront ceux  qu'on  aurait  trouvés  dans  les  termes  qui  précèdent  le  qua- 
trième. 

On  conclura  donc  de  là  que  pour  oitenir  une  seconde  solution ,  il  ne 
faut  avoir  égard  qu'au  terme  qui  contient  la  plus  grande  valeur  de  et, 
et  à  ceux  qui  viennent  après  lui.  Dans  l'hypothèse  que  nous  avons 
établie,  cl"  étant  la  plu% grande  valeur,  le  terme  qui  la  donne  est  re-' 
présenté  par  m"  -^n'ct  dans  la  série  (i);  on  considérera  donc  la  nou- 
velle série  nf'-\^ifcLy  m^^-^n^^Ay  /w^  +  z^a,  etc.,  et  on  opérera  sur 
celle-ci  comme  nous  avons  fait  sur  la  proposée. 

Il  pourrait  arriver  qu'une  même  valeur  de  a  rendit  plusieurs  termes 
égaux  au  premier,  dans  la  série  (2)  :  alors  il  ne  faudrait  partir,  pour  la 
recherche  d'une  nouvelle  solution  y  que  de  celui  de  ces  termes  qui  se 
trouve  le  plus  éloigné  du  premier;  car  il  est  aisé  de  voir  que  tous  ceux 
qui  sont  avant  lui  le  surpasseront,  lorsqu'on  prendra  pour  a  un 
nombre  moindre  que  la  plus  grande  valeur  trouvée  dans  l'opération 
précédente. 

Les  détails  de  la  méthode  que  nous  venons  d'exposer  sont  renfermés 
dans  la  règle  suivante  : 

On  égalera  le  premier  terme  de  la  série  à  chacun  des  suivans  ;  onpren^ 
dra  la  plus  grande  des  valeurs  de  a^  qui  réi>ulteront  des  équations  quon 
aura  formées  a^nsi^  et  ce  sera  la  première  solution  de  la  question  proposée. 
On  partira  ensuite  du  dernier  des  teintes ^  qui,  par  sa  comparaison  ai*ec  le 
premier j  a  donné  cette  plus  grande  valeur,  pour  l'égaler  à  clmcun  des  sui-' 
vans  ,  ce  qui  fera  connaitre  de  nowelles  valeurs  de  cl,  parmi  lesquelles  on 
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choisira  la  plus  grande ,  çui  résoudra  encore  la  question.  On  partira  de 
noweau  du  terme  le  plus  avancé  de  ceux  qui  ont  donné  la  solution  pré^ 
cédente ,  et  on  le  comparera  avec  les  tenues  ultérieurs  j^  comme  on  Va  in-^ 
diqué  ci^dessus. 

Ea  continuant  ainsi,  on  parviendra  à  trouver  toutes  les  valeurs  de  « 
qui  rendent  deux  ou  un  plus  grand  nombre  de  termes  de  la  série  (i) 
égaux  entrQ  eux  et   moindres  que  tous  les  autres. 

62.  Prenons  pour  exemple  l'équation 

a  —  dxy  +  a"^  _  ii^  lîl  4-  a'^xV  —  a^  ^  =  <>• 

oc  *Xt  tXf 

Ea  y   substituant  Ax    au  lieu  àe  jy  elle  deviendra 

et  pour  en  connaître  les  plus  grands  termes ,  dans  la  supposition  de  x 
très-petite,  il  faudra  déterminer  ou  de  manière  à  rendre  deux  des 
nombres  o,  5-f-ct,  — 1+2«,  — 5-+-4*>  ^+5a,  — 3-f-6a,  égaux 
entre  eux  et  plus  petits  que  les  autres. 

On  égalera,  d  après  la  règle,  le  premier  terme  à  ions  les  autres,  ce 

qtii  donnera  socceôsivemcnt  pour  «  tes  nombre»  — 3,-,  ^j  —  7^   gi 

dont  le  plus  grand,  j^  satisfait  à  la  question.  En  effet,  en  substituant 

§  à  01,  les  nombres  proposés  deviennent  o,  -^,  t*  o,  -r-,  ^,  et  lea 
4  4       4  4        4 

deux  termes  égaux  sont  plus  petits  que  les  autres. 

On  prendra  ensuite  le  terme  —  5-4-4*  >  àiOxi  on  a  tipé  la  solution 
précédente,  pour  le  comparer  aux  deux  suivans,  3*f"^*  et  — 5-|-6flt; 
il  résultera  de  là  *  =s  —  7  et  et  = —  i .  En  regardant  comme  la  plus 
grande  de  ces  valeurs  celle  qui  s'éloigne  le'moins  du  positif,  on  prendra 
a  =  —  I ,.  et  on  aura  les  six  nombres  o,  2,  —  5,  —  9,  —  3,  — 9, 
parmi  lesquels  — 9  est  le  plus  petit.  Ici  l'opération  est  achevée,  puis- 
que la  solution  qu'on  vif  nt  d'obtenir  est  déduite  de  la  comparaison  du 
quatrième  terme  avet   le  dernier. 

En  substituant  les  deux  valeurs  de  cl  dans  l'équation  proposée,  elle 
devieudi'a,  en  vertu  de  la  première , 

a  -—  àAx^  -h a^/fx^  —  a*A^  -+-  a'^'A^x  ^  —  a^A^x'^  ==  o  ; 
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et  en  verlu  de  la' seconde. 

Dans  le  premier  de  ces  résultats ,  les  deux  plus  grands  termes  sont  a  eC 
ti'A^^  dans  le  second,  ce  sont  a'A^x^^  et  a^A^x"^. 

63.  Pour  connaître  les  termes  les  plus  considérables  d^une  équation  y 
dans  là  supposition  de  a:  très-grande,  on  substituera  -à  or,  et  on  cher- 
chera parmi  les  termes  de  l'équation  transformée  ceux  qui  deviennent 
les  plus  grands  lorsqu'on  suppose  la  valeur  de  t  fort  petite ,  hypothèse 
qui  rend  celle  de  x  très-grande. 

On  parviendrait  directement  au  même  but  en  observant  qu'après  la 

substitution  de  Ax*  pour  j-,  dans  l'équation  proposée,  les  plus  grands 
termes  seront  ceux  qui  renfermeront  la  plus  haute  puissance  dex,  et 
que  par  conséquent  on  les  trouvera  en  déterminant  et,  de  manière  que 
deux  des  nombres  de  la  suite  m^nety  m''\-n'a,  m^-^ri'cLy  etc.  deviennent 
égaux  entre  eux  et  surpassent  tous  les  autres.  Cette  dernière  question  se 
résoudra  en  prenant  parmi  les  quantités  a',  a%  a*,  etc.  du  n*  6i ,  celle 
qui  est  la  plus  petite ,  et  en  continuant  à  choisir  dans  chaque  nouvelle 
série  la  plus  petite  des  valeurs  de  ot.  - 

Dans  l'exemple  du  numéro  précédent,  la  plus  petite  des  valeurs  de  a 
que  nous  avons  trouvées  d'abord,  est  — 3;  et  elle  donne  les  six  nombres^ 
o,  o,  — '7,  —  17,  —  i3,  — ai,  dont  les  deux  premiers,  égaux  entre 
eux,  doivent  être  regardés  comme  les  plus  grands,  puisque  les  autres 
sont  négati&.  La  sohition  — 3  ayant  été  déduite  de  la  comparaison  du 
second  terme  de  la  suite  proposée  avec  le  premier ,  on  égalera,  confôr- 
mément  à  la  règle,  ce  second  terme  à  chacun  de  ceux  qui  le  suivent, 
pour  obtenir  une  autre  solution.  La  plus  petite  valeur  de  et  tirée  de  cette 

opération  sera  j  1  ^'^^  résultera  cette  série  •  o,  -2- ,  —  j > — 4 >  T*  ""^  x' 

dans  laquelle  —  remplira  les   conditions   imposées.    Enfin  comparant 
4 

le  cinquième  terme  de  la  suite  proposée  avec  le  sixième ,  on  trouvera 
et  =  5,  d'où  il  viendra  o,  8,.  9,  i5,  27,  aj}  et  «7  satisfera  encore  à 
la  question. 

La  substitution  des  trois  valeurs  de  et  dans  l'équation 


a  —  axy  -{-  -^  —  etc.  5=  o , 
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donnera  datant  de  résultats,  qui  renfermeront  chacun  deax  termes 
affectes  du  même  exposant  et  susceptibles  de  devenir  plus  grands  que 
tous  les  autres ,  lorsqu'on  donnera  à  x  une  valeur  très-grande,    i 

Le  procédé  dont  nous  venons  de  faire  usage  pour  trouver  a^  dérive 
trop  simplement  de  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n*  61  ^  pour  qu'il  soit 
besoin  de  le  démontrer  en  particulier  ;  nous  observerons  que  si  dans 
la  série  des  exposans  /w-f-wa,  m-^n'Ay  etc.,  il  s'en  trouvait  qui  ren- 
fermassent, le  même  multiple  de  ci,  leur  grandeur  respective  ne  dépen- 
drait que  du  nombre  /w ,  et  que  par  conséquent  il  ne  £siudrait  consi- 
dérer que  celui  de  ces  termes  dans  lequel  m  est  le  plus  petit,  si  on  cher^ 
chait  les  moindres  exposans,  et  au  contraire  celui  où  il  est  le  plus  grand, 
si  on  cherchait  les  plus  hauts  exposans- 

64.  L'exposant  et  du  terme  jix  ,  étant  connu,  il  est  facile  de  trouver 
le  coefficient  A;  il  suffit  pour  cela  d'égaler  à  zéro  tous  les  termes  affec- 
tés du  plus  petit  exposant,  si  on  suppose  a:  très-petite  ,  ou  du  plus  élevé^ 
si  on  suppose  x  très-^grande.  Dans  le  premier  cas,  l'équation 

a -^dAx^ ^JA^x''  —  cl'A'^ -^-a'^A^x^  —a^'A^x^  =  0    (  62  ) 
donne  a  —  ifA^  =  <>  >  d'où  A-srA/  ~. 

Ceux  qui  auront  saisi  l'esprit  de  ce  qui  précède ,  verront  aisément  que 
la  supposition  de  x  très-petite  rend  les  termes  affectés  de  cette  variable , 
dans  l'équation  ci-dessus ,  si  petits  ,  qu'aucun  d'eux  ne  peut  entrer  en  com- 
paraison avec  les  deux  autres  a  et  eTA^y  qui  doivent  par  conséquent  se  dé- 
truire entre  eux*  Si  on  conservait  quelque  doute  à  cet  égard ,^  on  le  dis^ 

sîperait  en  substituant  -  au  lieu  de  «r ,  car  alors  on  s'appercevrait  qu'on 

peut  toujours  prendre  le  nombre  q  assez  grand  pour  que  la  somme  des 
termes  où  il  eutre  comme  diviseur,,  devienne  d'uue  petitesse  telle  qu'oa 
voudra. 

En  employant  l'équation 

&Hinée  par  la  seconde  valeur  de  ci ,  on  aura  de  îa  même  manière 


—  a*^^— a^^«=0,       doù       A^\/ 


— n^ 
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cette  valeur  sera  imaginaire  tant  que  les  deux  quantités  a*  et  cC^  seront 
de  même  signe.  On  voit  par  cet  exemple,  qu'on  obtiendra,  en  général, 
autant  de  développemens  particuliers  de  y  que  ce.  aura  de  valeurs 
différentes.  ^ 

Ayant  le  premier  terme  Ax  ,  pour  trouver  le   second  on   substi- 

tuera  Ax  +  Bx    au  lieu  de ^,.  ou,  ce  qui  revient  au  même ,  oa  chan^ 

géra  d'abord^  en  Ax  +7^^  àaxih  l'équation  proposée,  puis  après  les 

réductions  on  écrira  Bx    pour^',  et  on  déterminera  fi  et  B  comme 

£ 
on  a  déterminé  a  et  A.  On  obtiendra  le  troisième  en  mettant  Bx  -+^' 

à  la  place  de^',  dans  l'équation  qui  contient  cette  nouvelle  variable  ;  les 

réductions  étant  faites,  on  remplacera^  par  <7x  ,  et  on  trouvera  y  et 
C,  comme  on  a  trouvé  a.  et  A ,  fi  ei  B  :  L'opération ,  continuée  de  la 
même  manière,   fera  connaître  les  termes  suivant. 

Cette  manière  de  trouver,  un  à  un,  les  dîfférens  termes  de  la  valeur 
approchée  de  la  fonction^,  est  semblable,  quant  au  fond,  à  la  mé- 
thode donnée  par  Newton  pour  résoudre  par  approximation  les  équa- 
tions numériques.  On  Ten^loie ,  avec  des  modifications  convenables , 
dans  beaucoup  d'autres  circonstances ,  et  elle  constitue  ce  qu'on  appelle 
la  méthode  des  substitutions  suceessii^es. 

65.  Je  prendrai  pour  exemple ,  et  afin  d'éclaircir  quelques  difficultés 
qu'on  pourrait  rencontrer  dans  l'application  de  la  méthode  qui  nous 
occupe,   l'équation  ax^-^x^j  —  0^=0. 

En  y  mettant  Ax    au-  lien  dej^,  elle  deviendra 

ax   +  Ax  ^    —  aA  x     =10;, 

et  en  déterminant  ai  d:ane  la  supposition  de  x  tpès-{>etîte  ^  on  trouvera 
flt=  I ,  a — aA^:=:o;  d'où  A=ii  :  le  premier  terme  du  développement 
de  jr  sera  donc  x. 

On  fera,  ensuite  ^= a: +^,  ce  qui  donnera  la  transformée 


•'3 


jc^ —  5ax*y  •+-  jcy  — •  Zaxy^  —  aj 

S 
dans  laquelle  on  changera  y  en  Bx  .   En  cherchant  toutes  les  valeurs 

dont  fi  est  susceptible,  on  trouvera  fiz=z2  et  /3=si  ;  mais  on  voit  ai- 


Digitized  by 


Google 


INTRODUCTIOÎf.  m 

sèment  qu'il  faut  rejeter  la  secoudi|p  car  dans  rhypoihèflé  de  x  \vks^ 
petite  la  se'rie  cherchée  doit  être  ascendante,  et  cette  condition  exige 
que  ]3  surpasse  it.  La  première  valeur  de  /3  donne  i  —  ZaBzs:^  o,  d'où 
Ton  tire 

Posant  y  =  5^  +/*>  o»  obtiendra  une  seconde  transformée 

dans  laquelle  on  changera  y  en  CaP^^  et  on  trouvera  >=4j  >=  i. 
n  faudra,  parla  même  raison  que  cî*dessu5j  s'en  tenir  à  la  première 
de  ces  valeurs,  d'où  il  résultera 

Ces  calculs  peuvent  être  poussés  maintenant  aussi  loin  qu'on  vou- 
dra, sans  qu'il  s'élève  de  nouvelles  difficultés^  et  on  aura  pour  dernier 
résultat 

L'équation  proposée  fournit  encore  trois  autres  séries  qui  naissent 
de  la  supposition  de  x  trè&-grande ,  et  qui  par  conséquent  sont  descen- 
dantes.   Pour  y  parvenir  on  déterminera  et  dans  l'équation 

ax   ^  Ax   '     --^aA  X     =o, 

de  manière  que  les  exposans  qui  deviennent  égaux  surpassent  tous  les 

3 
autres;  les  valeurs  de  cette  quantité  seront  alors  o  et  -.   La  première 

donnera  Arr-  a  y  et  en  cherchant  les  termes  suivans,  elle  conduit  à 
la   série 

j  =*—  a  —  o^o:"*^  —  3«'^""*  —  1 2£i**'ar"«  —  SSei^x*"**  —  etc. 

1 
La  seconde  donne  A-^aA^-s^^o^  d'où  on  tire  ^=s3bô    *•     En   em- 
ployant séparément  chacune  de^  deux  valeurs  de  A  y  dans  les  opérations 
subséquentes,  on  trouvera  les  deux  séries  suivantes,  qui  ne  différent 
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q[ae  par  les  signes  de  leurs  termes  V 

y7=z      «"•a:» +  ia  — ga'o:'"*  H-^  o^jr^î  — etc;. 

Il  faut  9  dans  la  recherche  de  ces  séries  y  qui  sont  descendantes ,  av«ir 
Fattention  de  ne  prendre  parmi  les  valeurs  qu'on  trouve  pour  Chacun 
des  exposans  /3,  >^,  cT,  etc.  que  celles  qui  sont  moindres  que  l'exposant 
précédent.  ' 

Ces  détails  doivent  suffire  pour  montrer  comment  on  peut  trouver  les 
divers  développemens  d'une  fonction  implicite  donnée  par  une  équa- 
tion algébrique.  Il  arrivera  souvent  que  la  détermination  d'un  ou  de 
plusieurs  coefficiens  A^  By  C,  etc.  demandera  qu'on  résolve  ime  équation 
d'un  degré  supérieur  au  premier;  mais  cet  obstacle  n'arrêtera  point  la  mé- 
thode^ parce  que  l'équation  à  résoudre  ne  renfermera  que  des  quantités 
constantes  :  on  pourra  donc,  dans  les  applications  particulières,  obtenir  la 
valeur  numérique  du  coefficient  cherché,  au  moins  par  approximation, 
et  dan^  le  cas  général  on  continuera  d'opérer  sur  la  lettre  qui  le  repré*- 
sente ,  comme  sur  une  quantité  connue.  Si  on  avait  l'équation. 

3a'  -H  Jc'  —  ay^  —  €Lxy  — y^  =>=  û , 

en  y  supposant  x  très-petite  ^  le  coefficient  A  serait  donné  par  l'équation 

pa'  —  aA^  —  -^'  =  o. 

Dans  cet  exemple,  l'équation  à  résoudre  étant  d'un  degré  impair ,  a  au 
moins  une  racine  réelle  j  le  premier  terme  du  développement  cherché 
se  présentera  donc  aussi  sous  une  forme  réelle  ;  mais  si  on  était,  con- 
duit à  une  équation  de  degré  pair,  soit  au  commencement,  soit  dans 
le  cours  d'un  développement ,  il  faudrait  d'abord  s'assurer  si  cette  équa- 
tion a  des  racines  réelles  ou  non,  pour  connaître  si  ce  développement 
est  réel  ou  imaginaire. 

Cette  précaution  est  importante;  et  pour  l'avoir  négligée,  de  Gua  est 
tombé  dans  une  grande  erreur.  Elle  montre  avec  quelle  circonspection 
il  faut  traiter  les  séries ,  et  combien  peu  on  doit  compter  sur  les  con- 
eluusions  qu'on  en  tire ,  lorsque  la  loi  que  suivent  leurs  .termes  n'est  pas 
évidente,  puisqu'on  doit  toujours  craindre  qu'ils  ne  changent  déforme 
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dans  b  partie  de  la  série  qu'on  n'a  pas  calculée  >  et  que  même  ils  n'y 
deviennent  imaginaires. 

La  méthode  ci-dessus  peut  sembler  incomplète,  a  quelques  égards, 
puisqu'on  n'y  entre  dans  aucun  détail  sur  le  nombre  des  développemens 
qu'on  doit  tirer  d'une  équation,  d'après  son  degré,  et  sur  les  cas  où  ces 
deVeloppemens  peuvent  acquérir  des  termes  imaginaires  ;  mais  ce  détail 
aurait  peu  d'intérêt,  puisqu'on  emploie  rarement  la  méthode  dont  il 
s'agit;  et  d'aîHeurs  on  peut  consulter  le  chapitre  VII  de  Y  Introduction 
a  ÏAnaljse  des  lignes  courbes^  par  Cramer,  qui  mettra  sur  la  voie  de 
ces  recherches. 

66.  La  même  métho4e  ferait  aussi  connaître  le  développement  de  j 
sous  la  ferme  d'une  fraction  continue;  car,  après  avoir  trouyé  le  pre-* 

mier  terme  Ax^  on  pourrait  supposer ^  =5^-^—7 ,  j  étant  une  quan- 
tité fort  petite ,  puisque  par  l'hypothèse  le  terme  Ax  -  forme  la  plus 
grande  partie  de  la  valeur  de  f.  Ayant  substitué  cette  ^  expression  au 
lieu  de^,  dans  l'équation  proposée,  et  fait  disparaître  les  dénomina- 
teurs^ on  obtiendra  une  première  transformée  en  x  et  y  y  dans  laquelle 

on  remplacera  y  par  Bx  ,  et  on  déterminera  ensuite  fi  et  B  con«^ 
fonnément  à  l'hypothèse  établie  sur  le  degré  de  grandeur  de  x. 

On  £era  yz=s——^  dans  la  première  transformée,   et  il  en  résultera 

une  seconde  en  x  et  y  y  dans  laquelle  on  mettra  CaP^anliendey.  Ayant 

déterminé  y  et  C,  comme  à  l'ordinaire,  on  posera  ^  =  --~i,  ce  qui 

donnera  une  troisième  transformée,  sur  laquelle  on  opérera  comme 
sur  les  précédentes. 

En  remontant  des  valeurs  de  y,  y  y  ^%  etc.  à  celle  de  / ,  on 
trouvera  -^ 

Aof' 

i  +  CxV 


i  ■+  etc. 

On  voit  qu'il  doit  y  avoir  deux  espèces  de  développemens  de  cette 
forme  :  les  uns  ascendans ,  c'est-à-dire  dans  lesquels  les  exposansr  des 
puissances  de  x  vont  eu  augmentant,  convergent  vers  la  valeur  de  la 
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fondions,  lorsque  x  est  tr^9*petite;  les  autres ,  au  eonlraifé^'  qui 
sont  descendans ,  parce  que  les  exposans  de  x  diminuent  suivant  le 
progrès  de  la  fraction^  ne  sont  conyergens  que  dans  le  cas  où  a:  a 
une  très-grande  Valeur. 

Je  laisse  aux  lecteurs  familiarisés  avec  la  théorie  des  fractions  con- 
tinués^ le  soin  de  s'exercer  sur  quelques  exemples  :  mon  but  dans  ce 
moment  n'est  que  d'indiquer  une  application  intéressante  y  sur  laquelle 
je  reviendrai  avec  plus  de  détail  datas  le  second  volume  de  cet  Ouvrage, 
parce  qu'elle  offre  un  moyen  très-élégant  pour  trouver  les  valeurs  appro^ 
.    chées  et  quelquefois  exactes,  ^es  fonctions  données  par  un  genre  d'équa- 
tions plus  difficile  à  résoudre  que  celles  qui  sont  purement  algébriques, 
.  mojen  qu'on  doit  à  M.  Lagrange,  ainsi  que  tout  ce  qui  précède. 

R<?soiati<m  de     ^7*  ^^^  formulcs  d]a  n^  48  donnent  un  moyen  facile  de  trouver,  par 
piusieart  ciaMeç.les  tablcs  de  sîhus,  toutes  les  racines  des  équations  à  deux  termes.  Ces 
ktiStoXiinw! ^^^^^^® >  comprises  dans  la  formule  générale  x" ripa" =0,  se  trans- 
formant en  fl"(^"qpi)=o,  lorsqu'on  y  -feit  a:=fl;^,  il  suffit  de  consi- 
dérer la  suivante  : 

^     .        .  ^"qpi=o,. 

'.qui  revient  à 

L'expression  ^=:  cos  z-^y/^^  sinz  satisfait  ^  cette  équation  par  une 
détermination  très-simple  del'arçjs;  car  On  a 

j»  =  (cos;5  4-  V-*i  sin3)»===cosna  +\/^^  iinnuf 

et  comme ,  en  désignant  par  ^  la  demi-eirconférence ,  et  par  m  un 
nombre  entier  quelconque,  il  vient 

$inm^  =  o,        cos/7i;r==b  i , 

^elon  que  m  est  un  nombre  pair  ou  impair,  on  n'aura  qu'à  supposer 
nz  =  /nTf ,  pour  obtenir  /"  =  db  1  • 

Afin  de  distinguer  plus  particulièrement  le  Ca3  bù  m  est  pair,  dé  celui 
où  il  est  impair,  on  écrit  pour  le  premier  2m  au  lieu  de  m,  et  pour  le 
aecond  am  ■+  1 1  et  cm  fait 

nz  =  2m^        et        nz=:  (oiTi-f-  1)^. 
«Dans  la  première  hypothèse  y  il  vient 
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^ns  h  secon4e  ; 

jr:=s:cos' — jp-^- +  y— I  sin ^ — :^—L-    ^ et     7"= — i; 

Au  moyen  du  nombre  indéterminé  m,  chacune  des  expressions  da  j^ 
fournit  toutes  les  \»leurs  dont  cette  quantité  est  susceptible;  car  on  peut 
pi-endre  successiy^nient 

7W=:0,     m:sp:ip     m;=;2,     W==:5,      elC. 

La  première  formule  donnera 

jr  :ss  coso.^  =  I, 

a^    ,    .  / • .    air 

r  =  cos 1-  V —  ï  sm  —  , 

r  sc=  cos  —  +  V —  i  sm  2- 
etc. 

et  il  est  visible  qu'on  trouvera  toujours  des  résultats  différens^  jusqu'à 
ce  qu'on  soit  parvenu  à  /7i==«— i;  car,'  en  supposant  m=n^  on  a 
j^  =  cos27r=i,  et  on  retombe  sur  la  première  des  valeurs  déjà  obte« 
nues;  pui«,  ea  prenant  W5b;/î+ i,  il  vient 


COS  ^        ■  =  cos  {  a^  +  —  1  S3=  COS  —, 

sm  ^ — ^— ^  ==  sm  (  'aTT  H )  =  sm  — , 


ce  qui  ramène  a  la  deuxième  valeur ,  et  ainsi  des  autres. 

La  seconde  expression  générale  de  ^,  relative  à  l'équation  j^"-(-i=o, 
ne  donne  de  même  des  valeurs  différentes  que  depuis  msiO",  jusqu'à- 
m=/i— I  inclusivement,  puisque  si  on  prend  m=:n^  il  vient 

s 

cos  ^  3=  cos  (  aTT*  H )  =  cos  -  , 

sm  ^^ — ^— ^—  =  sm  (  a^a*  -] )  =  sm  - . 

68.  Non-seulement  on^trouyera  par  ce  procédé ,  précisément  les  n 
racines  de  l'équation  j^q;:  i  =o,  mais  ou  reconnaîtra,  avec  un  peu 
d attention,  que  ces  racines  peuvent  s^arranger  par  couples ^  ei(  réunis-^ 


Digitized  by 


Google 


i,6.  INTRODUCTION. 

sant  celles  qui  ne  diffèrent  que  par  le  signe  du  ritdioali  \/—  i.  Bn  ef^ 

fet,  puisque 

cos(a^ — p)=:coBp      et      sin(a7r— ;^)=c:  — sin;i, 
il  en  rësuhe  que 

j-  =  cos^     ^     +V~'  ï  ®"^  ^     ^^   =  cos"^  ^^  ■  -^  V—  1  s*^  ■  ^  ■  ; 

or  il  est  facile  de  toît  que  les  nombres  /i+y  et  /i— y  sont  tous  deux 
pairs  ou  impairs  en  même  temps  :  on  peut  donc^  dans  les  expressions 
de  J'y  rapportées  ci*dessus^  se  borner  aux  multiples  de  ^  qui  ne  sur- 
passent point  jiTC ,  pourvu  qu*on  prenne  le  radical  V — i  alternative-^ 
ment  en  +  et  en  — ;  et  elles  deviendront  en  conséquence , 

Y  =:  COS =fc  V —  ï  ^^ 1 

r  =  cos^ — -ÏT-^=fcV--ri  sm^^ — -ï--^-. 

^  n  ^  n 

Lorsque  H  est  paire  ^  les  valeurs  de  m  dans  la  première  doivent  être 
tous  les  nombres  entiers  depuis  o  jusqu'il  -  inclusivement  ^  et  seule- 
ment jusqu'à  ^ "^ ^  dans  la  seconde;  et  quand  n  est  impaire^   Tune 


a 


etPautre  doivent  être  poussées  jusqu'à         \ 
Les  deux  valeurs  comprises  dans  la  formule 

Y  =  cos ±  V—  ï  sm • 

donnent  pour  facteurs  du  premier  degré  de  la  quantité  ^''-*<  i  ^  les  deux 
expressions  imaginaires 

^^_co6— )— V-ism  — , 
et  en  les  multipliant  y  on  obtient  l'expression 
qui  comprend  tous  les  facteurs  réels  4u  second  d^gré. 
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On  IrouTe  de  même  que  les  facteurs  du  second  degré  de  la  quantité 
;^+i  sont 

69.  Voici  pour  servir  d'exemple  de  la  formule 

r  =  cos as  v—  1  sm , 

le  tableau  des  facteurs  du  premier  degré  contenus  dans  la   fonction 

^-(cosfivcrrsiiif), 

jr  H-  1. 
La  loimnle 

donne  les  fiicteuis  du  second  degré 

J*  —  ?r  •¥  t, 
j»^—  aj  cos-g-+i, 

^  — aycos^-fi> 

^*  -f-  ^  +  I- 

Le  premier  et  le  dernier  des  acteurs  du  second  degré  sont  les 
^narrés  des  facteurs  du  premier  degré  y  —  i  et^-J-i,  qui  n'entrent 
qu'une  fois  dans  la  proposée  ;  il  faudra  donc,  lorsqu'on  emploiera  les 
ûctenrs  du  second  degré  ^  remplacer  leprenûer  et  lo  dernier  par 

(/— 0Cr4-0>  <«  ^'—i- 

On  a  pour  la  fonction  y^—«x  les  facteurs  du  premier  degré 

j  —  (cos  y=b\/;=^smÇ); 
jr  —  (cos  ^  ±  V— I  sin  ^. 
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C«ux  4ii  wcend  degvë  sont 

7*  —  ar  +  1 , 

'  j*  —  y  <^os-5-  +  i; 

7»  —  27  cos^H-i; 

mais  il  faut  encore  observer  que  le  premier  facteur  du  second  degré  est 
le  quarré  du  Acteur^-— i ,  qui  n'entre  qu'une  fols  dans  la  fonction 
proposée.  .  , 

Par  la  formule 

les  Êicteurs  du  premier  degré  de7^+ i   sont 

cos-g-±V— isin-g-j, 
jr  —  (^cos-^=bV— ism-g-j, 

et  la  formule  7*  —  y  cos  ^^^    ^^^  +  i    conduit  )i 

7*  —  V  cos--  +1,. 

j»  _    ;yr   cos  -g-  H-    I  ^ 
J*   +   27   +    I. 

La  fonction  7*  + 1  a  pour  facteqrs  du  premier  degré 
cos-^ztV—ism-g-^, 
j.  «  ^cos  -^=b  V^^«ia-g-)  ,  ou  jf  =p  V^^i^, 

et  pour  fa^teur^  du  second, 

jr*  —   27  COS -|-  +   I, 

7»  — '  a/  cos-g-  4-  I ,    ou  ./•  4-  I , 

5w    , 
7    —  2/  cos-g-  4-1, 
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70.  On  i^lrouve  dans  les   expressions   ci-dessus  des  valeurs  de  y^ 

la  propriété  dont  jouissent  îes  racines  imaginaires  de.  l'unité ,   de  se 

reproduire  toutes  par  Félévation  d'une  seule  à  ses  diverses  puissances. 

{CompL  des  Êlém.  d'm^lg.)  En  effet  on  a,  par  le  n**  48, 


( 


cos H  V —  I  sin )  =  cos  -^ —  +  V —  1  sin  -^ — 


et  l'expression  co»  2EIHZ  ^  V — x  «î^  ^^—  1  rentrera  ^uccessivetiieM 
dans  chacune  des  valeurs  particulières  de  cos  ^^  +  y/ — î  sin  ^^  , 

71  7*       ' 

ptiisque  l'arc  ^"^  ne  pourra  jamais  être  que  la  somme  d'un  certain 
nombre  de  circonférences  et  de  quelqu'un  des  arcs  o ,  —,  —  ,  etc. 
La  ihém^  propriété  se  prouverait  d'une  manière  semblable^  à  l'égard  de 
1  expression  cos ^^ — ^—^  +  y*—  ^  sm  ^ — *—^ . 

71.  Puisque^  d'après  ce  qui  précède  y  la  détermination  des  racines  ima- 
ginaires de  l'équation  ;j^=pi  =0  dépend  de  la  division  de. la  circonfé- 
rence du  cercle  dans  un  nombre  n  de  parties  égales^  ou  de  J'inscription 
d'un  polygone  régulier  d'un  nombre  n  de  fcôtés,  il  s'ensuit  que  Ton 
pourra  obtenir  rigoureusement  ces  racines,  toutes  les  fois  que  l'expo- 
sant n  sera  compris  dans  Tune  des  trois  progressions 

f;2  :4  :  8  :  16  :  etc.,  fî  5  ;  6  na  :  :i4  •etc.,  h5  :  10  :  20: 40: etc.; 

car  alors  on  saura  construire  avec  la  règle  et  le  compas,  ou  calculer, 
avec  des  radicaux  quarrés  seulement,  les  sinus  et  les  cosinus  des  arcs 

•— ,  —  ,  etc.,  -,  — .  etc.  Réciproquement,  dans  tous  les  cas  où  Ton 

«aura  trouver,  par  des  équa:tions  du  second  degré,  les  racines  imaginaires 
de  réquation^'^qp  1=  o ,  on  en  déduira  la  construction  géométrique  de  la 
division  de  la  circonférence  dix  cercle  eh  n  parties  égales  ;  et  le  beau  théo- 
rème découvert  par  M.  Gauss ,  sur  les  équations  à  deux  termiss  ,  montre 
que  lorsque  l'exposant  n  est  un  des  nombres  premiers  compris  dans  la 
formule  2^-{-i ,  ces  équations  se  ramènent  à  une  combinaison  d'équations 
du  second  degré,  ce  qui  fournit  d'abord  le  cas  où  ncsiy,  qui  n'avait 
point  été  reconnu  par  la  géométrie  élémentaire,  quoiqu'il  soit  possible 
de  le  démontrer  à; posteriori  par  les  cosinus.  (Voyez  le  n*  61  du  Bul^ 
leiin  des  Sciences ,  par  la  Société  Philomatique ,  et  le  1 1  •  cahier  du  J^wnal 
de  t École  Poljr technique.) 
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Mais  saiis  sortir  des  considérationa  précédentes ,  on  peut  montrer  que 
la  connaissance  des  racines  des  équation^ 

^— i=o,       T"'— 1=0 

^  mène  à  celle  des  racines  de  Féquation 

lorsque  les  nombres  n  et  n!  sont  premiers  entre  eux. 
Pour  cela,  il  faut  observer  que 

cos  ' — +  V—  I  sin ]  (  cos  — ?— -h  V —  i  sin — r- J 

n  n   y  \  n  n    / 

— -4-V-)  +  V^  sin  (— H--^)  j  (48) 
et  comparer  ce  résultat  avec  Texpression 

ços-;jjjr-  +  V-ism— ^, 

qui  donne  les  racines  de  réquatîon  ^"'—  i  =  o.  En  faisant 

amiF       îÀTnfv  ^^^  a/n-V 
»      *      j*  nn    ^ 

on  en  déduit  • 

et  donnant  à  m*  les  valeurs  o,  x,  3,  5,  etc.;  on  parviendra  nécessai- 
rement, d'après  la  théorie  des  équations  indéterminées  du  premier  degré 
\CompL  des  Élém.  d^Alg.) ,  à  trouver  pour  m  et  /w'  les  valeurs  entières  cor* 

respondantes  ;  on  pourra  par  conséquent  conclure  cos  — —j  sm  — t, 

1  I  amw        •    QjMF  ^ni'Tr       »     am  v 

de  cosj-jp^  sm-^,  cos-^,  sm-^. 

A  regard  de  Téquation^»»'  +  ^  =  o,  les  calculs  ci-dessus  deviennent 
J—  CQ5  i L~J^  J-  y—  I  sm  ^ 7-^  J 
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et  on  a  pour  détermiair  m  et  ni^  Téquatiop 

7i{pLin  H-  i)  +  n{p,ni'\-  i)  =  2m'  +  i • 

7!i,  Les  fonctions  de  la  forme  jc*"— a/jaî'H-^'  peuvent  être  traitées 
comme  celles  qui  ne  renferment  que  deux  termes.  En  les  résolvant  à 
la  manière  des  équations  du  second  degré  ^  on  en  tirera  les  valeurs 


qui  seront  réelles^  tant  que  p^  surpassera  7;  et  en  faisant  alors 


P  +  \p^-9  =  =*=  ^% 

suivant  le  signe  de  ces  quantités,  il  viendra  des  fonctions  de  la  forme 

# 
à   décomposer  en  facteurs. 

Lorsqu'on  aura  p^<i<ly   on  fera  ^ys^irs*",   yss/S*",  jcsnjS;^,   et  il 
viendra 

/3-7"  —  2a«l8y»  +  /S-  =  /S-  (j-  ~^j^-  +  i)  ; 

mais  la  condition  ;^*<y,  ou  a""<Cj8*"  donnant  a"<iS'',  la  quantité 
=;j  s^a  une  fraction  et  pourra  être  représentée  par  le  cosinus  d'un  arc 
donné  cA:  la  fonction  proposée  reviendra  donc  à 

/S*"(7"  —  ^7"  cosif  +  i)  , 
et  il  ne  s'agira  plus  que  de  résoudre  Téquatiou 

j^^  —  3^»  COScT  -|-  I  =  o. 

On  en  tire  d'abord 

f  =  cos  «r  ±  \/ —  I  sin  cT  ; 
puis,  prenant 

Y  ==  cos  z  ±  \/ —  I  sîn  z  ,* 
il  vient  (48)  

^=:cos  nz  ±  V'— .1  sin  /zs; 

et  en  comparant  avec  l'autre  valeur  de  j^",  on  obtient 
cos  nz  =  cos  J^^         sin  nz  =  sin  cT. 
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On  satisfait  en  g^n^ral  à  ces  relations,  en  supposant  Ma»  aïiiir-+'^> 
VI  étant  un  nombre  entier  quelconcpe ,  puisque 

cos (a/w'^r  +  cT)  =  coscT ,         sin  {nm^  +  cT)  =  sincT j 

an  aura  donc 

z= lîl-        r  =  cos -ï— =fc  V— •  I  sm — -2— ; 

les  &cteurs  du  premier  degré  de  la  fonction 

^•«— .2;r»cosJ^+  I 
seront  par  conséquent  compris  dans  la  formule 

cos  — ^— ±  V--T  sin  — ;^— J  , 

Si  on  avait  x"+.a/7x"+y  =  o,  on  ferait  encore  r^=cos<r;   mais 
•n  prendrait 

yn 2J»COS('7r — </)+!> 

puisque  cos  (tt — •/)==— cos  «T.  Cela  fait,  il  viendrait 

cosnz  =  cos('7r  — ^/),       sinnz  =  sin  {^ — cT)  ; 
et  par  conséquent 

nz  =  ^m'X  4-  'TT  — -  cT  =  (aw  +  i)  'Tt  —  S". 

75.  Quoiqu'il  n'y  ait  rien  à  objecter  contre  la  marche  qui  nous   a 
conduit  aux  formules  des  racines  des  équations 

J-"  =p  I  ==  o  ,       ^'"  —  2;^"  cos  J^+  1=0. 

Cependant  pour  compléter  ce  sujet,  nous  allons  exposer  l'élégante  mé- 
thode qu'a  donnée  M*.  Lagrange ,  pour  parvenir  aux  mêmes  formules  , 
sans  s'appuyer  sur  1^  considération  des  expressions  imaginaires.  Si  l'on 
change  x  en  2  dans  l'équation  (i)  de  la  page  79,  et  qu'on  en  multiplie 
tous  les  termes  par  2,  elle  deviendra 

acos  (rf{'i)zzssL2Q0Sz  •  2COS/î;5  — ^  2C0s(«  — i)z;  (1} 
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en  y  supposant  '  ^ 

2C0S2=5:J-f-i; 

et  disant  n=:i,  n=2f  n=z5f  etc.,  on  en  déduira 

3  COS  23  =  J^»  +  ^  , 

acosSa  =^  +  i» 
etc. 

d'où  l'analogie  portera  à  conclure  que 

2C0snz  =  j»  +  1.  (2) 

Celle  dernière  équation  se  vérifie,  coihme  les  formules  généi:ales  de 
la  page  80,  en  montrant  que  si  elle  a  lieu  pour  les  nombres  n  —  i  et  », 
elle  aura  pareillement  lieu  pour  le  nombre  nr^i  ;   car  en  faisant 

acos(«  — 1>  =^-"*  '^^''      2cosnz  =j-«  +  j^, 
réquation  (i)  donne 

acos  («4-ï>  =  (j+^)(r  +f)  -r-  -^  =r*"  h-j^  ; 

et  étant  exacte  pour  les  valeurs  n=i,  /ï=:2,  elle  a  donc  lieu  dans 
toute  l'étendue  de  la  suite  des  nombres  entiers. 
Cela  posé,  les  équations 

2C0SZ  =J  +^,  2C0Snz  =jr^  +  ^* 

peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

^»  —  a^  cosz  +1=0,       jr*''  —  yr""  cosnz  +1=0, 

et  dans  cet  état,  elles  ont  d'abord  une  racine  commuae,  puisque, 
d'après  leur  formation,  il  doit  exister  une  valeur  de  j-  qui  satisfasse 
à  toutes  deux  en  même  temps.  De  plus  ces  équations  étant  réciproques 
{CotnpL  dés  Éïém.  df'Alg.) ,  elles  seront  encore  satisfaites  par  la  valeur 

r  =  -;  mais  la  première  équation  n'étant  que  du  second  degré  et  n'ad-» 
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mettant  que  les  deux  racines  j^=:o,  ^=:-,  a   donc  ses  deux  racines 

communes  avec  la  deuxième  équation:  elle  est  donc  un  des  facteurs  de 
celte  dernière. 

Maintenant  si  on  prend 

il  viendra 

cos  nz  =  cos  «T,  et  2  =  • —  * 

d'où  il  résulte  encore  que  les  facteurs  du  second  degré  de  Féquation 

^•»  —  2/^  coscT  •4-1=0, 
sont  compris  dans  la  formule 

^»_2^COS^ -î-^+i;=0» 

Pour  en  déduire  ceux  des  équations 

7-=Fi=:o, 
il  suffit^  de  fiiire  J'^zzo  et  «TszrTT.  Dans  le  premier  cas,  on  a 

coscr=i^  y^^yfr^^  I  _(^_i^.. 

et  par  conséquent, 

^    -"  y  COS f-  I  =  o» 

Dans  le  second  cas,  on  a 

coscr=;— I,     ^"  +  2r"4-i  =(r+OS 

dou, 

^■+1=0, 

^*  —  rjycos- — -  ^    +1  =  0, 
ce  qui  s'accorde  avec  le  n*  6ft. 

j    74.  En  remettant  au  lieu  de^  sa  valeur  -  (67)  dans  les  équations 
^«=Fi=o      et     /'"rpaj^-coscT-l- 1  =  0, 
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elles  deyiennent 

or"  =p  a*  =  o      et      x^  :ap  aa^j^'ccscT  +  a"  ss:  o  j 

et  faisant  la  même  substitution  dans  leurs  facteurs  du  second  degré   on 
a  pour  ceux  de  la  première  (68). 

X*  — •  2ax  COS +•«  5 

OU  O:*  — ■  2/ïJC  cos  ^ 1— i-  4-  ^a, 

et^  d'après  le  n**  y^^  on  trouverait  que  ceux  de  la  seconde  sont 

X*  — '  2ajc  cos  ' -î- — h  «  j 

OU  .  a:*  —  aoo:  cos  ^ • — +  a\ 

Ces  expressions  peuvent  être  considérées  comme  homogènes  ^  en  ob- 
servant que  les  cosinus  tabulaires  doivent  être  pris  pour  de  simples 
coefficiens  numériques  :  d'ailleurs  on  les  rendrait  telles. en  prenant  les 
cosinus  dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  a,  et  en  divisant  par  ce  rayon 
les  cosinus  indiqués  ;  mais  on  trouve  le  plus  souvent  ces  mêmes,  exprep-* 
sions  sous  la  forme  que  je  leur  ai  donnée  ici. 

75.  La  décomposition  de  la  fonction  j:"q:û",  en  facteurs  du  se- 
cond degré ,  répond  à  une  propriété  du  cercle ,  connue  sous  la  (déno- 
mination de  théorème  de  Côtes ^  parce  qu'elle  fut  annoncée. par  ce  géo« 
mètre.  Voici  en  quoi  elle  consiste  :  ..  .      , 

Si   on  dii^ise  la  circonférence  d'un  cercle  en  un  nombre  2n  de  parties 
égales  MM,^  M.M^^  M^Mg^  etc.^  fig.  ij  et  que  d'un  point  O  placé  sur  FIG.  k 
le  diamètre  MCM5  j  on  mène  aux  différens  points  de  division  des  droites 
OM^  OMx^  OMa^  OMs^  etc.^  le  produit  de  toutes  celles  qui  passemnt 
par  des^  points   de    dis^ision   marqués   d'un   nombre  pair,    sera  égal   à 

CM  —  CO  j  si  le  point  O  est  'situé  dans    l'intérieur  du  cercle,    et   à 

CO  — •  CM  ,  si  ce  point  est  situé  au-dehors  ;  et  le  produit  de  toutes    les 

droites  passant  par  des  points  de  dinsion  marqués  d'un  nombre  impair, 

^— —         -i  * 

sera  égal  à  CM  +  CO  . 

Je  ne  démontrerai  que  le  cas  où  le  point  O  se  trouve  au-dedans  du 
cercle  ^  parce  qu'il  sera  aisé  de  prouver  l'autre  de  la  même  manière: 
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En  abaissant,  du  point  M, ,  la  perpendiculaire  M,P^  sur  le  diamètre 
MM  s  y  ou  aura,  parle  triangle  rectangle  M,PO^ 

ÔmI=  OP'-h  PM\i 

mais  OPz=iCP — COy  et  dans  le  cercle  proposé,  CP  est  le  cosinus 
de  Tare  MM^y  PM^  en  est  le  sinus;  on  aura  donc,  en  employant  les 
cosinus  et  les  sinus  tabulaires,  calcules  pour  un  rayon  égal  à  l'unité, 

CP  =  CM  cosMM,  y      PM,  =  pM  sinMM,  j 

et  faisant  Cil!fs=a,  CO=a:,  il  en  résultera 

11 

OPzzzacosMM^—a: y      PM,=:  a  siaMM.y 


OMiZzz  a'  —  2aJC  cos  Afilfa  +x*. 


Le»  mlews  de  OM^y  OM^y  etc.,  se  déduiront  delà  précédente,  en 
substîtuaort  à  Tare  MM^  les  arcs  MM^y  MM^y  etc.  Si  l'on  no  prend  que 
ceux  qui  répondent ^ux  points  de  division  pairs,  en  désignant  la  circon-* 

££rence  par  une  y  et  en  observant  que  MM^  =  —  =  -r ,  il  viendra 


d'où 


MM,=  ^y        MM,  =  ^y  etc.; 


OM^  =  a*  —  2ax cos  —  -+-  .r*,         OMj^  z=ia^'-^  2ax  cos  —  +  a:*,  etc.  ; 

mais  les  lignes  OM^y  OM^y  etc.,  placées  d'un  côté  du  diamètre,  ont 
leurs  correspondantes  OM^y  OM^j  etc.,  qui  leur  sont  respectivement 
égales,  ensorte  que  l'on  pourra  écrire 

ÔM.X  ÔM,  au  lieu  de  Ôî^,     OM^>^W[^  au  lieu  de  oTl\y 

et  ainsi  de. suite,  quand  les  divisions  seront  en  plus  .grand  nombre  :  on 
remarquera  en  même  temps  <|ue  la  ligne  Oilf  représente  la*  quantité 
a  —  X.  Cela  posé,  il  résulte  du  n°  74,   que  n  étant  impaire, 

a"  —  jc" •=  {a — x)  (0"  —  2ax  cos — +a:M  (a^  —  2ax  cos  —  +*^')  ^^c-  f 

mettant  au  lieu  des  facteui's  du  second  membre  leurs  eipreseions  en 
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lignes,  ou  atira 

a''  —  x''=CÏÏ'^CÔ''=ÔMxÔM,xOM^xÔMeX  OM^ 

Les  arcs  MM^^  MM^y  MM^^  etc.,  qui  correspondent  aux  points  de 
division  impairs,  étant  égaux  à 


27r TT    '      GtT 5v  lOTT  BtT 


on  trouvera 


Oilf,  z=  a»  —  2ûra: cos-  +  a:*,       OM3  =  a*  —  a^o:  cos —  +  a:%  etc. , 

et  OMs=^a^x }  mais  comme  on  a 

û"  +  jc*=(a+x)ra*— '  2^wc  cos — l-arM^û* — 2aûc cos— ^x*j  etc., 
il  viendra 

Lorsque  n  est  un  nombre  pair,  comme  dans  lajfg.  2,  les  deux  par-  FIG.  a. 
ties  0^  et  Oilfe  dvi  diamètre  répandent  Fune  et  l'autre  k  des  points  de 
division  marqués  d'un  chiffre  pair,  et  donnent  les  deux  facteurs  réels 
du  premier  degré,  a — xet  a-f-^,  que  la  fonction  a"  —  jc"  a  dans  ce  cas, 
tandis  que  toutes  les  lignes  de  numéro  impair  -ne  répondent  qu'à  des 
facteurs  du  second  degré,  les  seuls  réels  pour  la  fonction  a'-f*^"- 

76.  Côtes,  qui  mourut  fort  jeu^je,  laissa  sans  démonstration,  parmi 
ses  papiers  ,  le  théorème  précédent.  Moîvre  et  Bernoulliy  suppléèrent; 
mais  le  premier  doima  à  l'énoncé  une  extension  au  moyen  de  laquelle 
il  comprend  la  décomposition  de  l'expression  a""*  —  2<2"a;"  cos  cT  +;r*"  en 
Éicleurs  réels  di^  second  degré.  Voici  cette  extension  : 

Au  lieu  de  placer  le  point  Af,  origine  de  la  division    dû   cercle,  à 
Fexirémité  du  rayon  MC,Jîg.  i,  on  prend  d'abord  un  arc  JM,  Jîg.  5,  F^G.  3. 
qui  soit  la  n^""  partie  de  lare  «T,  représenté  i^SiV  JB;  ensuite  on  partage 
la  circonférence  du  cercle  en  un  nombre  n  de  parties  égales,  à  com- 
mencer du  point  M  y  et  on  a  alors 

a»»  —  2a"jp» cos  <:r+  x'" ^=rjc''—  '>,AC^ x  OC" cos  J^+OC* 


^OMx  OM, X  OM, X  OM^xOM^ etc. 
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Ponr  s'assurer  de  la  vérité  de  cette  équation ,  il  faut  observer  que 

'  JM=i\      ^3f.=?^L±i,      ^itf,=^^,  etc.. 


Jl 


et  chercher,  comme  dans  le  n*  précédent,  les  valeurs  de  OM,  OM, ,  etc.  ; 
on  trouvera  par  ce  moyen  les  mêmes  facteurs  que  ceux  que  les  for- 
mules du  n*  74  donneraient  pour  l'expression 

«*"  —  2a"ar"  cos  cT  +  x^\ 

77.  Il  y  a  encore  dans  chaque  degré  de  grandes  classes  d'équations 
qui  se  résolvent  avec  beaucoup  de  facilité,  par  les  Tables  trigono^ 
métriques;  elles  font  partie  de  celles  qui  admettent  une  racine  de  la  forme 

et  dont  la  composition  est  indiquée  dans  le  Complément  des  Élémens 
d^ Algèbre.  Leur  expression  générale  est 

1         .^  .    '      1   .  2  ^  1   .  a  .  3  . 

,   71(71— 5)(n — 6)(n — 7)    n^%ljïl 
+  --^ — ^è a:       1      OC"*-^  yb^  —  etc.  =  tf  , 

en   faisant 

Elle  rentre  dans  l'expression  de  cosnx  rapportée  à  la  page  80;  car  sî 
l'on  y  change  a:  en  arcosz,  et  qu'on  divise  ensuite  les  deux  membres 
par  /•",  on  obtiendra  l'équation 

"  -.  .  » 

(2  C0S2)-  -  "-  (2COS  z)'-.*YI+  ^-^îî^^  (2  cosz)"-*-^^  -  elc.  =  ^; 

puis  ^  écrivant  z  au  lieu  de  a:,  dans  le  développement  cité  de  cos  nx ^ 
et  le  multipliant  par  2 ,  on  en  tirera  Féquation 

(2  C05  zy  —  -  (2  cos  is)"""*  +  ^^"  -    (2  cosz)''^^  +  etc.  =  2  cos  «s , 
qui  sera  la  même  que  la  précédente,  si 

\/b  ^  a 
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d'où  il  résulte 

mais  cosnz  ne  pouvant  jamais  surpasser  Funite^  il  faudra  que  a  ne  soit 
pas  >  que  2  \/hy  ou  a*>  ^h. 

Lorsque  cette  condition  sera  remplie  ^  si  on  représente  par  cT  l'arc 
dont  le  cosinus  est  —- ;= ,  on  aura 

i5  =  — jj^î— ,      et      0:=:  2  v^,cos  r      ^  -)> 

Le  même  résultat  se  déduit  de  l'expression  algébrique  de  la  racine 

»  ^^        • 

qui  revient  à 

([oand  on  y  met^  au  lien  de  ^  et  ^^  leur  valeur  en  a  et  &« 

Dans  l'hypothèse  c^^C^^y  ^  quantité  \/\a^  —  b   est  imaginaire  et 
peut  se  mettre  sous  la  forme  \/b — ^«•.•V— i  :  supposant  alors  que 


ia  =  r"  coseT      et      >/A  — ia»=r"sincr, 
on  obtient 

X  =  r{(cosJ'+  V^  sin  <r)-  +  (cos  S"  —  \/^  sin  ^f  ]  , 

cecjui  revient  à  ^=  arcos-  (47). 

Pour  déterminer  /*,  il  suffit  de  quarrér  les  valeurs  de  /*  coscT^  r* sin cT; 
00  trouve  par  ce  moyen  r^=^6,  d'où^  comme  ci-dessus^  r=:  V^. 


78*  Il  est  à  remarquer  que  c'est  précisément  lorsque  la  valeur  de  x^ 
quoique  réelle ,  se  présente  sous  une  forme  composée  d'expressions  ima- 
ginaires^ que  les  Tables  trigonométriqiies  la  donnent  avec  facilité;  aussi 
y  a-t-on  recours  pour  l'équation  du  troisième  degré  x^  —  px'z=zq  ^ 
lorsqu'elle  tombe  dans  le  cas  '  irréductible.  En  y  faisant  a:  =2/' cos  2^ 
1.  17 
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elle  devient 

8/'^  cos  z^  —  2pr  cosz  =  7 ,       puis      4  cos;&?  —  ^  cos  3  =  ^  î 
et  comparant  avec  la  formule 

4cosz' — 3  cosz  =  cosSjs; 

tirée  du  premier  tableau  de  la  page  8o^  on  a 


d'où  il  suit  9 


i/i. 


cos  Zz  = 


TV     5 

et  la  condition  pour  que  la  valeur   de  cos  Zz  soit  moindre  que  Tunîté 
est   9  <  ^  V/^  5  >  ou ,  en  élevant  les  deux  membres  au  quarré  y 
r<%  ^  ou  enfin  iy»<±;,», 

la  même  que  celle  qui  constitue  le  cas  irréductible. 

Dans   ce    cas  y    en  désignant    par    S"  ^  l'arc    dont    le    cosinus  est 


rjT  y  les  valeurs  de  x  sent 


On  se  sert  aussi  des  formules  tri'gonométrîques  pour  abréger  le  calcul 
des  racines  dans  les  autres  cas  de  l'équation  du  troisième  degré  ^  et  dans 
tous  ceux  des  équations  du  second  et  du  quatrième;  mais  ces  applî- 
calions  sont  moins  spéciales  que  la  précédente^  qui  donne  en  même 
temps  toutes  les  racines^  et  leur  exposition  passerait  les  bornes  que  j'ai 
du  me  prescrire.  Ce»  bornes  ne  me  permettant  pas  non  plus  dem'étcndre 
sur  les  autres  formes  d'équatioùs  que  l'on  tirerait  des  expressions  du 
sinus,  de  la  tangente,  etc.  des  arcs  multiples,  non  plus  que  sur  les 
propriétés  du  cercle  qui  répondent  à  ces  équations.  Dans  l'état  actuel 
de  la  science,  ces  propriétés  ne  sont,  ainsi  que  les  théorèmes  de  Côtes 
et  de  Moivre,  que  àes  objets  de  pure  curiosité,  dont  il  suffît  d'indi- 
quer l'existence  et  de  marquer  la  place.  • 
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79.  On  prouve  aisément  que  les  fonctions  algébriques  des  quantités     j)^  |,  ^^^^ 


des  fonctiont 


de  la  forme  ^ï-I-4  V---i  sont  aussi  de  la  même  forme  (Compl.  des  .' 
Elém.  d^Alg.);  mais  les  iissultats  de  ces  calculs  s'expriment  avec  élé- 
gance par  les  sinus  et  les  cosinus ,  et  on  en  tire  des  formules  qui  sont 
d  une  grande  utilité  dans  l'analyse.  Si  on  compare  l'expression  a^b  \/ — i 
avec  r(coss  +  \/ —  i  sinz)'^  on  trouvera  fl=:rcosz,  bz=rs\r\z;  en 
ajoutant  les  quarrés  de  ces  équations^  il  viendra  a*-|^i*  =  r*.  La  va^ 
leur  de  r  étant  connue  y  on  aura 

C0SJ5  =  -      et      sm  2  =  -  : 
faisaiïl  de  même    •  ^ 

a  4.  b'  V^IT  =  r  (cosz'+  V^^  sinz') , 
il  en  résultera  (48) 

[a+h  \/Iir7)(^i'-f-i'  \/^^)  =  rr'(cosz+  V— ^sînz)(cosz'+  y/— isinz') 

s=: rr' \cos(z  +z')  +  \/ — i  sin  {z+z')]. 

fraction  --i- — !-7=  devient  -^ \ — /;   multipuant    ses 

deux  termes  par  (cosz' — \/ — isinz'),  on  obtiendra  (48), 
^  [cos  (z  — z')  +  \/ — I  sin  (2 — /)}. 
La  fonction  (a  +  i  yCTT)»  devient  sur-le-champ 

r^(cosz  -h  V — isinz)"  =  f'{cosnz  +  V— i  sin/w), 
et  en  changeant  n  en  -  ^  il  vient 

(a  +  J  N/^)"  =  ^(cos  ^  +  N/^  ^^^D* 

80.  Par  la  transformation  précédente  on  introduit  les  lignes  trigono- 
métriques  dans  la  recherche  des  racines  imaginaires  d'unç  équation  algé- 
brique quelconque.  Au  lieu  de  substituer  a  l'inconnue  de  l'équation  propo- 
sée la  formule  û±*  \/^^^  (Co/w^/ew.  des  Êlém.  d' Algèbre)  ^  on  y  met 
/•(cos«  db  V" —  I  sinz),  et  on  remiplace  en  conséquence  une  puissance 
quelconque  de  l'inconnue  par  /'*(c6sotz±\/ — i  sinws);  ensorte  que 
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si  cette  équation  est  représentée  par 

Jt^  H-aor"""'  +  /Sa:"T* +^^  +  fi=:o, 

elle  deviendra 

r*  cos  nz+xr*^  '  cos(/ï—  i  )2-f-i8'^""*Cûs(/ï— 2)2,  •  .•+-C^cos  z+>i  ) 

d=(r*sin  7zjs+a/*""'  sin(/i— i)s-f-jS/'^*sin(w — 2)55.  ••-f-Çr  sina  )  V— ij"^  ^ 

et  ne  pourra  se  vérifier  qu^en  égalant  séparément  à  zéro  la  partie  réelle 
et  la  partie  imaginaire.  On  obtient  ainsi  les  deux  équations 

r^cos;ia+otr"""*cos(/i— i)2H-j8r'^*cos(« — 2)2. .  •  .4-Çrcosa-|- )i  =  o,  (i) 
/^sinnz+ar^^'sin (n — i)«+/3r*^*sin (n — 2)z. . .  .4-Çrsinz=o,  (a) 

au  moyen  desquelles  il  Êiut  déterminer  les  quantités  r  et  z. 

Il  est  à  remarquer  qu'elles  se  déduisent  immédiatement  de  l'équation 
proposée  9  en  substituant  à  une  puissance  quelconque  af"^  d'abord  r^cosms^. 
et  ensuite  r^sinmz^  et  en  observant  pour  le  dernier  terme,  que 
r^  coso  =  I ,  r^sino  =  o.  On  les  ramène  à  ne  contenir  toutes  deux  que 
des  cosinus  :  pour  cela,  on  multiplie  d'abord  la  première  par  cosz,  la  se^ 
conde  par  sinz;  on  ajoute  et  on  retranche  les  produits,  en  observant 
que 

cos mz  cos zdzsinmz sinz  =  cos (mqp  i)z : 

on  trouve 

r^cos(/i — i)z+*'^^*co8(/i— 3)«H-i8r""**cos(«*-5)z...4w^  4*i}C06j9=r:o, 
f^cos(n+j)zr^r^'"CQs  nz       +j8r""'*cos(;i — i )z. . •+rÇcos32H-)icosz=o, 

et  on  peut  alors,  par  les  formules  du  n''  5o,  changer  les  cosinus  des 
multiples  de  l'arc  2  ,  en  puissance  du  cosiaus  de  l'arc  simple;  par  ce 
moyen  les  inconnues  à  trouver  seront  r  et  cos  z. 

En  prenant  pour  facteurs  respectifs  des  mêmes  équations  (i)  et  (2), 
les  quantités  sinz  et  cosz,  et  en  opérant  du  reste  comme  ci-dessus, 
on  transformerait  ces  équations  en  d'autres  qui  ne  contiendraient  que 
des  sinus  des  arcs  multiples  de  z  ;  mais  elles  ne  seraient  pas  plus  faciles 
à  traiter  sous  cette  forme  que  sous  la  première ,  puisqu'elles  conserve'^ 
raient  le  même  degré,  et  en  effet  on  ne  sait  guère  les  résoudre  pour  d'autres 
cas  que  ceul  dont  nous  nous  somiyes  occupés  dans  les  n""'  67  et  72; 
c'est  pourquoi  je  ne  m'y  arrêterai  pas  davantage. 
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8i.  Nous  allons  examiner  maintenant  la  forme  cpie  prennent  les  fonc- 
tions logarithmiques^  exponentielles  et  circulaires,  lorsqu'elles  renr 
ferment  des  quantités  imaginaires. 

Soit  d*abord  1  (arfcft  V^^^)  :  en  fidsant  \/«*+**  =  /',     ^  =  cos  z  , 

-  =  sinz^  il  Tiendra  adb  b  \/ —  i  =  r(cosz±  V— •  i  3inz)  ,  et  par  con- 

léqaent 

1  (âdb  J  V— i)  =  Ir  +  1  (cosa  =t  \/ — i  sin^s)  ; 
mais 

l(cos  j5  ±  V/^^  sinjs)  =  zfc  z  V^^  (45)  : 

doue  

•    l(a±ivCrT)=:lr±z\/:=T. 

Les  donnas  étant  seulement  r,  cosz  et  sin^s,  on  pourra  prendre  au 
lieu  de  Tarez,  les  9s:c%  â^*f*is,  ^if-^z.  ..Mndbzy  i  étant  un  nombre 
entier  ;  ensorte  qu'on  aura  pour  \(adhb  \/—  î)  une  inffinité  de  valeurs, 
'  comprises  dans  la  formule  lr=t:  (atV  +  z)  \/ — i. 

Si  on  fût  ^=0,  on  aura  i*=ii,  sinj5=^o,  2=0  ei\a-=:=\adiz2i^  V— •!• 
Ce  résultat,  qui  paraîtra  d'abord  paradoxal,  indique  qu'une  quantité 
réelle  a,  pour  le  même  module,  une  infinité  de  logarithmes,  dont  un 
seul  est  réel,  savoir  celui  qu'on  obtient  en  fiaisant  /  =  o,  et  que  nous 
distinguerons  par  la  caractéristique  L;  nous  écrirons   donc 

la  =Ltf  rbaiV  V— *ï- 

L'équation  dLx  \/ — issJ(cosjc±  V —  i  sin a:)  conduit  immédiatement 
à  la  même  conclusion;  car  en  y  faisant  successivement  a:=:o,  j?=:i7r, ... 
x=raiV,  elle  donne  oa=:Li,  rfcair  V^ — i  =li,*  •  .dbai^  V-— t  t=li, 
d  où  on  voit  que  l'unité  a  un  nombre  infini  de  logarithmes  imaginaires; 
mais  puisque  12=  i  x^>  on  doit  avoir  aussi  lasli  -{-la  :  substituant 
a  la  le- logarithme  réel  La^  et  mettant  au  lieu  de  li,  sa  valeur  gêné** 
raie  db aiir  v(— 1>  on  trouvera,  de  même  que  tout-à4'heure  , 

la  =  La  ±  !»i7r  \/— I. 

Pour  bien  entendre  ceci,  il  faut  se  rappeler  que  la  nature  des  loga- 
rithmes dépend  uniquement  de  l'équation  l(a£)=:la+l&.  Si  on  met  dans 
cette  équation  pour  la  et  16  leurs  valeurs  générales  La=t::KV  V-^i  et 
Li±2iV  V"^>  sottsecond  membre  devenantLa-+-Lirf=2(/-{-i')^  \/— i. 
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sera  nécessaîrement  tm  des  logarithmes  de  ai  compris  dans  la  formule 


1  {ab)  =  U(ab)  ±  3/V  \/—  1  =r=  La  H-  hb  ±  a/V  V^^^. 

Quels  que  soient  donc  les  logarithmes  de  a  et  de  £  qu'on  ajoute 
entre  eux,  leur  somme  sera  toujours  égale  à  l'un  des  logarithmes  du 
produit  ab. 

En  faisant  a?=  i8o**=:'7r,  on  a  cosa:  =  — i,  et  mettant  (2/ +i)7r  à 
la  place  dea/TT,  on  trouvera  1( — 1)  =  ±  (ai-|-i.)';r  \/ —  i  ;  ce  qui  nous 
fait  voir  que  tous  les  logarithmes  de  —  i  sont  imaginaires  :  il  en  sera  de 
même  de  ceux  de  — a;  car  — a=ax— "i  et  1(— a)=:La+l( — i); 
donc  1( — a)  =  La  rt:  (2/  +  ^)'^  \/ — i* 

1  82.  C'est  .à  laide,  des  considérations  précédentes  qu'EuIèr  a  résolu  la 
difficulté  sur  les  logarithmes  des  nombres  n^atifs.,  qui  avait  été  l'objet 
d'une  trèS'loQgue  discussion  entre  Leibnitz  et  Jean  BernouUi.  Le  pre- 
mier soutenait  que  ces  logarithmes  étaient  imaginaires;  le  second,  qu'ils 
étaient  réels,  et  les  mêmes  que  ceux  des  nombres  positifs.  Nous  ne 
pouvons  entrer  dans  le  détail  des  raisons  qui  forent  données  de  part  et 
d'autre;  mais  une  des  preuves  les  plus  fortes  ^uon  apportait  en  faveur 
de  la  réalité  des  logarithmes  dès  nombres  négatifs,  consistait  à  dire  que 
puisque  ( — ay=ia^y  on  devait  avoir  1(— a)*  =  la%  2I— ô=2la,  et 
enfin  1  — a  =  l-|-a.  La  théorie  d'Euler  confirme  là  première  consé- 
quence, et  prouve  que  les  deux  autres  sont  fausses. 

En  effet,  on  a  1( — a)*=2l — a=i2Ladtza(2i+j)^\/ — i  ;  et  à 
•cause  que  le  nombre  2(2e-+-i)  est  pair,  cette  expression  se  trouve 
comprise  dans  la  formule  2  L  a  ±  2/V  \/—  i ,  qui  représente  tous  les 
logarithmes  de  a*:  on  a  donc,  dans  un  certain  sens,  1( — a)*=^la*. 

Si  on  compare 'les  expressions  2I — a=2La±2(2t-f-i)7r\/— i  et 
2la  =  2La  d=4i'7r  \/— I,  on  verra  qu'elles  ne  peuvent  jamais  rentrer 
Tune  dans  l'autre,  puisque  tous  les  nombres  de  la  forme  4*+^»  sont 
essentiellement  différens  de  la  forme  4^>  mais  Texpression  générale  des 
logarithmes  de  a'  doit  comprendre  tous  les  logarithmes  qu'on  trouverait, 
en  ajoutant  indistinctement  ceux  des  facteurs  de  cette  quantité  (n''  précéd.)  : 
elle  renferme  donc,  outre  les  doubles  de  chacun  des  logarithmes  de 
+  a  et  de  — a,  les  sommes  qu'on  obtiendrait  en  ajoutant  ensemble  deux 
des  premiers  ou  deux  des  seconds,  qui  seraient  inégaux. 

Ainsi  1(— a)'s;=;2Lad=2(/-f-i'-+-ï)'7r  \/^^etla^=2Larit2(£4*0''''  V^ — i- 
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C'est  dans  ces  dernières  expressions  que  se  trouvent  les  logarithmes 
cpi  satisfont  à  Téquation  1(— a)'  =  lfl*,  parce  que  2(i-4-f')  peut  tou- 
jours designer  un  nombre  pair  quelconque. 

Bemoulli  tirait  encore  de  la  quadrature  de  Fhyperbole  une  autre  ob- 
jection d'un  grand  poids^  qu'Ëuler  laissa  subsister;  mais  on  y  a  répondu 
depuis^  ainsi  que  nous  le  ferons  voir  en  parlant  de  la  quadrature  des 
courbes  ;  et  quoique  d 'Alembert  y  qui  avait  embrasse  l'opinion  de  Ben« 
noulli,  n'ait  point  voulu  admettre  l'explication  d'Euler,  elle  a  reçu  au- 
jourd'hui l'assentiment  des  Analystes  les  plus  distingues.  Malgré  cela^ 
il  faut  convenir  que  la  question  des  logarithmes  des  nombres  négatifs^ 
n'est  peut--etre  pas  encore  exempte  de  nuages  ^  surtout  dans  ce  qui  se 
rapporte  à  la  considération  des  courbes^  à  cause  de  la  difficulté  de  vérifier 
la  loi  de  continuité  ^  lorsqu'il  y  a  [un  passage  par  l'infini;  mais  il  serait 
néanmoins  très-inutile  de  s'appesantir  ici  sur  ce  sujet ,  parce  que  le  peu 
d'obscurité  qu'il  conserve  n'entraine  aucune  conséquence  âcheuse  à 
l'égard  des  théories  utiles  des  Mathématiques  et  des  principes  de  cette 
science  vraiment  féconds.  Les  usages  généraux  des  logarithmes  y  et  leur 
emploi  dans  le  calcul  numérique^  les  supposent  es^ntiellement.  réels;, 
dans  le  petit  nombre  de  cas  où  l'on  en  considère  d'imaginaires  y  ce  n'est 
que  pour  former  des  expressions  analogiques  bien  vérifiées  d'ailleurs  : 
ainsi  je  renvoie  aux  écrits  cités  à  ce  sujet  dans  la  Table. 

85.  Nous  avons  cherché  précédemment  l'expression  du  logarithme 
de  la  quantité  imaginaire  «+  b  V^— •  i  =  r(cosz  +  \/ — - 1  sinz),  et  nous 
avons  obtenu  pour  résultat  Ir-f-  (a/^r-f-  z)  \/ —  i  :  en  renversant  la  ques- 
tion, on  voit  que  si  le  logarithme  est  représenté  par  /w-f- w  V— r  i,  on 
aura  ??i=:lr,  n^=:2i^^z;  et  en  désignant  par  è  le  nombre  dont  le 
logarithme  népérien  est  l'unité,   on   trouvera 

^ssse",  z=/2,    d'où   sinz=:sin;i,    coS;3=:cos/r; 

et  enfin  c"  (cos  n  -f-  v/— •  i  sinn)  sera  l'expression  de  la  quantité  cher- 
chée :  cette  quantité  sera  réelle  si  n  est  ou  nulle ,  ou  un  multiple  quel-^ 
conque  de  la  demi-circonférence. 

84.  L'expression  (rt-f-^V — i)"**^*^-*  peut  se  mettre  sous  la  forme 
^a+aK'-oic+iv^-j)^  puisqu'en  général  p*z=z€f*^^y  comme  on  peut  s'en 
assurer  en  prenant  les  logarithmes.  Si  on  substitue  au  lieu  de  1  (a-^b  \/— ri  ) 
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sa  valeur  Ir-f-js  s/ —  i ,  îl  en  re'sultera 

et  a  cause  que  e"'*"  =sr*,  on  aura  enfin 

\a+b  vCirT)^-^»*^"»  =  r^e-»  [co5(/7i55  +  7ilr)-H  V^^5in(/7i2+nlr)], 

résultat  qui  est  de  la  forme  A+B\/ — i.  On  se  rappellera  que  pour 
donner  à  ce  résultat  toute  la  génëralîté  qu'il  comporte,  il  faut  mettre 
aïTT-^-z  à  la  place  de  z. 

85.  Supposons  qu'on  ait  i==o,  il  viendra  r:=a^  ^.=  o>  cos5=i  et 
^m+n K  — 1  ^_  ^"*e"'^'*^[cos  (a/wTT  +  /zl^r)  +  \/—  i  siu  (^im^TT+Tzla)]. 

Si  12  était  une  quantité  négative,  comme  rdoit  toujours  être  positive, 
on  prendrait  issrr^,  d'où  cos»=s--^i,  et  on  écrirait  {2i^t)ic  au 
lien  de  21^^ y  ce  qui  donnerait 

Lorsque  a  et  m  seront  nuls ,  on  aura 

rz=::Oj       cosz  =  o,      j5==:9o*=:-,       a^;r+js=  ^         ^ 
et 

"(iX/ZTT)"^— '=:e     T^      (cos«lè-hvC^7sin7ïI3); 
si  b  était  négatif,  on  prendrait  z=—  et  2/'7f-f-s=  ^^^^— -tT. 

Cette  expression  deviendrait  réelle,  dans  le  cas  où  on  supposerait 
bz=ii}  et  si  l'on  £nsait'i2=:i   et  f=:o,  elle  donnerait 

(  y/ZZiy-'  =e     a  =  0,207  879  , 

résultat  qui  ,  par  sa  singularité ,  joiérite  d'être  confirmé.   Pour  cela  , 
j'observe  qu'en  substituant  \/ — i  à  la  place  de  Uy  dans  la  série 

tf  =  li  —  u-l  —  l  (^^*  —  u-')  +  i  (u^  —u-')  ~  etc.  ,  (33) 
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il  Tient  • 

La  série  comprise'  entre  les  accolades  exprime  la  valeur  de  Tare  de  4^*; 
dans  un  cercle  dont  le  rayon  =  i  (43  et  53);  ainsi 


/ 


mais  puisque  tt"  =  e*'%  on  aura 


On  remarquera  que  l'ëquation  1  V— i  : — ^        ^ ,    à  laquelle 


nous 

ex- 
pression de  la  circonférence  du  cercle ,  qui, se  déduit  aussi  de  l'équa^ 


Tenons  de  parvenir,  donne 'TT  =  ^-^=rî-  et  a^==^--~=i.   Cette 


tion  xV— I  ==l(cosar  + V— I  sino:),  en  y  faisant  a:  =  -,  et  qui  a 

été  trouvée  par  Jean  Bernoulli,  xf  est  qu'un  symbole  abrégé  représentant 
une  suite  infinie  (42). 

86.  Soit  la  fonction  circulaire  sin(«±J  V— i);  on  aura 

sin(£idb b  \/p— i)  =  sîna  cos (b  V— 0  =*=  cos a  sin (b  V/— i). 

Pour  obtenir  sin(*  V— "0  et  cos  (i  V — »)  >  O"^  mettra  b  y/ — x   au  lieu 
de  or,  dans  les  formules  du  n""  4^  i  ^^  il  en  résultera 

Substituant  ces  valeurs,  on  aura 

8m(a=fci  V^^)=.(^~^*)  sinfl=fc  vCI7(Slll£:î)  cos». 
On  trourerait  aussi 

co8(fl=i5i  V/^^)=s:(^~^)cosoqf=\/^(2-:~^)  sina; 


I. 


18 
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et  Ton  parviendrait  de  même  aux  expressions  des  autres  fonctions  circu- 
laires, telles  que  ]«  tangente,  la  sécante,. etc»  -  .  t 

Lorsque  g=:2/7rzb-=:  "7"  y  il  en  résulte*  sinâ=:dbi,  cosâ=:a 
et  sin  (adcib  \/ —  i)  =  db  -  (e*  +  e*"*)  ;.  la  supposition  de  a=  Itc  donne 

âû^si  cos»(a±A  \/— i)=zfc:^  (^  +  <^''*'),  parce  que  dans  ce  cas  sina=:o 

et  cos^=:=t:i ,  selon  que  i  est  pair  ou  impair:  il  y  a  donc  des  arcs 
imaginaires  dont  Te  sinus,  ou  le  cosinus  ,  a  une  valeur  réelle.  Il  faut 
observer  cependant  que  cette  valeur  est  en.  contradiction  avec  la  nature 
du  cercle;  car  tant  que  b  n'est  pas  nul^  auquel*  cas  Tare  serait  réel  ^ 

la  quantité  -  (e*  +  e""*)  = y^  surpasse  toujours  l'unité  ou  le  rayon, 

ce  qui  ne  saurait  arriver  à  aucun  sinus,  ni  à  aucun  cosinus  pris  dans 
le  cercle  (*). 

On  tirepait  encore  d'autces  conséquences  remarquables  des  résultats 
que  nous  avons  obtenus  dans  cet  article;  et  en  renversant  la  question 
qui  nous  -f  a  conduits ,  on  parviendrait  à  Fexprcssion  des  arcs  imagi- 
naires, qui.  répondent  à  des  sinus  ou  à  des  cosinus  imaginaires,  ou 
Sien  à  des  sinus  ou  à  des*  cosinus  réels  plus  grands  que  le  rayon  :  mais 
Aoas  renverrons  pour  ces.  détails,  au  Mémoire  d'Ekiler,  cité  dans  la 
Table.  \      ' 

• 
87.    Les  résultats    des   n***  79,  81,  83,  84   et  86,   prouvent  que 
toutes  les  fotkotions  eocpUcites ,    soit.  jalg.ébfitfues  ,   îogarithmùiues  ^   ex- 
ponentielles ou  circulaires  j  pavent  j    lorsqu'elles  sont  imaginaires  ^   se 
t*amenér  à  la  forme  A  zt  B  \/-— <  i  » 


(^  On  verra  dans  la  suite  que  Texistence  de  ces  sioiis  et  de  ces  cosinus  appar- 
tenant à  des  avcs  imaginaires,  tient  à  la  nature  de  Pbyperfeole  équilatère /  courbe  > 
dont^les  propriétés  ont  la  plus  grande  analogie  avec  celles  du  cercle* 


•  •  -  .  •  • 
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TRAITÉ 

DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL 

ET 

* 

DU  CALCUL  INTÉORAL. 

PREMIÈRE  PARTIE. 
DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 

CHAPITRE  PREMIER. 

Exposition  analytique  des  principes  du  Calcul  différentiel. 

il.  serait  fort   difficile  d^expliquer   clairement    la  nature   du   Calcul 
différentiel  à  ceux  qui  n'en    ont  jpas    les  premières  notions.   Ce  n'est 
pas  qu'on*  ne  puisse  définir  rigoureusement  ce  calcul  ;  mais  on  ne  sau- 
rait le  feûre  sans  emprunter  des  idées  qui  ne  se  rencontrent  point  dans 
les  circonstances  ordinaires  de  la  vie  y   ni  dans  les  parties  des  Matké- 
oiatiques  qui  sont  l'objet  des   études  précédentes.  Heureusement  rien 
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n'oblige  à  commencer  un  Traite  par  des  defiuîtîous,  qui,  comme  le 
disait  Pascal,  ne  consistent  que  .dans  Timposition  d*un  nom  aux  choses 
qu'on  a  clairement  désignées  en  termes  parfaitement  connus.  Nous  ex- 
poserons donc  d'abord  les  idées  préliminaires  qui  donnent  nabsance 
au  Calcul  différentiel;  et  par  là  nous  ferons  voir  sa  liaison  avec  le  dé- 
veloppement des  fonctions ,  dont  nous  nous  sommes  occupés  dans 
rintroduction. 

Des  change-      I.  L'Algèbre  proprement  dite,   a  pour  sujet  la  quantité  considérée  | 

mens qu'cprouTc  ^^  elle-même,   et  rapportée  à  un  état  de  erandeur  fixe  et  déterminé  : 

uncfooctionaejry  •  • 

loisqacxdcrienrles  rclatious  que  des  quantités  assujéties  à  des  conditions  données  doivent  | 

«-+-A-  avoir  entre  elles,  sont  l'objet  des  questions  qu'on  y  traite.  I 

Dans  la  partie  de  l'Analyse  qui  va  nous  occuper,  on  suppose,  au  con-  *l 

traire,  que  jia  quantité  passe  par  diflercns  états  de  grandeur;  et  on  con-<  *  ! 

sidère  les  changemens  qui  en  résultent  dans  ses  fonctions. 

Les  quantités  envisagées  comme  changeant  de  grandeur,  ou  pouvant 
en  changer,  sont  appelées  variables;  et  on  donne  le  nom  de  constantes 
à  celles  qui  conservât  toujours  la  ipème  valeur  dans  le  cours  du  cal- 
cul. On  voit,  d'après  cela,  que  c'est  la  nature  de  la  question  proposée 
qui  détermine  quelles  sont  les  quantités  qu'on  doit  regarder  comme 
variables  ou  comme  constantes. 

Si  une  quantité  variable  oc  reçoit  un  accroissement  représenté  par  A  ^ 
pour  trouver  ce  quje  deviennent  alors  les  fonctions  de  cette  quantité,  il 
faut  écrire  oc-^^h   au  lieu  de   x  dans  leur  expression  :  prenant  pour 

exemple  x^y  x^  et  -rr^  i  ^  viendra 

{x  +  hy  =  o^  -f.  2xh  +  A*, 

{x  +  hy  =  x^  -I-  5aV^+  3a:A**-h  AS 

g  (j?  +  A)       ax  4-  ah 

û*  +  (X  4-  A/         a*  4-  x*  +  axA  +  A^* 

Dans  le  cas  où  x  aurait  éprouvé  une  diminution  au  lieu  d'un  accrois- 
sèment,  il  faudrait  substituer  a:  — A  au  lieu  de^,  ou  donner  à  h  le 
signe—. 

2.  La  recherche  précédente  n'aura,  comme  on  voit,  auoine  diffi- 
culté, toutes  les  fois  qu'il  s'agira  d'une  fonction  dont  la  composition 
sera  connue ,  c'est-à-dîrc  d'une  fonction  explicite  :  elle  ne  p^alt  pas 
même  au   premier  coup-d'œil  devoir    conduire  à  des  résultats  bien 
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interessans  ;  mais  cependant  si  on  développe  dans  une  série  ^  ordonnée 
suivant  les  puissances  de  h,  l'expression  de  la  nouvelle  valeur  de  la 
fonction  proposée ^  elle  se  présente  alors  sous  une  forme  qui  mérite  une- 
attention  particulière.  On  pourrait  établir  tout  de  suite  cette  forme  sur 
des  considérations  générales  ;  m^s  dans  un  Ouvrage  dont  le  but  prin- 
cipal est  de  faire  connaître  Tesprit  et  l'enchaînement  des  méthodes  y  il 
vaut  mieux  saisir  d'abord  le  fil  de  l'indiiction  :  c'est  pourquoi  nous  trai- 
terons successivement ,  comme  il  vient  d'être  dit,  les  différens  genres  de 
fonctions  dont  nous  nous  sommes  occupés  dans  l'Introduction. 

i**.  Si  dans  la  fonction  x"  on  met  (or+A)  au  lieu  de  ^,  il  viendra 

U  faut  remarquer  que  ce  développement  a  pour  premier  terme  la  fonc- 
tion proposée    x*,  et  qu'il  donne  naissance  à  une  suite  de  fonctions 

2^-.,  fc^a:"-S  ''^""'^^"7^-^'^%  etc.,  qui  mulUpIient  les  diffé- 

renies  puissances  de  h.  Ces  fonctions  doivent  être  regardées  comme 
dérivées  de  la  fonction  proposée  par  la  transformation  qu'on  lui  a  fait 
subir;  et  leur  considération  est  absolument  indépendante  de  la  va- 
leur de  A. 

Toute  fonction  rationnelle  et  entière  de  x ,  qui  ne  peut  être  que 

de  la  forme  j4x^^  Bx  +  CoP^  4" conduit  à  un  résultat  sem- 
blable; car  en  substituant  j:  + A  à  ar,   on  trouve 

et  en  développant, 

)         »  \  A  ^     I .  a  >  A»  +  etc. 

La  partie  indépendante  de  A,  dans  cette  expression,  est  encore  la  fonc- 
tion proposée;  si  on  la  représente  par  n,  et  qu'on  désigne  par  py  7,  r,  çtc , 
les  coefficiens  des  puissances  successives  de  A,  il  viendra 

u  -\-ph  +  ^A*  -f-  rh^  +  etc. 
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On  ramènera  facilement  à  cette  forme,  le  résultat  que  donne  la  puifr^ 

^  û  r\ 

sauce  n  du  polyubme  Aûc  +  Sx  -f-  Cr'^-j- ,  lorsque  jrsecliangé 

*en  jr+A.  En  effet,  ce  polynôme 'étant  représenté  par  u,  il  devient  lui- 
même,  d'après  ce  qui  précède, 

1^  +/>A  H-  17/1*  +  r/i'  +  etc.  ;  , 

on  a  par  conséquent  à  développer  (u -^ph  -f- yZi*  +  rh^  +  etc.)",  sui- 
vant les  puissances  de  h;  mais  quelle  que  soit  /i,  les  formules  du  n°  19. 
de  V Introduction  conduiront  à  une  expression  de  la  forme 

w--f- PA+ ÇA* +iîA5 +etc., 
P,  Q,  Ry  etc.  étant  des  fonctions  de  x  indépendantes  de   h. 

La    fonction   rationnelle   et  fractionnaire  —  -^   "t 


peut  être  écrite  comme  il  suit  :    . 

(^'jc*+  JTx'^H-  eoP^V ) (^^''+  ^^V  Cx^+ )"*; 

mais  en  ffubstlluant  x+h  k  x^  ià  8econd  Êicteur  devient 

{u  +  ph-^  qh^  +  rh?  +  etc.)~" , 
et  son  développement  prend  la  forme 

w'  ^-  i>A  -j-  ÇA»  ^-  iJA^  +  etc.  j 
quant  au  premier,  on  le  représentera  dans  bob  nouvel  état,  par 

li  +p'h  H-  /A*  +  r'h?  H-  etc. ,  'z 

p'y  q' y  r'y  ^\c .  éXxxA  4e6  fonctions  analogues  à  celles  que  désignent  les 
lettres  py  y,  r^  etc.  :  la  fonction  proposée  deviendra  donc 

{li^p'h^q'h^-^-r'h?  +  etc.)  {uT'^Ph^  ÇA*  +  JÎA^  +  etc.). 

Si  on  fait  la  multiplication  indiquée,  on  trouvera 


liur'  +  u'    P  i  A  +  u'    Ç  )  À*  +  etc. 


u'    />  I  A  +  2*'    Ç  ^ 
Wp'  j       H-p'    P} 

mais  u'uT-^  est  la  même  chose  que  —  >  ou  la  fonction  proposée  ;  par 
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coBfië^eBt  le  résultat  qjolon  ^ient  d'obtenk  rentre  dans  la  forme  da 
précédeBt* 

2"".  Les  Bmeîitous  exponentielles^  logarithmique»  et  circulaires  con- 
duisent aussi  à  des  dé¥eloppeHien&  semblables^  lorsqu'on  y  chaqge  x 
en  jc  -f-  A. 

0*  devient  daas  ce  cas  a*"*"*  ==ûf  x«*;  or,  d après  la  formule  d» 
»•  22  de  X Introduction  y 

a*  =  I  H A  H-^^ — -  h"  H-  i — ~  h^  +  etc.  : 

1         *      i.a  *     i.a.3         * 

on  a  donc 

r(x)  se  change  en  r(a:H- A)  =  1^+ lY  i+- \,   et^  en  vertu   du 
ïi**  39  de  \ Introduction  j 

par  conséquent 

l'(a:  +  A)  =  ra:+i  A -^  A--Hgi,A3  -  etc. 

En  mettant  x-\rh  pour  x^  dans  sinx,  on  trouve  par  les  formules 
connues  , 

sin (a: -f-  A)  s=  sînjc cosA  +  coso:  sîn A; 

mais  {Introd.  39) 

cosA  =  I  —  —  H 5-7  —  etc. , 

i.a     '     1.2.3.4  • 

«n  A  =1  A  — çH g   .  g-""  etc.  : 

i.a.3^  i.a.3.4.5 

îl  suit  de  là  que 

sin  ('•3:+  h)  =  sin:r  +  ^^  A  —  ^^^  A* ^^^  A^  -J-  elc. 

^      *     -^  *       i  i.a  i.a.3        * 

Enfin  cos(x-+-A)  devient  cosjccosA  — sinxsinA;  ^t  en  mettant  pour 
cosÂ  et  sin  A  leur  valeur  eu  série,,  on  aura 

cos  (x-H  A)  ==  coso: —  A A*H g  A^  -f-  etc. 

"  L'analogie  doit  nous  porter  à  conclure  de  ce  qui  précède,  que  si  u 
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représente  une  fonction  quelconque  de  or  ^  et  qu'on  écrive  dans  cette 
fonction  x-^h  au  lieu  de  Xy  son  développement  doit  prendre  la 
forme  u  +  Ph  4-  Qh*  +  Rh^  +  etc.  :  on  verra  dans  laf  suite  que  cette 
proposition  est  effectivement  générale.  Nous  laisserons  donc  de  côté  tout 
ce  qui  regarde  la  valeur  absolue  du  changement  qu'éprouve  la  fonction 
primitive  Uy  en  vertu  de  l'accroissement  de  la  variable  a:  dont  elle  dé- 
pend, pour  ne  nous  occuper  que  des  fonctions  JP,  Ç,  iî,  etc.,  qu'elle 
engendre  lorsqu'on  la  développe  dans  son  nouvel  état. 

3.  Nous  allons  d'abord  chercher  à  déterminer  les  relations  que  les 
fonctions  Py  Qy  Ry  etc.  ont  avec  la  proposée;  et  pour  y  parvenir  plus 
facilement,  nous  commencerons  par  considérer  un  cas  particulier,  celui 
de  la  fonction  a:",  qui,  lorsque  x  devient  x-f-A,  donne     . 

(^  +  A)-  =  ^  +  ^  /»  4--^;^  h'  +  »_(«-. )(a-a):r^-»  ^3  _^  ^^^     , 

Si  on  examine  avec  attention  les  coefficîens  des  afférentes  puissances 
de  A,  en  £dsant  abstraction  de  leur  dénominateur,  on  verra  bientôt 
qu'il  est  facile  de  les  déduire  tous  de  x"  par  une  suite  d'opérations  sem-^ 
blables.  En  effet  le  coefficient  de  A,  dans  le  développement  de  (xH-/0'i 
étant  /2a:"r:> ,  le  même  coefficient  dans  celui  de 

n(x-{-hy-'  j  (  n(/i— 1)0:— 

n  (/i—i)  (X+/0-'  (   3^^^  )  n  (n^i)  (n—2)x^-^ 
n(/z— i)  (n— 2)  (a:-|-A)«-3  (  J  »(/i— i)(/i— a)(/i— 3)jc«r^      . 

etc.  ;  (  etc. 

Il  suit  donc  de  la  qu'on  trouvera  chacune  des  fonctions 

x^y     Tuxf^y    n(n — i)x*""',     n(n — i)(/i^— 2)jc""',    etc. 

•(excepté  la  première,  qui  est  la  fonction  proposée),  en  substituant 
x  +  h  diX  dans  celle  qui  la  précède,  et  en  prenant  le  coefficient  qui 
multiplie  la  première  puissance  de  h  dans  le  développement  qui  naîtra 
de  cette  substitution. 

La  fonction  Âx  +  Bx  +  Cx*"  -f- devenant 

J{x  +  hf^B{x^hf^C{x+hf^ , 

on  pourra  appliquer  au  développement  des  différens  termes  qui  la  com«* 
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ppaetit ,  la  rctjtnarqqe  qui  vient  d'être  faite  sur  celui  de  (jc-j-  *)■,  et  pftr 
cpnséqueiit  chacune  des  fonctions 

^Bx^^y  +i8Jffx^-V>  +/3(/3— i)5ar^""V>  +/3(/3— 1)(/3— ^)5/~'^,  etc. 

8€  tirera  de  celle  qui  la  précède^  en  y  changeant  jc  en  x  +  A,  et 
en  prenant  le  coefficient  de  la  première  puissance  de  h  dans  le  déve- 
loppement du  résultat;  mais  en  les  divisant  respectivement  par  i  ^  1.3^ 
1.2.3^  etc.^  à  partir  de  la  seconde^  on  aies  coefficiensdes  puissances 

de  A  dans  ^(ar+A)*-|-jS(a:+A/-+-C(a:4-A)''-+ :  ces  coefficient 

dériveront  donc  encore  les  uns  des  autres,  de  la  même  manière  dans 
le  cas  actuel  que  dans  le  cas  précédent. 

Il  est  aisé  de  voir  que  la  même  chose  doit  avoir  lieu  pour  toutes  les 
fonctions  e:xplicites  de  celles  qui  ont  été  considérées  dans  Tlntroduc^ 

efc  iS  n/ 

tion,  et  qui  peuvent  être  mises  sous  la  forme  Âx  '{-Bx  4-^^  +^c., 
en  les  développant  en  série;  mais  comnte  il  en  résulte  de  nouvelles^ 
séries  pour  les  coeffieîens  des  puissances  de  A,  lors  même  quils  peuvent 
être  exprimés  par  un  nombre  limité  de  termes  y  je  ne  m'arrêterai  à  cette 
preuve  particulière,  que  pour  fiure  observer  dès  à  présent^  qu'il  y  a  du 
moins  une  multitude  de  fonctions  qui  jouissent  de  la  propriété  énoncée 
ci-dessus,  à  Fégard  de  la  fonction  a:",  et  que  par  conséquent  il  peut 
n'être  pas  sans  intérêt  pour  l'Analyse,  de  considérer  plus  particulièrement 
les  nouvelles  fonctions  ;;,  y,  r,  ^,  etc.,  engendrées  par  le  développement 
du  second  état  que  prend  la  fonction  Uy  lorsque  la  variable  dont  elle  dé- 
pend reçoit  un  accroissement.  En  effet,  pour  peu  qu'on  ait  réfléchi  sut 
les  procédés  analytiques,  bn  a  du  remarquer  que  chaque  opération  intro«* 
duite  dans  le  calctd,  fait  naître  des  relations  qui  lui  sont  propres ,  et 
qui  conduisent  à  de  nouvelles  propriétés  de  la  grandeur. 

4.  On  remarque  d'abord,  que  lorsque,  par  la  substitution  de  x-f-A    DeUdifferen- 
au  lieu  de  x,  la  fbncUon  u  s'est  changée  en  lt'"'c$iî.r 

d^ime  seule  Tt^  ' 

îi  +  Z^A+yA^-f-M^  +  etc.,,  •  xMk, 

elle  a  reçu  un  accroissement  représenté  par  la  série 

ph  -f-  yé*  H*  rh^  H-  etc.  , 
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et  que  par  conséquent  n  on  désigne  pw  t/  le  second 'état  de  C^tte  ferM« 

tîon^  la  différence  de  ses  deux  états  ^  qu'on  appelle  M  différence ,  Mra 

u'^^u  =^A  -f- yi*  -j-  rA^  +  etc. ; 
divisant  les  deux  memlnres  de  cette  équation  par  A^  il  Tiendra 


u— u 


=  ;?  +  yA  -|-  rA*  -f-  etc. , 


expression  qui  montre  que  le  rapport  de  l'accroissement  de  la  fonction 
à  celui  de  la  yariable^  est  susceptible  d'une  limite  exprimée  par  le  coef-* 
ficient  p  (Int.  12):  on  arriverait  donc  immédiatemeitt'à  ce  coefficient 
par  la  considération  des  limites.  C'est  aussi  le  moyen  qu'ont  employé  plu- 
sieurs Analystes ,  d'après  l'indication  qui  en  à  été  donnée  d'abord  par 
d'Alembert,  et  j'en  ai  fait  usage  dans  mon  Traité  élémentaire  du  Calcul 
différentiel  et  du  Calcul  intégral;  mais  ici  je  n'envisagerai  la  fonction  p 
que  comme  le  coefficient  de  la  première  puissance  de  h,  dans  le  déve- 
loppement de  la  différence ,  ordonnée  par  rapport  à  cet  accroissement. 

Le  premier  t^*me^  où  se  trouve  ce  coefficient,  nfétant  qu'une  portion 
*  de  la  différence,  on  lappelle  différentielle}  et  on  le  représente  pir  diP, 
1»  lettre  d  étant  une  caractérisrtique  et  non  pas  xm«  coe£Eicîent  de  u. 

Ayant  posé  du=Lphy  on  en  conclut  /?  =  -pj  mais  pour  feire  de fex- 

pression-r^  un  type  général  qui  montre  toujours  qudyCe  est  k  variable 

à  laquelle  se  rapporte  la  fonction  u^  3  convient  de  substituer  à  la  lettre  h 
un  symbole  qui  rappelle  cette  variable ,  et  comme  l'accroissement  qu'elle 
reçoit ,  étant  indépendant  de  tout  autre ,  n'a  pour  développement  qu'un 
seul  terme  A,  il  doit  être  considéré  comme  la  différentielle  de  x:  on  peut 
donc  représenter  k  par  dr,  et  écrire  en  conséquence 

àuzs::pàxy         d'où         ptn  ^. 

Si  Ton  considérait  une  fonction  z' dépendante  de  la  variable^,  le  coef- 
ficient du  premier  terme  de  la  différence  de  z^  se  désignerait  par  ^. 

Il  suit  de  ces  conventions  que  pour  trouver  la  différentielle  dunefonc^ 
tion  quelconque  de  x;,  il  faut ,  dans  F  expression  de  cette  fonction  ^  écrire 
x-f-rfx  au.  lieu  de  Xj^  développer  le  résultat  y  en  «e  bornant  oMx  termesiaj^o 
tés  de  la  première  puissance  de  dx/  et  retrancher  ensuite  la  fonction 
vroposée.  ■  .    »    •    . 
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Le  coefficient  p^on  t-,  étant  le  multiplicateur  de  la  différentielle  Axyje 

lappelleraL  coefficient  différentiel  de  la  fonction  Ui  et  il  s'obtiendra  tou* 
jours  en  dii^isanf  la  différentielle  de  la  fonction  ui  par  celle  de  la  va-^ 
riable  x,  • 

Pour  éclaircir  ces  règles^  il  suffira  de  les  appliquer  à  la  fbndtion 
u^zaf.  En  y  écrivant  x-^àx y  au  lieu  de  Xy  elle  deviendra  {Int.  16) 

«/=  (a:-|-dr)"=:x"-}-7Mc'""'da:+elc. 

d'où  retranchant  la  fonction  primitive  ^y  on  en  tirera 

dtt  =;:  d  (a;")  =  /«;■""' do:; 

et  le"  coefficient  différentiel  sera 

au  ,_. 

5.  Apres  avoir  expliqué  ce  que  Ton  entend  par  la  différentielle  et 
par  le  coefficient  ^fférentiel  y  la  dénomination  du  Calcul  différentiel 
indique  assez  qu^il  %  pour  but  la  recherche  de  ces  fonctions  ;  et  comme 
celles-ci  sont  liées  intimement  avec  la  fonction  primitive  y  on  sent  qu'il 
doit  exister  une  opération  inverse  pour  remontera  cette  dernière,  par 
la  connaissance  de  sa  différentielle  ou  de  son  coefficient  différentiel  : 
tel  est  l'objet  du  Calcul  intégral.  Ces  définitions  s'éclairciront  et  s'é- 
tendront à  mesure  que  nous  avancerons;  car  dans  cette  partie  de  TA- 
nalyse,  comme  dans  toutes  les  autres,  ce  n'est  qu'après  l'avoir  parcou-» 
me  en  entier  qu'on  a  une  idée  parfaitement  claire  de  ses  propriétés.  Je 
vais  exposer  maintenant  des  règles  pour  différentier  les  fonctions  dont 
lexpression  est  connue. 

6.  La  formule  à^af")  =  na5"-*da:,  fiût  voir  que  ;?02£r  différentier  une 
puissance  quelconque  d'une  quantité  variable  j  il  faut  la  multiplier  par  son 
exposant,  diminuer  ensuite  cet  exposant  d'une  unité,  et  multiplier  le 
résultat  par  la  différentielle  de  la,  variable. 

La  dUElérentieUe  de  -^o;*  +  jRr  -+•  Cx*'+ ae  trouvera  en  pre-. 

nsQt  aéparémeiit  celle  de  chacun  des  termes  qui  composent  cette  fonc«: 
tîon;  et  on  aura  pour  résultait 

aJx^:^'  àx  +  ^5jc^""'  dx  +yCx'^'^'  dx  +  ctc. 
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7.  Si  on  a  plusieurs  fonctions  de  x  jointes  ensemUe  par  addition  on 
par  soustraction^  comme  les  suivantes  u-f-(^«— tv^  la  différentielle  de 
Texpression  totale  sera  diz  +  di' — dw;  c'est-à-dire  qu'on  l'obtiendra 
en  prenant  la  différentielle  de  chaque  terme  ^  avec  le  signe  dont  ce  terme 
est  affecté.  En  effet,  d'après  ce  qu'on  a  vu  jusqu'à  présent,  la  substi- 
tutidh  de  x^à.x  au  lieu  de  x  doit  changer 

u  +  pàiX  +  etc. 

p  -f-  qdiX  -4-  etc. 

w  -f-  ''do:  -f-  ctc-  ; 

et  par  conséquent 

u^9 — fv    deviendra   M*f-p— tv+Z^^^+^da:— «rdx  -{-etc.; 

d'où,  en  retranchant  la  fonction  proposée,  on  tirera /^dr-j-^dx—rdor-f-elc.  ;  j 

mais  /?dr,  qàxy  ràx   sont  les  différentielles  propres  de  chacune   des  | 

fonctions  1^,  »^  et  Tv:  la  règle  ci-dessus  est  donc/démontrée. 

8.  Quoiqu'il  soit  presqu  évident  que  deux  fonctions  égales  doivent  | 

avoir  des  différentielles  égales ,  je  crois  cependant  à  propos  d'entrer^ 
dans  quelques  détails  à  cet  égard ,  afin  qu'il  ne  reste  aucun  doute  sur 
un  principe  qui   reviendra  souvent  dans  la  suite. 

Lorsque  deux  fonctions  sont  égales  entre  elles,  quelle  que  soit  la  va- 
leur de  la  variable  dont  elles. dépendent,  il  faut  que  leurs  développe--, 
mens ,  ordonnés  par  rapport  aux  puissances  de  cette  variable  ou  de  son . 
accroissement,  soient  identiques,  afin  qu'en  les  égalant  il  n'en  résulte 
aucune  équation  qui  puisse  déterminer  l'une   ou  l'autre  des   quantités  # 

dont  on  vient  de  parler;  par  conséquent  si  on  a  k  =  ('y  il  faut  qu'en 
substituant  a: -f- dx  à  Xy  et   en   développant,   on  ait  M-f*-/?da:-|-  etc.  i 

r=  f^  +  y dx  +  etc. ,   quel   que  soit   àx  :  donc  ^dr  ==  ydr,   c'est-à-dire 
dz/=dp.  I 

L'inverse  de  cette  proposition  n^est  pas  généralement  vraie ,  et  on 
aurait  tort  d'affirmer  .que  deux  différentielles  égales  appartiennent  à 
des  fonctions  égales.  En  eflbt,  si  on  avait  â-|-^^,  en  substituant 
jt'+'da:,  on  obtiendrait  a-f-^Jr-f-^dx,  et  en  retranchant  a  +  Ajc,  on 
trouverait  hà.Xy  résultat  dans  lequel  il  ne  reste  aucune  trace  de  la- 
constante  n.  La  différentielle  hà.x  appartient  donc  également  à  ar{4fX' 
ou  à  hxj  et  elle  convient  en  général  aux  différens  cas  que  présente  la 
fonction  â-f-àjc,  lorsqu'on  donné  à  a  toutes  les  valeurs  possibles.   On 
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Toît  aisément  par  Ik  que  dans  la  différentiation  d  une  fonction  quelconque  ^ 
toutes  les  constantes  .combinées  seulement  par  Toie  d'addition  ou  de 
soustraction  disparaissent  :  à  l'ëgsurd  de  celles  qui  le  sont  par  la  mul-* 
tipEcation  ou  par  la  division^  elles  restent  toujours  comme  coefficiéns 
ou  comme  diviseurs. 

9.  Passons  maintenant  au  produit  des  deux  fonctions  zi  et  p  :  puisque 
u  se  change  en  u^pdx  'i^etc.,  et  u  enu^çdjc  +  eXc.,  le  produit 
HP  deviendra 

up  •+•  uéfdx  -f-  etc- 

soustrayant  la  fonction  primitive  w^  y  il  reste  pour  la  différentielle 
aqdx-i^ifpdx;  mais  qdx  eipdx  sont  équivalens  à  dp  et  à  dû:  donc 
d.iétfzszudu  -f*  pdu. 

Il  ùaxt  Élire  attention  ici  au  point  placé  après  le  d;  il  est  mis  pour 
empêcher  qu'on  ne  confonde  d.uuy  qui  est  synonyme  de  dÇup)^  avec 
dui^^  quon  pourrait  prendre  pour  la  différentielle  du  multipliée  par  p. 
Dans  tous  les  autres  cas^  le*  point  marque  de  même  que  la  caractéris- 
tique d  s^étend  à  tout  ce  qui  le  suit 

Je  n'ai  pris  que  les  deux  premiers  termes  des  développemens  de  n 
et  de  p^  parce  que  les  suivans  ne  contenant  que  des  puissances  de  d^ 
supérieures  à  la  première  ^  -en  auraient  donné  de  semblables  dans  le 
produit 9  et  qu'on  ne  saurait  les  admettre  dans  la  différentielle^  d'après  sa 
définition.  Il  est  à  propos  de  bien  saisir  cette  remarqué;  car  dans  ^out  ce 
qui  ya  suivre  nous  n'aurons  égard ^  par  la  même  raison^  qu'aux  deux 
termes  u^^-pdx. 

La  formule  d.up=:udp  ^pdu^  nous  apprend  que  pour  avoir  la 
différentielle  du  produit  de  deux  fonctions  ^  il  faut  multiplier,  chacune 
belles  par  la  différentielle  de  Foutre^  et  ajouter  ensemble  les  deux  /^e* 
^ultats^  . 

Si  on  divise  les  deux  membres  de  l'équation  d.upz=:.udP'j'  pdu  par 

la  fonction  primitive  up,  on  trouvera  -^  =5  Jf  ^-  -ï^    ce  qui    nous 

conduira  facilement  à  l'expression  de  la  différentielle  d'un  produit  com- 
posé d'autant  de  facteurs  qu'on  voudra.  Pour  cela^  supposons  que 
4'z=ts,  a  viendra 

p  '^   4s  i  ^  J  ^ 
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et  par  conaéquent 

en  trouvera  de  la  même  manière  ^  que 

à.utsr....etc^_àu^       d^       àr         ^^ 
utsr....et€.        If    "^  f    *    f    "^    r     * 

Cette  règle  donne  îmmëdîatement  la  différentielle  de  x*^  lorsque  rex** 
posant  n  est  entier;   car  on  a 

d,a^       d.xxxx.»..       éx  ,   àx  ,   àx   .    àx    , 

==—+  —  -+-  —H-  —  + 


a?"  xxxx,...        X    '    X         X    *    X 


h  nombre  des  acteurs  di/ premier  membre  étant  n,  le  second  sera 
composé  d'un  pareil  nombre  de  termes  tous  égaux  ^  ^t  il  se  réduira 

/  ^  ,  nàx  j        d.x*        ndx        ^  «         '     ^«  ^ 

par  conséquent  a  - —  ;  on  aura  donc  •—*  ss  •-«-  ^  et  1  on  en  tirera  ra- 

cilement  d.a:";=/2a:"""'dx. 

Si  on  fait  évanouir  les  dénominateurs  dans  Téquation 

d.uts du  j^ d*  j^  ds 

on  trouvera  à.uts=itsàu+u$At+utàs^  et  on  verra  aisément  par  là^  que 
quel  que  soit  le  nombre  des  facteurs  j  la  différentielle  de  leur  produit 
sera  égale  à  la  somme  des  produits  de  la  différentielle  de  chacun  et  eux  ^ 
multipliée  par  tous  les  autres. 

10.  Soit  la  fraction-;  en  faisant  -ss^^  il  vient  u=s  p/^  et  d'après  ce 
qui  précède^  àu=:vàt^tAi^  :  prenant  la  valeur  de  àt,  et  substituant 
au  lieu   de  t.  la  fraction  -,  on  aura 

^       du_«d^ 

) 
résultat  qu'on  peut  écrire  comme  il  suit  f 

Sa  traduction  nous  apprend  que  pour  trower  la  différentielle  d^une 
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fraction,  il  faut  mukipUer  le  déntmànateur  pat  U  dij^mtielle  du  Tzk*- 
mérateurj  reiraricher  de  ce  produit  celui  du  numérateur  parla  différentielle 
du  dénominateur  j  et  diviser  le  tout  par  le  ^uarrédu  dénominateur. 

Soit  en  général  nne  fraction  yjjV  dont  le  numérateur  et  le  dé- 
nominateur renferment  chacun  autant  de  facteurs  qu'on  voudra;  si  on 
k  représente  par  F",  on  aura  yjy^/'  '  '  '  ===:  f^,  et  en  faisant  disparaître 

le  dénominateur,  on  tfouvera  rstu.  « .  •  ses  Vjfs'iii ^  • .  •  ;  mais  en  yertu 
du  n'  précédent^  on  a 

d.ryfa....  dr  j^dj  ^^  d^  ,  \iltf   ,  ^ 

d.r/5Yu\..._dr    :    d/        d/        dt'       du'    , 

~py77S777.  —  "F" ."^7  ^T^T ^H  -r ^ •  - •  î 
donc  » 

et  par  conséquent 

Il  sera  facile  maintenant  de  tirer  de  ce  résultat  la  différentielle  de 
la  fraction  proposée^. 

II.  Les  règles  énoncées  d^s  les  n'^'ô^  7^  g,  10^  suffisent  pour  trour 
ver  la  différentielle  d'une  fonction  algébrique  quelconque  ;  et  pour  les 
ienclialaer  dans  un'  ordre  convenable,  il  faut  wendre  l'inVeiise  de  c^ 
lui  qu'on  devrait  suivre  pour  mettre  en  nombrei'expression  proposée, 
c  est-à-dire  que  Pon  commencera  la  différentiation  par  la  dernière  des 
opérations  numériques  indiquées  dans  cette  expression^ 

.  A  ce  qui  précède ,  il  faut  -encore  ajouter  le  procédé  pour  dîfférentîer 
nne  fonction  u  qui  n'est  pas  exprimée  immédiatement  par  la  variable  x 
dont  elle  dépend,  mais  par  une  autre  variable  ;»^  qui  ell^jaaêâl^  est  une 
fonction  donnée  de  a:. 

Supposons  que  lorsque  x  se  cbange  en  x-^hy  la  fonction  ;5  de- 
yienne 

^  -f-  M  H*  9'**  +  ^t^-  9  .  '  ; 
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et  que  u,  quand  z  se  change  en  z+Ar^  deyienne  lui-mémé 

u  -i-p'k  4-  g'k^y^  etc. , 

fen  mettant  au  lieu  de  k  la  série  /?A  +  ^A* -|"  etc.  ,  qui  représente  Tac-^. 
croissement  de  z,  le  développement  du  second  état  de  u  prendra  la 
forme 

u  ^pp^h  H-  (p'q  4-  //>•)**  +  ®*^*  r 

mais  d'après  la  définition  du  n""  4>  PP^  sera  le  coe*fficient  différentiel  de  u^ 
regardé  conune  fonction  de  ^>  o^  t:>  tandis  que  p'  est  celui  de  u^^ 

.  regardé  comme  fonction  de  z  ^  ou  ^  ^  et  que  p  est  ^  :  on  aura  doncf 

dtt  du  d*  ^ 

dr  *""  dz  dx^ 

et  par  ce  moyen  ^  si  Ton  sait  différentier  l'expression  de  li  en  z,  et  celle 
de  js  en  or  ^  on  obtiendra  la  différentielle  de  u  exprimée  immédiatement 
en  X*  • 

Comme  il  est  nécessaire  de  se  familiariser  avec  Tapplrcation  de  ce^ 
règles^  j.e  vais  placer  ici  quelques  exemples  sur  lesquels  le  lecteur 
pourra  s'exercer- 

13.  Soit  i**.  «=  a  -!•  b\/x  —  -  ;   on   prend  séparément  la  dif-^ 

oc  '  I 

férentielle  de  chaque  terme  de  cette  fonction  (7)  :  le  premier  dispa-; 
ralt  parce  qu'il  est  constant  (8);  le  second*étant  mis  sous  la  forme  bx^i 
donne  ^  par  l'application  de  la  règle  du  n""  6^  \bx^       dr  ^  ou  — y:=i 

2yX 

le  troisième^  —  -  est  la  même  chose  que  —  cx""*,  et  par  conséquent 

on   en  tire  — ex— Jc"*"-'dr,  ou  cx^^dx^  ou  enfin  — .  .  Réunissant 

les  résultats  partiels^  on  trouvera  da=  ( — 7=  4-  ^  ;  dr,    et  le  coeffi-^ 

Nil  yx        x^/ 

cient  différentiel  -^  ac  —7=  H — =. 
a*.  M  =:  tf  4-  -3—-  —  — j^—  H-  ~  j  en  écrivant  cette  fonction  comme 

il  suit:   uzsiu^bx    ^— -c^        ^-f-ea:"*%    l'application  de   la  pre- 
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HÛère  règle  donnera 

En  réduisant  les  coeflSciens  nume'riques ,  et  en  faisant  flisser  au  dé- 
nominateur les  termes  affectés  d'exposans  négatifs ,   il  viendra 

A    — \,^®  Mx    ,    4  cdx         ardr 

et  eu  remplaçant  les  exposans  iractîonnaires  par  des  radicaux," 

au  —  3 -f-         g—  ~  — ^. 

Ces  exemples  ne  comprenant  que  des  monômes ,  chacun  de  leurs 
termes  pouvait  recevoir  immédiatement  l'application  des  règles  établies 
ci-dessus;  lorsque  cette  circonstance  n'a  pas  lieu,  on  transforme  la 
fonction  proposée  de  manière  qu'elle  ne  présente  que  des  monômes 
à  différentier. 

5*.  «  =  (tf+io:")":  on  fera  a+ia:"=i=z;  la  fonction  proposée  se 
changera  en  a",  dont  la  différentielle  est  nj5""'*dz;  mais  en  différen- 
tiant  aussi  airf-ij:"  =  a,  on  aura  (ii)  /»*a:r"""'da:=d3;  mettant  pour  s 
et  dz  leur  valeur  en  j:  et  da?,  il  viendra 

du  zzznmbaf"'^  (a-|-ia:")"""'dar. 

4^  K=  \/a  +  bx  +  ox""  :  on  fera  ^4-Ax  +  ca:*=z;  il  en  résultera 
idr+3cxda:=:  As  et  \/a  ^h-bx  +  cjc*  =  v/5;    mais   dV«s=-— =  ; 

donc  dtt=  ,*da:  +  flcxda:^. 

5'.  u  =j/^£a  ""  "iTÏ  +  V(c*--^)*J  :   on  fer* 
ce  (joi  donnerr  pour  la  foncdon  proposée , 

I.  30 
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mais 


de  plus 

en  substituant  ces  valeurs  aingi  que  celles  de  ^  et  de  a,  QU  trpure 


du  =3 4 


e».   uz=x(a*-^x*)  Va*  —  .a?*  :  en  appliquant  à  cet  exemple  la  règle 
du  n*  9,  on  trouve 

puis  eu  effectuant  les  différenliations  indiquées  , 

au  =  dxCa^-h X*)  Va'—x^' ■+■  aar'dx  v^a»— i»-^  a»dap(d»-M^  ^ 
et  en  réduisant^ 

7*.  M=  ^  J^.  71^.^  :  Ja  règle  donpe'e  (lo)  pour  cLifferentier  les,  frac- 
tions ^  conduit  sur-le-champ  à 

,     (g^  4-  a*x^  +  j4)  d  (q*  —  xQ  —  (g^ — j:>)  d^(Q<  +  <i*j:%-f  x^ )  ^ 

d^où  on  tire 

1    -^  2.r  (gg^  4-  flQ*j:^  —  x^  j  dor 

* 

On  peut  conclure  de  ce  qui  précède^  que  toutes  les  différentielles 
d'une  fonction  algébrique  ^ont  ellea-mémea  des  fonctions  algâirique^;* 
car  pour  y  parvenir  il  ne  faut  exécuter  qu'un  nombre  limité  d'opé- 
rations algébriques. 
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i3.  il^rès  les  fouclions  algébriques  viennent  les  fonctions  transcen- 
dantes; nous  ne  ppus  occuperons  ici  que  de  celles  qui  ont  été  traitées 
dans  rintroduction,  et  nous  commencerons  par  les  fonctions  logarith- 
miques, parce  qu'elles  donnent  des  facilités  pour  difierentier  les  fonc- 
tions exponentielles. 

Soit  i**.    u=1jc }  en  substituant  a:-f-dx  à   a:,  on  trouve 
l(x+dr)=l^H.l(i  +  ^)=la:+J»/{^— etc.}(/;ï^ra^.,  34.  )r 


on  aora  donc  l(x^àx)  —  lx=?Af?  ^-^  etc. }  ,   et  par    conséqi^ent 
d.lx= :    c'est-à-4*^  que  la  différentielle  du  logarithme  est  égale 

au  produit  du  module- par  la  différentielle  de  la  quantité ,  dii^isé  par  la 
Ipjuurîité  mime. 

Dans  le  cas  des  logarithmes  népériens  dont  le  module  est  i ,  on  a 

1  1/     dx    '  •  - 

Désormais ,  lorsque  nous  emploierons  les  logarithmes ,  ce  sera  tou«* 
jours  ceux  du  système  népérien ,  à  moins  que  nous  n'avertissions  ex-* 
presâément  du  contraire  ;  c'est  pourquoi  nous  omettrons  l'accent  affecté 
à  la  caractéristique  1,  et  lorsque  nous  prendrons  la  différentielle  d'uji, 
logarithme ,  nous  diviserons  simplement  la  différentielle  de  la  quantité 
à  laquelle  il  appartient,  par  cette  quantité  même.  Il  est  bon  d  être  pré^ 
venu  que. la  différentielle  du  logarithme  d'une  quantité  s'appelle  aussi 
la  différentielle  logarithmique  de  cette  quantité. 

a*.  as=l(— T  ^       );  on  fera -7^       =g»  €<  on  aui;a  da=:— :n;iaî$ 


àx\/i^  +  oc^' 


a^Ax 


dcss:  -- —  — 


"•  +  -*      ,  .      <af  +  a.)i'.  .       .      .^ 

5*.  u=:l{(o+x)*(d'H-jr)"'(<^+J?)"*}^n|aiira,  par  la  nature  des 
logarithmes,  «s=nl(fl-f-j:)-4-«'l(-4'+a:)  +  «  l(o'-f-x),  et  on  tirera 
de  1*   ,  ......  .       .  ^  .    , 

,    nàx     ^^  n'dr  j^  n'étc 


'  a  4-'«  ^^  a'rj-x  ^-«"^a* 


/" 
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Si  on  réduit  ces  fractions  au  même  dénominateur^  on  trouTen 

expression  qui  est  de  la  forme  i,  a'^J^J^x  4-  cr}^^  — ^^  "^^  ^^ 
—a'  étant  les  racines  de   l'équation  x^4--/^'x*+^jc-|-C=o. 

On  voit  aisément  que  si  on  avait  pris  un  plus  grand  nombre  de 
iacteurs^  on  serait  encore  tombé  sur  une  expression  analogue  à  la  pré- 
cédente^ mais  d'un  degré  plus  élevé;  ensorte  que  toute  fonction  du  genre 
de  la  proposée  a  pour  coefficient  différentiel  une  fraction  rationnelle. 

Si  les  quantités  a  y  ci  et  J  étaient  égales  entre  elles ,  on  aurait  alors 

w=l(a+^)"-^"'-^-%  et  il  en. résulterait  dz^=  ^'''^'^+1^^'' .  Ces  re^ 

marques  serviront^  dans  la  suite ^  à  éclaircir  un  point  imponant  da 
Calcul  intégral. 

4M.=l[^^^±^-S|:6nfera^^^^=4'    ce    quJ 
\yx+x—y\—x)  Vi+^ — yï — ^  =  «j 

donnera 


mais  on  a 
d'où  on  tire 

dy        d*  _     — 'gdx  ^dx        ^_^  —  (  j'*  +  **)dx 

et  en  observant  que  r*-l-a*=4     , 

^     -^     '  ^    on  trouvera 


=  4    1 


j  dr 


Cet  exemple  est  remarquable  par  les  réductions  qu'éprouve  la  dif- 
férentielle^ et  sa  simplicité^  eu  égard  à  la  fonction  dont  elle  défive  : 
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il  sera  facile  maintenant  d'effectuer  les  calculs  des  suiyaus  ^  dont  nous 
ne  donnerons  ici  que  les  résultats. 


dx 


5-.  tt  =  l{x  +  \/i+<};     di/=:pp==. 


dx 


8"*.  Si  on.  avait  i^=:(Ia:)"^  en  faisant  1^  =  js  ^  on  trouverait 
(1j:)"  =  z",  et  à  cause  de  d,;5"  =  7ïz"~'d3,  il  viendrait 

tf.  Soit  enfin  i^ssLIor;  c'est-à-dire  le  logarithme  du  logarithme 
de  X  :  posant  comme  ci-dessus  lar  =  2^  on  aura  d'abord  uz=lzy   et 

dz 
par  conséquent  di<  =  — ;  puis  mettant  au  lieu  de  ;s  et  de  ds^  leur  va- 
leur en  or  et  dr  .   on  trouvera  du  =  — ^. 

'  XlX 

^Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  ces  calculs^  et  nous  passerons 
maintenant  aux  fonctions  exponentielles. 

14.  Soit  I*.  i/  =  a':  en  prenant  le  logarithme  de  chaque  membre^ 
on  aura  lz«  =  a:la^  et  par  conséquent  —  =  djcl^i  ,  d'où  on  tirera 
àuz=zud3cla^  ou  ,  en  mettant  au  lieu  de  u  sa  valeur^  d.o'so'darléi;  et 
le  coefficient  différentiel  -A —  sera  a*la. 

On  peut  arrivée  immédiatement  à  ce  résultat  sans  avoir  recours  aux 
logarithmes  ,  en  faisant  usage  du  développement  de  la  fonction  a*,  donné 
dans  l'Introduction  (  aa  ).  En  effet,  on  a  a'"*"*'  =  a'.fl^';  mais  par 
l'article  cité,  a^'  =  i+(là)ijc  +  etc.  :  donc  a'+'''=:a'  +  a»(lfl)dr  , 
ce  qui  donne  o*"**^' — a'  =  a'dxlfl-|-etc.  et  à.a'^zà'dxla. 

2*,    uzrzzii^y  z  et  jr  étant  deux   fonctions  quelconques  de  x;  si  on 

prend  le  logarithme  de  chaque  membre,  on  aura  luç^jlz}  en  diffé- 

rentiant ,  il  viendra 

du  àz   .    -M   • 

on  bien 


d»  =  «  (^  4-  dyl») , 


%'' 
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et.  en-  niettamt  potir  ù  sa  "pâleur  ^ 

/ydz 


d.zy^z^(^^+djizy 


On  pourrait  parvenir  à  cette  différentielle  sans  employer  les  loga- 
rithmes ,  en  écrivant  : 

u  -f-  pdx  ^  (  u 

y  +  qàiX  >  au  lieu  de  <  ^ 

z  -f-  ràiX  )  K  z. 

11  viendrait  aloi's  M+^dj:=  (z+^^)^^'*'>  ^^^  observant  de  s'arrêtet 
dans  le  développement  du  second  membre  aux  termes  affectés  de  la 
première  puissance  de  djc;  mais  on  trouvera  d*abord^  par  la  formule 
4u  binôme,  - 

zJ-^^'  4-  (j4.<7djc)zy*"7'**-vdx  +  etc. ,   * 

résultat  auquel  on  peut  donner  la  forme  suivante  : 

zy{a'^'+ (jr  H-9d«r)3^**'->dar  +  etc.}; 
or  ' 

^^*=       i+(lz)7dj:  +  etc.     1 

z^'^'-^cs^s- [i+(lz)^dx  4-  etc.]    (    ^  ^         ^ 

Substituant  ces  valeurs  et  rejetant  tous  les  termes  affectés  des  puissances 
de  d^  supérieures  a  la  première^  comme  ne  devant  pas  entrer  dans 
la  différentielle,  on  trouvera 

M-f-/?dx=  js^ /i +yda:lz4-7' - — Y 

Si  on  retranche  de  part  et  d'autre  z^  ou  u^  il  viendra 

pda:z=:zy  Çqdxlz^^  rdxj  ; 

c'est-à-dire,   du=: z?^Çdjrlz-{^^dz\ ,  comme  ci-dessus. 

5*.  tts?=a**:  on  fera  **=j^  et  on  aura  u=à^ y  dw=:a''d^la;  mais 
dj'i^h'dûelby  par  conséquent  du=:a^'b'dxla\b  :on  poursuivra  aîsé- 
Bient  ce  calcul  pour  les  cas  les  plus  compliqués. 

4*.  w=J5'':  on  fera  ^==7",   il  viendra 


B  =  ;^ ,       du=:z^  ('^  +  At"^^*)  i 


Digitized  by 


Google 


BU  CALCUL  DffFÉRENTBEL;  xSg 

mettant  aa  lieu  de  ^et  d^  leur  valeur  en  ^  et  Sy  on  obtiendra 

'd*    .    sdtli 


dii=:z'Y(^+^4-dadz). 


A  Taîde  de  ces  formulée;^  on  trouvera  facilement  la  différentielle  d'une 
fonction  exponentielle  quelconc[ue  :  occupons-nous  donc  maintenant  des 
fonctions  circulaires^ 


i5.  Soit  i"".  a  =3  siao:  :  en  substituant  x-^djc:  kûty  la  fonction  pro<- 
posée  se.  changera  en  sin(^  +  da?)=:sina;cosd«r  «f'CO^^sind^;.  m^^ 
on  a 

cosd«r;=i    —etc.  1   ^^       ^     z     \ 

£kiada:=^d<a;r-*-*etc.  j  ^       ro  .y     9.; 

donc   sin(a:  +  do:)  =  sino:  +  do:  cos  j:  —  etc.  ,    et    par    conséquent 
d.sinx  =  do:  cos  x. 

II  suit  de  là  que  la  différentielle  du  sinus  est  égale  à  celle  de  Varc^ 
nudtipliée  par  le  cosinus. 

2\'u=cosx:  on  a  cos(a:-+-dr)=cosarcosdr— sinxsindjc,  et,  en  met- 
tant pour  cosdx  et  sinda:  leur  valeur,  cos(a:+da:)=cosx — do:  sinx — etc.  ; 
donc  d.cosJC=— •djcslno:  :  c'est-à-dire  que  la  différentielle  du  cosinus 
est  égale  à  celle  de  l'arc  j  prise  at/ec  un  signe  négatif  et  multipliée  par 
k  sinus.   ' 

Quant  au  sinus  verse,  sa  différentielle  est  la  même,  au  signe  près, 
<]ae  celle  du  cosinus  ;  car  on  a 

8iT.ar=M— cos^x;       donc      d.s.v.JC=da:sina:. 

M^  .  t  sin  X 

y.  ttssitattgx:  a  cause  de  tangjc=:- — ,  on  aura 

d.tango:  == ^3;^; = -^^^ ; 

•  dx 

mais  cosjc*  +  sinA»  =  i  :  donc  d.tang^  =  -^^^^ 

4*.  a=?cotx:  à  cause  de  ^^^^  ^=^  Trrrz^  ^^  * 

,  j        .  .  d.tangx  àx  ^^^  dx  ^ 


Digitized  by 


Google 


i6o                CHAP.  I.  EXPOSITION  DES  PRINCIPES 
5'.  «=:séc^:    à  cause'  de  sécjr  = ,  on  a 


COSX'' 


d,                   d.cosa:        dx  sinx  t     .  , 

.secj:  = T-  = -r-  =  dxtanffjcsecx. 

COS-f*  COSJC*  o 

6**.  7/=  côséco::  à  cause  de  coséccr  =  -: — ,  on  a 

.  cosec^  ==  —     .     -  = r-— -  =±=  —  d  a:  cota:  cosec  jc. 

8in  X*  sin  X* 

Avec  ces  formules  on  peut  trouver  la  différentielle  d'une  expression 
•  renfermant  d'une  manière  quelconque  des  sinus ,  cosinus ^  Eangentes^  etc.  ; 
il  faudra  pour  cela  diffe'rentier,  en  regardant  ces  dernières  comme 
des  fonctions  particulières ,  et  mettre  au  lieu  de  leurs  différentielles  les 
résultats  ci-dessus  :  nous  n'en  donnerons  poui"  exçmple  que  la  fonction 
w=  cos;r **»"'.  On  fera  cosx  =  s,  sina:=^;  on  aura  «  =  2^   et 

;  du  =  d.z^  =  2^rdjlz-f^— j=djccosa:"'*'  ^cosxl.coso:— ^^^^Y 

FormaUonda      ^^-  ^^  calculs  effectués  dcpuîs  le  n*  12  jusqu'ici,  ont  du  bien  fiaiire 

dcvcJoppcmcni  couccvoir  la  possibilité  de  déduire  d'une  fonction  quelconque  u  la  nou- 

f(x  +  /!)/ou  "^^^^^  fonction  désignée  sous  le  nom  de  coefficient  différentiel;  et  dans 

théorème  de  tous  Ics  cxemplcs  que  uous  avous  considérés,  cette  dernière  fonction 

■^'^'     s'étant  toujours  présentée  sous  une  forme  susceptible  de;  l'application 

des  règles  de  la.différentiation,  doit  avoir  nécessairement  son  propre 

coefficient  différentiel ,  lequel  pourrait  être  différentié  à  son .  tour ,  et 

donner  lieu  à  une   troisième  fonction,  dérivée  dé  la  seconde  comme 

celle-ci  l'est  de  la  première,  comme  la  première  l'est  de  la  proposée ^^ 

ainsi  de  suite.   Nous  allons  aussi  retrouver  ce  même   enchaînement  de 

fonctions  dans  le  développement  entier  de  l'accroissement  que .  reçoit 

une  fonction  quelconque  de  or,  lorsqu'on  y  change  x  en  x+h;  nous 

emploierons  pour  cela  une  analyse  bien  élégante,  trouvée  en  177a  par 

M.  Lagrange ,  et  complétée  depuis  par  des  reniarques  très-ingénieuses 

de  M.  Poisson. 

17.  Soit  i/  ce  que  devient  u  lorsqu'on  y  substitue  x-^h  au  lieu  de  x^ 
£t  ne  supposons  d'abord  au  développement  de  u'  que  cette  forme  générale; 
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iV,  Py  Qy  Ry  S  y  ctc.  élaut  des  fonctîoas  inconnues  de  or,  et  et,  j3, 
y  y  J^j  etc.  des  exposans  indéterminés. 

Il  est  d'abord  évident  que  tous  ces  exposans  doivent  être  positifs;  car 

des  termes  de  la  forme  Sh    ^deviendraient  infinis  par  l'hypothèse   de 
h:^iOy  qui  doit  au  contraire  rendre  uf  égal  à  u. 

On  voit  aussi  par  là  qu'en  supposant  A  =  o  dans  le  second  membre 
de  Téquation  ci-dessus,  ce  qui  change  u'  en  «,  on  en  tire  u=:J^ ;  et 
le  développement  cherché ,  ayant  pour  premier  terme  la  fonction  propo-* 
see  Uy  devient  en  conséquence 

i/  s^iu+Ph"^  -^Qh^  -{-  Rh^  ^Sh^  +  etc. 

Cela  posé,  si  Ton  chunge  h  en  A+A:  et  qu'on  désigne  le  résultat  par  a% 
il  viendra 

U'=iU'^P(k  +  Jcf^Q(h+kf+R(h  +  k)>'  +  S(h+jf^eic.;   (a) 

mais  on  peut  aussi  parvenir  à  la  mêine  quantité  u'y  en  substituant  dans 
u'y  x+k  kx  ;  car  si  on  désigne  u  par  f  (jt^),  suivant  la  notation  du  n*  i6 
de  Y  Introduction  y  d  sera  î{x*\-K)\  et  soit  qu'on  y  écrive  A  +  ^au  lieu 
de  A^  ou  a;  +  A:  au  lieu  de  Xy  on  obtiendra  également  f  (a:-|-A-f- A:),  quan- 
tité composée  avec  le  trinôme  Jc+A  + A,  comme  la  fonction  proposée 
l'est  avec  le  monôme  x.  A  présent  il  est  vijible  que  substituer  x-^k^x 
dans  i/,  c'est  donner  à  or  un  accroissement  ky  dans  toutes  les  fonc- 
tions Uy  Py  Qy  ctc.  qul  cntrcut  dans  le  développement  de  m',  et  en 
supposant  ^e  par  ce|f  diangexnent 

u  devienne  u  +  P^      +  ^tc*  > 

P P+  F1?^  +  etc., 

q QH-  <7A*'-|-  etc., 

R iî  4-  ifA^+  etc.* 

S *S+  y>t*"+  etc., 

etc. 

on^  aura  pour  le  second  développement  de  u', 

u'  ^u    J^  Pt      •+.  Qh^      +  RI?"      4-  Sh^        4-  etc. 

+^A*+  P'}i'k'^+  Qh^k*'+  Rh^k'^^  5'aV+  etc.f.  (*) 
•4-e(c.4-  etc.       -}-  etc.       +  etc.        +  etc.        -f-  etc. 
I.  ai 
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Faisons  pour   un  moment   k=zhy  les  équations  (a)  et  (b)  prendront 
respectivement  les  formes  : 

u'^u     4-  P.:aV4-  Q.aV+  etc.,  (^ 

tt'  =  tt  ^H-  PÂ*      H-  Qh^       4.  etc.  ) 

+  -PaV  /^A*"^*  +  (?'A'^'^*'  +  etc-  (> (*') 

+  etc.  +  etc.       -f-  etc.        +  etc.  }  . 

et  ne  pourront    être   identiques ,  tant   que  les  termes  affectés   àq  la 
même  puissance  de  h  ne  seront  pas  égaux  ;  il  faut  donc  que  le  tetaie 

P.2^h!^  de  la  première  soit  le  même  que  la  sonmiA  des  deux  termes 

Ph*  contenus  dans  la  «econde  :  on  doit  donc  avoir 


/ 


/'.aV  =  2PA**,       d'où      5*  =  a,     2*~'  =  1     et    (*==  r. 

Il  est  donc  démontré  que,  quelle  que  soit  la  fonction  u^  le  second 
teime  du  développement  de  u'  doit  être  seulement  de  la  forme  Vh,  et  que 
ce    terme  est  par  conséquent  ce  qu'on    a  désigné  par   la    différentielle 

de  u  (4);   d'où  il  suit  que  Pzsz  ~. 

18.  En  appliquant  ce  théorème  au  développement  dn  fonctions  P^ 
Qy  Ry  Sy  etc.,   on  verra  que 

^=d^>  ^=û>  ^=dr>   ^=dï^  «*<^-^ 

et  l'équation  (b)  deviendra 

tt'  =  tt     '+  PA      4-  <?''^      -^  M^  .  -\-  Sh^     4-  etc.  1 

+  etc.  3 

qu'il  faudra  comparer  avec  l'équation  (a),  dans  laquelle  on  se  bornera 
à  développer  les  deux  premiers  termes  de  chaque  puissance  du  binôme 
h^ky  ce  qui  donnera 

tt^  s=  w  +  PA  +    Qh^        +  M'^         ^  Sh^       +  etc.^ 

+  PA  +  /3ÇA^"^A  +yRk>''k  +J^Sh^-'k+  ctl\  ''  ^"^^ 
+  etc.  J      ^ 
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Ces  dernières  ëquationfi  ont  leur  première  ligne  composée  des  mêmes 
tennes  j  mais  les  secondes  ne  sauraient  devenir  identiques ,  indépen* 
damment  des  valeurs  de  A  et  de  k,  k  moins  que  les  exposans  de  h 
dans  les  termes  correspondans  ^  ne' soient  égaux;  il  faut  par  consé^ 
quent  que 

En  égalant  ensuite  les  coefficiens  des   mêmes  termes ,  on  obtient 

On  tire  des  premières  équations 

^=3,      y  =  S,      cr  =  4,      etc., 
et  substituant  dans  les  secondes  y  il  vient 

U  suit  de  là  que  le  second  étui  de  la  fonction  u  peut  y  en  général^  ^e 
déi^ehpper  dans  Mme  série  de  la  fouine  ^ 

.  u  4-  Ph  4-  Qh^  -f  Rh^  +  Sb<  4-  etc.i 

et  que  les  coefficiens  P,  Q^  R>  S  y  etc.  se  déduisent  de  la/anotion  pro^ 
posée,  par  des  différentiations  répétées  (*). 


(*)  .Ce  qu'on-vient  de  Ur«  ne  auppoie  pas  la  démonstration  de  la  formule  du  bi- 
nôme de  Newton^  mais  seulement  que  J*on  sache  que  le  second  terme  de  (A-|-A)** 
est  de  la  forme  Mh^^k ,  et  que  Hfzism^  lorsque  m  est  un  nombre  entier  positif. 
M.  Poisson  vérifie  la  première  condition,  après  avoir  prouvé  que 

tt'=i*  +  PA  +  etc.. 
en  observant  qa'il  suit  de  là  me 

«t  qae  si  Ton  divise  les  deux  memlires^â» cette  équation  par  x" ,  il  vient 


p 

»  +p*  -f  etc.  ; 
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19.  Pour  indiquer  l'utilité  de  ce  théorème,  dû  au  géomètre  anglais 
Taylor,  et  dont  M.  Lagrange  a  fait  depuis  la  base  du  calcul  diffé— 
l^entiel,  nous  allons  en  présenter  quelques  applications. 

Soit  d'abord  ws=ra^,  on  aura  (6) 

X  --  adi    —         a    "^      ' 

jf  _  làQ    _•  ni(m-i)(TO--fl)         , 

«  1  3/1  m(m— 1  )  (ni— a)  (m— 3)  v^«i 

4cix  a     .     o     .     4  '^ 

etc. 

et  par  conséqueut 

14'  =  (a:+A)«  =  ^  +  2  a:-->Â  +  ÎÎLÇîî^I)^^^^  ^-,^, 

• 
Ceci  forme  une  démonstration    du  binôme  qui  est   très-complète  ;: 

car  ne  reposant  que  sur  la  différentiation  de  la  fonction  afy  elle  n'exige  . 

que  la   connaissance  dn    secoiid  terme   Au  développement    ekerché^ 

terme  qui  s'obtient  très-facilement  à  priori,  soit  comme  on  Fa  vu  dans. 

le  n**  16   de  L'Introduction ,  soit  par  des  considération»  analogues^ 
Soit  encore  uzszcf,  on  aura  (i4)>  ^^  faisant  las: ^* 


^  —  z-è—rs"*  > 

■^  —  4di~ÏX4'^'• 
etCi 


or  ea  faisant  -  =  2 ,  va:  trouve 

X 


Ci+a)«  =  i+-;ë:;2+etc., 


•t  puisque  le  premier   membre  ne  contient  plu£  x  ^  il  faut  que  le  fécond  en   soir 
déKvré ,  ou  qu/B  Ton  ait  P  =  j;™~*j 
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d'où  il  résulte 

série  qui  fonrnirait  elle-même  le  moyca  de  déterminer-^,  s'il  était  encore 
inconnu,  puisqu'en  faisant  a:  =  o  et  A=:  ^,  on  retombe  sur  l'équation 

•    1    '    1.2    '    i.a.o    '    i.fl.3.4 

déjà  traitée  dans  le  n"*  22  de  Vlntrod.  On  doit  voir  par  là  que  le  théorème 
•  de  Taylor  conduit  sans  peine  aux  développeipens  des  fonctions  exponen-- 
tielles  et  logarithmiques.  Il  en  serait  de  même  à  l'égard  des  fonctions 
circulaires  ;  ensorte  que  ce  théorème,  ne  supposant  que  la  détermina- 
tion du  second  terme  du  développement,  pourrait  remplacer  tout  ce 
'  quia  été  fait  déplus  dans  llntroduction.     ^ 

ao.  La  notation  différentielle  offre  le  moyen  d'exprimer  iaunédiate^* 
ment,  par  la  fonction  w,  les  coefficiens  P^  Çty  R,  5,  etc.  ;  car  P  étant 

T^,  àP  sera  dT^^j  ,  et  comme  àx  est  une  quantité  constante,  il  suf» 

fira  de  différentiqr  le  numérateur  d»,  ce  qui  s'indiquera  en  écrivant  d(<^), 
et  mieux  encore  d'à,  où  l'exposant  2  n'indique  pas  une  puissance 
de  la  lettre  d,  mais  désigne  combien  de  fois  on  a  du  faire  suc- 
cessivement l'opération  marquée  par  la  caractéristique  d.  D'après  cette 

convenuon,  àP  devient  g^,  et  — s=g_— ,  on  j^.;   car  pour  mar^ 

quer  le  quarré,  le  cube,  ou  une  puissance  quelconque  de  l'accrois- 
sement dx,  on  écrit  dr*,  djc^,.,djc*,  expression  équivalente  à  (dr)*,r 
(dr)^, . . .  (dor)*,  et  qu'il  ne  faut  par  conséquent  pas  confondre  avec 
d .  jr*,  d .  or^ .  • .  d .  ^,  qui  représentent  d(x*) ,  d(jc') .  • .  d(;X^). 

D'après  les  conventions  ci-dessus  et  la  valeur  de  Q ,  il  vieut 

^ làP 1  dv* 

"    U  suit  de  là  que  dQ=-d(j^\*  et  comme  on  ne  doit  encore  diffé- 
rentier  que  le  numérateur,  il  faudra  écrire  -^—^  >  ^^  dP  ^    ^^^    ^ 
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résultera 

,^ id'u         dO  id^tt         D_^i^ ï    d^" 

^V«:'~5d^^      dx— Sdï5^    ^— 3dx-^Od?- 

On  trouvera  semblablement  que 

et  que  par  conséquent 

dx — x.a.3djc*>       *^ — 4dx — i.3.3.4da;** 

At«c  ees  expression»,  la  dernière  formule  du  n*  i8  est  représentée  par 

'-*       .    duA   .   d»B   A«    .  d'it     A»  d«u      A*        ,      .^ 

**  —  **  ^"  dTT  "*"  d^  r^  "*■  ÎP TX3 "*"  dï? TX34  "*"  ®"^*  ' 

d*où  l'on  conclut' que  la  différence  des  deux  états  de  la  fonction  pro- 
posée est  . 

.  d«  .    .    d»«  ft»    ,  d'«     ffl      .   d<a      ¥        ,      . 

*"""=*  di  *"*".  d?  ri  ■♦"  di?  1:^3  "t"  dP  rrrr?  "*" 

« 

ai.  On  Yoit  par  ce  qui  précède,  que  chacune  des  quantités  du^ 
^Uy  à^u,  d*u,  etc.  est  la  différentielle  de  celle  qui  la  précède;  c'est 
|K>ur  cela  que  >s 

du  étant  la  différentielle  première  de  Uj 

d^Uy  différentielle  delà  différentielle,  est  la  différentielle  seconde ^ 

d^Uy  différentielle  de  la  différentielle  seconde,  est  la  différentielle  troisième^ 

d^Uy  différent*^^  de  la  différent^"*  titûsième,  est  la  dfférentielle  quatrième  y 

«nsorte  que  l'exposant  de  la  caractéristique  d,  marque  Tordre  de  la  dif* 
férenlidle,  par  rapport  à  la  fonction  u. 

m 

En  se  rappelant  le  procédé  de  la  différentiatipn,  on  voit  que  chaque 
différentielle,  doit  avoir  pour  facteur  une  puissance  de  dx  du  même 
degré  que  l'exposant  de  l'ordre  de  cette  différentielle.  En  effet, 
aoît  di»e=»/7dxr,  p  ne  contiendtm  pas  dr,  «t  en  differentiant  on  oiy 
tiendra  d*u  =  dpdx ,  puisque  dx  est  invariable  ;  mais^  dp  aura  la 
forme  ^dsr,  q  ne  contenant  pas  dx  ;  donc  d*tt=ydr\  En  différent 
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tîant  de  nouveau  y  il  viendra  éPuTszàqdx*}  puis  faisant  d^assrdr^  on 
aura  d^t^  =  rdj:^^  et  ainsi  de  suite;  de  manière  qu'à  un  ordre  quel* 
conque  on  trouvera  d^u  =  tdx'y  t  ne  contenant  pas  dr. 
^  Réciproquement  les  fonctions 7?^  q^  r.,.tySe  concluent  des  difféi- 
rentielles  successives  ^.puisque 

du   =  pdx       donne     p  =  -^  y 

d*tt  =  qâx^ ^  —  Jl^ 

d»«  =  nir»   '•  =  d^^ 

d"^  =  ^dr-  *  =  ar-^ 

et  d  après  la  définition  de  la  première  de  ces  fonctions  (4)^  on  nomme 
aussi  toutes   les  autres   coefficims  différentiels^  en  les  distinguant  par 

Tordre  de  la  différentielle  à  laquelle  ils  appartiennent;  r^  ou  j^^  par 

exemple  ,  est  le  coefficient  différentiel  du  troisième  ordfe  de  la  fonc- 
tion 1/*  . 

pa.  Il  n'est  pas  besoin  de  nouvelles  règles  pour  trouver  ces  coeffi^ 
eicns  différentiels  :  il  suffit  de  Tapplication  répétée  des  procédés  ensei-^ 
gaés  dans  la  recherche  des  différentielles  premières. 

En  prenant  la  fonction  ax"  pour  exemple^  on  trouvera 

d  -.flwc"  =  naa:*^'dx  ,  ""E""  ^^  '^^w:'"'*  , 

à^^aaf  7=zn(n — \)(n — à)aa?"'"^da?' ,       d^  ^^  ^^^ — iX^^'^^o.r*""*^ 
etc.  etc. 

On  voit  qu'au  bout  d'un  nombre  m  de  différentiations ,  Texposant  /» 
sera  diminué  de  m  unités ,  et  que  le  coefficient  numérique  sera 
»(/î — \){n — 2). . .  .(t^— 7»+i),  ce  qui  montre  que  la  fonction  aaf  y  lors-^ 
que  n  est  un  nombre  entier  positif^  ne  saurait  avoir  qu'^a  nombre  da 
différentielles  égal  à  son  exposant^  et  que  la  dernière  étant 

n(/î— i)  ('*— 2)  (/1-— 5) I  »adx^y 
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est  constante   et  donne    pour  coefficient  différentiel   de.  Tordre  nia 

<]uantité  invariable 

n(n  —  i)  (/i  — - 3)  (n  —  3) i.a.  ^ 

Si  on  prenait   u:=:€'^  on  trouverait  (i4)^  ^  cause  de  le  =19 

c'est-à-dire  que  la  fonction  e'  jouit  de  la  propriété  remarquable  de 
se  reproduire  elle-même  dans  chacun  de  ses  co^ciens  différentiels^ 
dont  le  nombre  est  infini. 

^3.  Les  difTérentielles  peuvent  servir  seules  à  former  l'expression  du 
théorème  de  Taylor  ;  il  suffit  pour  cela  de  changer  l'accroissement  dé-^ 
terminé  A,  dans  Taccroissement  indéterminé  dx,  dont  les  mêmes  puîs*- 
sances  multiplieront  et  diviseront  en'  même  temps  chaque  terme  de  la 
•uite^  qui  deviendra 


on  en,  tirera 


^=:„4._.4._4__-^+____  +  etc., 
«-«  =  -  +  — +7:0  +  — ^  +  elc.. 


formule  très-simple  par  laquelle  on  voit  conunent  la  différence  de  a; 
correspondante  à  l'accroissement  quelconque  dx^  se  compose  avec 
les  différentielles  des  divers  ordres ,  relatives  au  même  accroissement. 

24*  Pour  ne  rien  laisser  à  désirer  dans  la  démonstration  dAhéorème 
de  Taylor  (18),  qui  est  fondée  sur  le  même  principe  que  celle  du  bi- 
nôme (/n/roii^.^  i5)^  il  faut  prouver  que  ce  ne  sont  pas  seulement 
les  deux  premières  lignes  de  l'équation  (a")  qui  deviennent  identiques 
avec  celles  de  l'équation  (b") ,  mais  qu'il  en  est  de  même  de  toutes  les 
•  autres  :  c'est  ce  que  je  vais  foire. 

Par  le  premier  changement  de  jr  en  a: -f- A,  on  a  d'abord 

et  pour  passer  de  là  au  développement  de  u"^  correspondant  à  réqùa- 
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lîon  (h')^  en  changeant  x  en  x^ky  il  faut  observer  que  suivant  la 
loi  exprimée  par  le   théorème  de  Taylor, 

«    devient    «  4.  _ -4.__  + etc.. 


djê" dx"  '    dx"^«  I dx™-^»i.a...7i  ^"  ^*^' 

Substituant  le  terme  général  de  cette  dernière  série ,  dans  celui  de  i/^ 
on  trouvera  que  le  terme  général  de  w'  est 

dx"*"*"*»  i.d...7n  X  i.a. .  .n  ^ 

mais  en  écrivant  simplement  A+A:  au  lieu  de  A^  dans  u'y   on  obtient 
pour  le  développement  de  u'y  correspondant  à  l'équation  (a")  ,  la  série 

dans  laquelle  le   terme  affecté  de  A'"A:"^  qui  fait  évidemment  partie  du 
développement  de 

dx*»-»-»  i.a,..  .(m  +  n)  ^ 
est  exprimé  par 


dx"»^»  i.a....7»  •  i.a....(TO  +  i»)^ 

et  en  effaçant  les  facteurs  C/n  +  ;z)  (/»-|-w  — i). .  •  .(m+i),  communs 
an  numérateur  et  au  dénominateur^  il  vient ^  de  même  que  ci-dessus^ 

d""»-»tt    A^|A» , 

dx"-^»  *i.a...mXi.a...»* 

:25.  Occupons-nous  maintenant  des  fonctions  qui  dépendent  de  deux    De  u  at^é" 
variables^    et  prenons  d'abord  un  exemple.  Soit  M  =  a:^";  les  quanti- j.^"V^^j^^JJ^ 
tés  x  et  ^  n'étant  assujéties  à  aucune  relation  entre  elles  ^  la  seconde  variables, 
peut  rester  la  même  y  quoique  la  première  ait  changé  y  et  réciproque- 
ment, n  résulte  de  là  que  la  valeur  de  la  fonction  proposée  peut  varier 
de  plusieurs  manières  ^  i*.  en  conséquence  d'un  changement  arrivé  à  x 
seul  ou  à  ^  seul;  2^.  par  le  concours  de  ces  deux  circonstances. 


Digitized  by 


Google 


,7<^  CHAP.-L  EXPOSITION  DES  PRINCIPES 

Eu  n'ayaut  d'abord  égard  qu'au  chaugemeut  àe  x ,  si  on  substitM" 
^4-  A  au  lieu  de  cette  variable,  dans  la  fonctioa  proposée,  ou  trouvera 

-I-  "'^'^-'^^'"-'^  ai^yh'  H-  etc. 
Si  l'on  fait  varier  j  seul,  en  écrivant  j-i-k  au  lieu  de  /,  <m  aa- 

4.îfcil(2=L>  a;-^r'jt3  4.  etc. 

Enfin  SI  on  suppose  que  les  deux  changemens  pre'ce'dens  aient  lîea 
à-la-fois,  la  fonction  proposée  deviendra  (a:+^)'"(j4-^')";  et  onea 
obtiendrait  le  développement  en  multipliant  celui  de  (x  -)-  '0"  P"  ^^^ 
lui  de  (j  4-  A)".  Mais  on .  peut  arriver  au  même  but  d'une  manière^ 
plus  simple,  en  substituant  ^-|- A  pour  ^  dans 'le  développement  de 
*  (x+hyy^  trouvé  ci-dessus,  ou  bien  jc+ft  pour  x  dans  celui  de  a:*(/+*)"- 
En  effectuant  la  première  opération ,  il  viendra 

f'i-.a-'  '11.2  -^  *i.s»i.&         -^ 

^4-  etc.  4-  etc.  +  etc. 

> 

Ce  développement  nous   présente   la  fonctioil  primitive  x^j*^  plus  ^ 
une  suite  de  fonctions  de  «r  et  de^  qui  multiplient  les  différentes  puis- 
sances des  accroissemens  h   et  £,  ainsi   que  les  produits  de  ces  puis- 
sances. On  trouverait  dés  développemens  analogues  pour  toute  autre 
fonction,  et  quel  que  soit  le  nombre  de  variables  qui  entrent  dau»  sa 
composition  :  nous  allons  Ciire  voir  en  général  que  ces  développeijtteas. 
donnent  lieu  a  de  nouvelles  fonctions ,  qu'on  peut  dériver  de  la  pro-^ 
posée  par  de^  dîfférentiations  successives,  comme  celles  qu'on  obtient: 
dans  le  cas  d'une  seule  variable. 

:^.,  Représentons  par  ((Xyjr)  une  fonction  quelconque  de  a:  et  de  j^;: . 
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SoppMons  d'abord  que  la  yariable  x  change  seule  et  devienne  or  -f-  fc  : 
il  faudra  regarder  y  comme  une  constante  et  traiter  la  fonction  pro-* 
posée  de  même  qu'une  fonction  de  or  ;  on  aura  donc  par  le  tkéorèmie 
du  n**  ao^    en  faisant  pour  abréger  ({jc^jr)  =w,  ^ 

Si  on  voulait  trouver  ce  que  devient  la  fonction  proposée  lorsque  j'' 
seul  prend  un  aocroissement^  on  regarderait  x  comme  une  constante^ 
et  fÇx,  J')ymi  Uy  comme  une  fonction  de  j}  par  ià  on  aurait 

Supposons  maintenant  que  les  quantités  j:  et  ^  varient  en  même 
teitfps,et  deviennent  x^h  et^-f-^J  comme  on  n'a  assigné  aucune 
forme  particulière  à  la  fonction  f(jc,^)^  il  n'est  pas  possible  d'y  fiurc 
à-la-fois  les  deux  substitutions  indiquées  ;  mai»  il  est  aisé  de  sentir  qu'on 
parviendm  au  même  résultat  en  changeant  d'abord  x  en  Jtr  -^  A^  et  en 
mettant  ensuite  jr^^k  pour  jr  ^  dans  le  développement  qu'on  aara  ob- 
tenu par  la  première  opération. 

On  a  deja  f(^+A,^)=«-f-d;^7  +  5^77^ +  5p7:73  +  etc.,  «re. 

présentant  i{Xyjr).  Pour  développer  les  coeifficiens  des  différens  termes 
de  cette  série  ^  en  ayant  égard  au  changement  arrivé  kjr^  j'observeriai 
d'abord  que  dans  chacun  d  eux  ^  x  doit  être  regardé  comme  ime  quan-* 
tité  constante  y  et  qu'on  doit  les  traiter  par  conséquent  comme  des  fdnc^ 
iions  de  la  seule  variable  j^.  D'après  cela,  f(ar,/),  ou  w,  deviendra 

Si  dans  ce  développement  on  écrit  -r-  au  lieu  de  Uy  on  aura  pour  ré- 
sultat ce  que  devient  la  fonction  g- ,  lorsque  j-  se  change  en  ^'-f-i; 
c'est-i-dîre,     * 

"      du    ,  ^\£)k  ,  ^\£)  k-    .  ^Ad^)    k^ ,     .    . 

'^11*^'^        5r"T^     dy      i..a^      dy      i.a.3^^"^'' 

d,ft) 
Baaisile$t  aisé  de.  voir  qufi  l'expression  — ^—  indique  deuTdi0ere»* 
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tiations  faites  successivement  sur  la  fonction  proposée^  la  première  en 
ayant  égard  à  la  variabilité  de  «r  seul,  et  la  seconde  en  ne  considérant 
que  celle  de  jr  ;  nous  la  mettrons  sons  une  forme  plus  simple  en  l'écris 


vant  comme  il  suit  : 


d»ii 


par  jAg-  •*  en  général,  il  faudra  entendre  par  ,  n^JL^  ï®  coefficient  dif- 
férentiel de  Tordre  n  relatif  à  la  fonction  -^-^ ,  en  n'y  supposant  quej^- 

variable;  tandis  que  cette  fonction  est  elle-même  le  coefficient  diffé- 
rentiel de  l'ordre  m  de  la  fonction  proposée ,  en  n'y  supposant  que  x 
variable. 

Cela  posé>  la  substitution  de^+A:  au  lieu  dej  changera 


du  da 

dx  dx 
d^u  d^M 
da;*^^dx» 


d'u    k    .      d^u     fe;  d^tt        k^ 

•"  dydr  k^dy^dx  i.2^*"dy'djc  1.2. 3 
.      d^u    k''[      d^u     h^     .       d*«.      ft' 


+  etc. , 


17  + 


dydx*  1    '    dy*dx*  i .  a 
d%       tftt  d^û    ft  d^tf     A* 

etc. 


d^u  .     ^ 

d^u       y 


En  substituant  ces  valeurs  dans  le  développement  de  f(a:-+-A,  ^),  ef. 
en  ordonnant  de  manière  que  tous  les  termes  dans  lesquels  les  expo- 
sans  de  A  et  de  /r  font  une  même  somme,  soient  placés  dans  une  même 
colonne ,  il  viendra 


du  k     ,    d»tt    k* 


dht     P 


_l __y  ^    à?u      k*  h 

dx  1 


*^  Av  ,   ^^  dydjc  1  i  ^"^  dy'dx  1 .  a  i 
d'à    A»     .     d^a    k  A» 


etc. 


"^dx^  i.2'+"dydxM  i.a    "+"  ^^^' 

+dPr|:3   ^^^^• 

-+■  etc. 


37.  Nous  avons  obtenu  le  développement  précédent  en  mettant 
d'abord  j?  + A  au  lieu  de  x,  et  ensuite  j^-f-A  au  lieu  àejr}  mais  on 
aurait  pu  procéder  dans  un  ordre  inverse ,  et  commencer  par  la  substi-* 
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tution  relative  kj  :  alors  fÇx,  jr)  serait  devenue 

f  (or,  ^4-*)==  «  +  |ï  +  ^7^ +1?  7X3 -^  «t<^- 
La  sabsUtution  de  x-^h  au  lieu  de  ;r^  daus  cette  série,  aurait  changé 


"  ^^  "+diT  +  d]?r:^  +  dPro  +  ^^^-> 


et  ensuite 


du         Au     ,     d^tt    A    ,      d^u     A»     ,      d%       A^       , 


d^/        d'u    ,      A?u    h  A^u     h* 

dy*  ^^  dy*  "*"  dxdy  T  "*"  da7»dy»  i  .a 


d^a       A3       ,      ^ 


d^u        d^u    ,     d<u    A    ,      d^u      A*     ,       A^u       A»       , 

^3  en  gp  -[-  5;^Y  ^*  d^a/i.a  "^  djc^dy^m  +  ^*^*  > 

etc. 
on  aurait  eu  par  consécjuent 

f(^4-A,74- A)  =^«  +  ai7+5p— +3^77^:5  +  etc. 

dw  A    .   jdn*_  A  A  d^u     A*  A 

■+"  Ayl  "*"dxdy7T  "^^  dx»d^i  .a7  ^  ^*^ 

,    A^u  A*      ,     d^tt    A  A*     ,      ^ 

+  t:5 hj~T^ H- etc. 

•    dy*  x.a     '   dxdy^ii.a    ' 

'    dy^  i.a.p 

H-  etc. 

U  est  évident  que  ce  second  développement  doit  être  identiqfue  avec 
le  premier;  car  à  est  indifférent  de  changer  d'abord  ar  en  x-f*A  et 
ensuite/  en/+^>  ^^  de  faire  les  mêmes  substitutions  dans  un  ordre 
inverse^  puisque  d'une  manière  ou   de  l'autre  on  obtient  également 

Si  on  compare  dans  ées  deux  développemens  les  termes  qui  sont 
affectés  des  mêmes  puissances  de.  A  et  de  X:^  on  trouvera  cette  suite 
d'équations  : 
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â*u 

d'u 

dydx 

— 

àxày» 

d'u 

d'tt 

àydt* 

■~" 

dx»d^» 

d'u 

d'u 

ûyàx 

dx<^»» 

a-+"u 

d^+'u 

dy"dr'*  "*^  àx""dy*  ' 
etc.  etc. 

.La  première  nous  apprend  que  le  coefficient  différentiel  du  second 
ordre  d'uwe  itmctton  de  de«x  irariaUes^  pris  en  différentiant  par  rap- 
port à  l'une  d'elles  et  ensuite  par  rapport  à  l'autre,  reste  le  même, 
quel  qu^  t«aîl  l'ordre  <]u'on*ak  suivi  dans  les ^liSerentiations.  Soit,  par 
exemple  ,  uzszafjr''}  si  on  différentie   d'abord    en  regardant  jc  seul 

comme '^vurîable.,  <m  a  g^  :îe:  ma:*"y  ;  dtfférentiant  ensuite  ce  résultat , 

et 'ne  faisant  varier  «  que  ^,  on  obtient  j-t-sxitiwjc"^'^""'' t   en   ope* 

1  •    1      .  du  d*u 

rant  dans  un  ordre  inverse ,  on  trouve  j- = ruty"^^  et  -r-r-  ss:  «Bjc"^'jr""*| 

et   On  voit  que  le  dernier  résultat  est  le  même  dans  les  deux  cas. 

218.    Les    autres  équations    rapportées   ci-dessus   ne  sont  que    des 
conséquence^  de  la  première  :   en  effet ,  d'après  la  notation  adoptée , 

s  ^'^  est  la  même  chose  que  -  v  ^  ,  et  à  cause  qu'on  peut  intervertir 
Tordre   de  ets  dîfferentiattems  consécutives,   la   même  chose  encore 

^K'Si)      •  d^a       ^  .     epu         ^'Cd^)        ,  , 

^^^  -djdr=dïd^-  ^^  *  ^^^^^  d?d?  =  — ar^  >  ^*  ^^  ^^^^- 

géant  l'ordre  des  deux  premières  différenliations  indiquées,  il  vient 

• — ^ =  ,  s  ^^,  résultat  conforme  au  précédent. 

On  trouvera  semblablement 

d^tt  \dydjc/  \dxdyy  dhi 

dy*dx  d^  d^  dydxdj  ' 

d^u    _^    \ay)_^* A  d^>)_      à^u 
dxdj^*"""      drdj^    '  dydj?      """  dydardy* 
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,  En  général  ^  on  peut  déranger  comme  on  voudra  Vot^dre  des  différent 
iiations  indiquées  ;  pourvu  qu'elles  restent  les  mêmes  et  en  même  nombre  j^ 
le  résultat  ne  changera  pas. 

Pour  le  prouver,  soit  gp;^;  3  est  facfle  de  roir,  diaprés  les  con-- 
vtntioxis  fûtes  dans  les  n^  ao  et  >6,  qu'on  peut  décomposer  cette  gx-« 

pression  comme  il  suit  :  ^^ —    aJ^^' —    i    ^^^    ^^    întervertissaot 
Vordre  des   deux  différentiatîona   isolées^  ce  qui  est  permis,   on  a 


ir 

^JS^      ^  ;  et  en  réunissant  sous  un  même  si^pie  tontes  les 

opérations  indiquées,  il  vient,  au  lieu  de  la  formule  proposée,  Texpres^  i 

•ion  équivalente   ,„  ,  ,    ,  ,_,/  Si  on  décomposait  encore   cette  der-^^ 

iiière,  on  y  pourrait  faire  de  nouvelles  permutations  dans  l'arrange-^ 
ment  des  d^*  et  do:  ;  nous  devons  donc  regarder  la  propoêitîoa  ci-des$usr 
comme  démontrée. 

29.  En  retranchant  f(a:,  ^),  ou  m,  de  f  (a:+ft,  J'^^)  ,  on  trouve^  î 

,.  du  k  ^^  dhi   k  h     ^^ 
•"dy  1    •"Sydx  i  i    "^ 

4-TT —    4- etc. 

'    dy»  i.a        ' 

•  4-  etc. 

Sien  étend  aux  fonctions  de  deux  variables  la  définition  que  nous  avons^ 
lionnée  (4)  de' la  différentielle  des  fonctions  dune  seule,  on  veri'a  que 
celle  de  f  (x,  /),  ou  de  u,  est  comprise  dans  les  deux  termes  qui  forment' 
la  première  colonne  du  développement  précédent  ;  et  changeant  h  en  do: 

el  ^' en  d;^,  nous  aurons  df  (or,  j^)  =dz^  =  ^  dr-^g-d;".  Il  suit  de  là 

^c  la  différentielle  d'une  fonction  de    deux  variables  renferme  deux 

parties,  savoir  ;  j^  dx^  ou  la  diiSerentidfle  prise  en  regardant  jc  comnwr 
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seule  variable,  et  g^  d^,  ou  la  difTérentielle  prise  en  regardant^  comme 

seule  variable. 

On  peut  donc  appliquer  aux  fonctions  de  deux  variables  les  règles 
données  (  6  et  suiv.  )  pour  la  diffërentiation  de  celles  qui  dépendent 
d'une  seule,  et  pour  cela  on  différentiera  la  fonction  proposée,  d' abord 
par  rapport  a  Vune  des  variables ,  et  ensuite  par  rapport  à  Vautre  :  la 
somme  des  deux  résultats  sera  la  différentielle  cherchée. 

On  voit  sur-le-champ,  d'après  cette  règle,  que  à(x+y)^=z  d^r-f^  \ 

d .  ocy      ==7^dr-|-xdyl  . 


5o.  Nous  ne  croyons  pas  qu'il  soit  nécessaire  de  donner  beaucoup 
id'exemples  relatifs  à  la  différentiation  des  fonctions  de  deux  variables , 
puisqu'elle  rentre  dans  celle  des  fonctions  qui  n'en  contiennent  qu'une  ; 
nous  nous  bornerons  donc  aux  suivans  : 

I*.  w  =  jc^"j  on  a  r- àx  z=:  maf^'^y^dx 

a^  4r  =  ruxfy^-'djr 

donc 

du  =  mx^^ydx  «4-  /ïa:^-*"''dy  =  x^^J/"""'  (mydx + nxdy*). 

ay  au*-,  ayxix 

2*.  u  =3=    ,  ^  —  :   on  a   t-  or  =  —  — ^ ^ 

t/x*+y'  dr  (x»+y)' 

du  1     aày  cy^dy 

donc 

(x«+y)»-    V^+j^      (x»+y)5 


3  y 


OU  en  réduisant,  d££=:  — ^ ^    '^. 


3*.  i^=I.tang-:  pour  différentier  cette  expression,  dans  laquelle 
la  quantité  -  est  enveloppée  successivement  sous  deux  fonctions  trans- 
cendantes, on  fera  -  =^,  et  on  cherchera,  d'après  le  n«  i3  et  i5,  la 
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différentiel  de  I.tangz.  U  -viendra  pour  résultat 


d«=:i*22Sf  = 


dz  dz 


AMUgZ  taogft  COtS*  8111 Z  C09  s 

En  mettant  au  lien  de  2;  et  de  dz  lenrs  valears^  on  trouTera 

yàx  — ■  xdy 

,     X  X  ^   .    X  X 

ain-co8-  y*aiii-co8- 

y    y      ^    y    y 

K 

3i.  La  manière  dont  on  écrit  les  dîflerentielles  des  fonctions  qui 
dépendent  de  plusieurs  yariables  y  donne  lieu  à  des  remarques  impor-^ 

tantes.  Il  ne  faut  pas  confondre  alors  t^  dr  avec  au  y  comme  on  pour- 
rait le  faire  si  u  ne  renfermait  que  la' seule  variable  x.  En  effet ,  dans 
ce  dernier  cas,  au  n'étant  que  le  premier  terme  du  développement 
de  la  différence  entre  les  deux  états  consécutifs  de  la  fonction  pro- 
posée y  si  on  divise  cette  quantité  par  Taccroissément  dr,  on  a  le  coef- 
ficient différentiel  ;  mais  lorsque  u  renferme  deux  variables  y  la  diffé**. 

rentielle  est  composée  de  deux  tenues^  et  l'expression  ^  a  dans  ce  cas 

un  sens  particulier;  elle  désigne  le  coefficient  différentiel  pris  dans 
Thypothèse  de  x  seul  variable,  ou  le  premier  terme  du  développe- 
ment de  la  différeni^p  prise  dans  cette  hypothèse  ,  divisé  par  l'accrois- 
sement dr  :  il  en  est  de  même  de  j^,  par  rapport  ky. 

Les  quantités^,  -^  sont  appelées  ordinairement  différences  pariielles 

du  premier  ordre  de  la  fonction  i^j  et  en  général  ^^ ,  ;   représente  une 

de  celles  de  Tordre  m-f-  /»,  prise  en  différentiant  m  fois  par  rapport  à  x, 
et  n  fois  par  rapport  à  jr. 

Je  crois  devoir  faire  observer  que  la  dénomination  de  différence  partielle 
n'est  pas  exacte  ;  car  les  formules  qu'on  désigne  ainsi  n'expriment  point 
la  différence  entre  deux  quantités.  Les  vraies  différences  parUelles  de  u 
sont , 

H^+hyjr)-£(Xyjr)y  f  (X  y  JT  ^  k)  -^  Î  (X  yj)  y 

la  première  étant  prise  en  n'ayant  égard  qu'au  changement  de  or,  et 
la  seconde  en  ne  supposant  que  celui  de  j.  Lesi  expressions 

I.  9.^  ♦ 
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du  >         du  «  du  j  dtt  1    ' 

qui  sont  les  premiess  termes  des  développemeD^^de  ces  différences,  doivent 

être  nomntjie^  dîjfferieitti^lles  parU^U^y  tandis.que.^  dr  +r^'<^*  e^  M 

différentielle  totale  y  et  j-,  j-  resteront  toujours  les  coefficiens  différent 

tiels  du  premier  ordre-  de  1^  fonction  proposée.;-  mais  il  faut  remarquer 
qu'une  fonction  d'une  s^ule.  variable  u'a  dans^  chaque  ordre  qu'un  coef- 
ficient différentiel  y  tandis  qu'une  fonction  de  deux  variables  a  deux 
qoefficieùs  différentielB  po^r  le  premijer  ord^e^  troi$.  ppux  l^Sfscqnd^ 
quatre,  pour  le  troisième  >  ets. 

3:2.  Voici  comment  on  peut  trouver  ces  divers  coeËciens,  en  partant 
des  deux  premiers. 
On  a  d'abord 

prenant  ensuite  la  différentielle  dis»  fonctions  t*  ^  j^^  ^  doivent  êtr^ 
traitées  conmie  des  fonctions  det  deux  variiiblGS^,  il  vient 

^Cdp;=cÉd7^+  w^^^ 

et  parce  que  la  différeptielle  seconde  n'est,  autre  chose  que  la  différent 
tielle  de  la  différentielle  première ,  on  aura 

^•«  =  5F^*  +  ^d^y^4r-f-^drs 

en  regardant  dr  et  d;^  comme  des  constantes  ,  et  en  observant  que 
les  GoetBciens  différentiels  dont  les  dénominateurs  ne  présentent  que  les 
différens  arrangemens  d'un  même  produit  en  àx  ei  àjr  y  sont  identiques. 
Si  on  difiérentie  les  coe  fficiens  qui  se  trouvent  dans  le  résultat  pré^ 
cèdent,  il  viendra 

j  /  d*u  \  d'u      ,        ,      d«u      , 

à(^^\   -=-^dx4-    ^    àr 
"Vdyy   —  dxdy*^^    dy    *i^» 
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«t  par  conséquent 

On  continuera  facilement  cette  formation^  et  on  remarquera  Sans  doute 
l'analc^e  qui.  règne  entre  les  résultats  auxquels  nous  sommes  paryenus , 
et  les  développemens  des  puissances  du  binôme.  Pour  s*assurer  qu^'elle  a 
lieu  à  quelqu'ordre  qu'on  pousse  la  differentiation ,  il  Suffit  de  chercher 
la  loi  qui  règne  entre  deux  différentielles  consécutives. 
Supposons  donc  qu  on  ait  « 

^y  By  C,  etc.  étant  des  coefficîens  numériques  indépendans  de  .r  et 
de  jT}  si  on  différentie  chacun  des  termes  du  second  membre  de  cette 
équation  par  rapport  à  «zr  et  par  rapport  à  jr  successivement^  qu  on 
réunisse  ensuite  les  résultats  semblables  y  on  trouvera 

-f-etc. 
Soit  maintenant 

(jfH-/)"  z=zaf-i'J'af-y  +  Raf-y*  -+■  Caf-'y  +  etc.  ; 

o»  aura 

I 

d'où  on  voit  que  dans  le  passage  de  »  à  »•+- 1 ,  les  coefficîens  du  déve- 
loppement de  (x-f^)"  éprouvent  les  mêmes  changemens  que  ceux  de 
d"a;  et  comme  les  premiers  sont  respectivement  égaux  aux  seconds, 
lorsque  /»=  i,  cette  égalité  doit  encore  avoir  lieu  pour  toute  autre 
valeur  entière  de  n:  on  peut  donc  écrire  en  général 

U  suit  de  là  qu'on  formera  la  différentielle  d^'u  en  développant  le  bi- 
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nome  (dx+d7^)%  et  en  multipliant  les  différens  termes  du  résultat  ptr 

les  coefficiens  différentiels  analogues ,    ensorte  que  celui  c[ui  est  affecté 

de  àx^ry'àjr'*  ait  pour  multiplicateur  j^,",  ^> 


35.  Le  développement  de  ^(oc+hyj'+U)  peut  aussi  se  déduire  de 
celui  des  différentes  puissances  du  binôme  ;  car  en  réduisant  au  même 
dénominateur  les  termes  dans  lesquels  les  exposans  de  à  et  de  A:  fout 
une  noéme  somme  ^  il  prendra  la  forme  suivapte:  j 

.      4  I 

I 

"     .       •  1 

rdu    T     ,       du 


!+•  etc.  ; 

et  alors  on  voit  évidemment  qu'il  se  déduit  de   la  suite 

comme  les  différentielles  du  y  à*Uy  d^u,  e(c.  se  déduisent  des  puissances: 
(dr  +  dj),  (dx4-dr)%  (d:r  +  dr)%  etc. 

Nous  ne  nous  bofuerons  pas  à  l'induction  qu'on  peut  tirer  de  la  com- 
paraison des  premiers  termes  des  formules  précédentes  y  et  il  ne  nous 
sera  pas  difficile  de  prouver  que  l'analogie  que  nous  avons  Eût  remar* 
quer  a  Heu  dans  toute  l'étendue  de  ces  formules. 

Considérons  le  terme  général  de  f(x  +  A,  T+*)  J  il  est  évident  qu'il 
doit  dériver  de  celui  de  f(jc+ A,  jr)  en  y  substituant  j-^ A:  au  lieu  dej;, 
mais  à  cause  de 

ce  dernier  sera  ^  — -}  Êdsant  dans  la  fonction  ~^  le  change- 
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inHitiifdk]aé  par  rapport  à  ^,  on  aura  pooi'  résultat  une  suite  de  termes 

à?  ^'^  dx"»dy  T  "*"  dx"*dy  i .a  ^". '    dx"»dy«  lj».  ...n ' 

et  par  conséquent  le  terme  général  demandé  sera  exprimé  par 

dr^dj^*        i.a. . .  .m.i.a....fi* 

Mais  le  produit  A^A"  est  homogène  à  à"'*""  et  A^"*"*,  qui  auront  Tun  et 
lautre  pour  coefficient  numérique  —      .  ,  ,    .  ;  multipliant  donc  par 

1.2 ^/n+w),  les  deux  termes  de  la  fraction  ^   cm 

.                         1                         1 .  a . . .  (m'^-n)           -                          _              1 
trouvera  j — r-r  x  y  «*   ^^  prenant  j — --^ 

i.a. .  .(m-+-n)  i  .a. .  .m.  i  .3. .  .n'  ^  i . a . . . (m-f-n) 

pour  BsLCteur   commun   de    tous   les   termes'  homogènes  à   h^k^  y   il 

restera  pour  le  coefficient  propre  de  ce  terme      ^'^"'^^       —  :  c'est- 
*^  **^*  i.a...m.i.a...n' 

à-di^  le  même  que  celui  dont  il  serait  affecté  duns  le  développement 

de  (A-f-A)»-*-. 

34.  Si  on  change  A  en  dr  et  A  en  d;^^  dans  le  développemeht  de 
f(a:+  A,  ^4- A)  qo^  nous  venons  de  considérer ,  on  y  retrouvera  alors, 
en  &isant  abstraction  du  dénominateur,'  les  différcfntielles  de  tous  les 
ordres  de  la  fonction  u,  savoir  :  la  différentielle  première  dans  les  termes 
où  les  accroissemens  ne  montent  qu'au'  premier  degré,  la  différentielle 
seconde,  dfins  ceux  ou  ils  ne  montent  qu'au  second,  la  dxfférentieliç 
troisième,  dans  ceux  où  ils  ne  inoiitent  qu'au  troisième',  etô.  ;  im  âufta 
donc  ainsi  ... 

résultat  semblable  à  celui  que  Ton  a  obtenu  dans  le  n""  a5*  La  série  pré- 
cédente convient  donc  également  aux  fonctions  d'une  et  deux  variables, 
pourvu  qu'on  prenne  les  différentielles  d'une  manière  conyenable  dans 
chacun  de  ces  cas  :  nous  montrerons  bientôt  qu  elle  a  lieu  quel  que  soit 
le  nombre  des  variables  qui  entrent  dans  la  fonction  proposée  ;  et  elle 
réunit  à  cette  généralité  ,  l'avantage  d'être  facile  à  reteiyr, 

35.  Les  différentielles  ^successire»  aous  ont  fourni  les  moyens  d'ex-» 
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primer  le  développement  d'utie  foneiioii  psr  rapport  aux^  aecroissemen^ 
des  variables  dont  elle  dépend.  On  point  anssi  déduire-  de  ce  développe- 
ment^ s'il  est  connu -d'ailleurs  y. les  jiiifférentielles  elles-mêmes.  Il  suffit, 
pour  cela^  de  rassembler  tous  les  termes  homogènes  par  rapport  aux  ac« 
croissemens  :  ceux  du  premier  degré  donneront  la  différentielle  première 
divisée  par  i  ;  ceux  du  second^  la  différentielle  seconde  divisée  par  i*^i 
ceux  du  troisième 9  la. différentielle  troisième  divisée  par  i«2«3,  et  ainsi 
de  suite  :  ensorte  que  si  on  avait 

u  -t-  Pdr  +  Qàj 

H-  etc. 
on   en  tirerait 

^  ==  Pdr  +  Qdr, 

^  =  ALe+  Sàxàj  +  Tàf\ 
etc. 
On  voit  que  cela  revient  à  comparer  le  développement  donnée  avec 
la  série  m  + f- 1-  — ^  4"  c^^*  9  ^^  regardant  les  termes  du  pre- 
mier,  dans  lesquels  la  sôu^ne  des  exposans  des  accroissanens  dj?*et 
ày  est  la  même,  comme  homogènes  au  terme  de  la  seconde,  dans 
lequel  l'exposant  de  la  caractéristique  d  est  égaX  à  cette  somme. 

S6.  Pour  ne  pas  tomber  dana  des  calcnls  trop  comipliqnésy  nous 
n'appliquerons  ce  procédé  qu'à  la  fonction  u:ss(a^bx'^c7:^y.  En  y 
substituant  or+dx  an  lieu  de  Xy  elle  deviendra 

{âf  -f-  ijtr  4-  cx^  +  bàx  +  scxdr  -f-  càx^Y ; 

faisant  pour  abréger, 

on  aura  (p+qdx  +  cdx*y  ; 

développant  cette  expression  comme  un  binôme  dont  p  +  çàx  for-^ 
merait  le  prexnier  terme,  on  trouvera 

(p  4-  ydx)'  +  ^  OH-  ydx)'-'cda;*+î^^  (p  -f  ^dr)^- Vdr* 

*  •  2  •  o 
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Une  n^agiffiM  mai]iteii«9t'<]ae'4e  dévdoifqp^r  le^  dâverses  puûi-* 

sances  de  p^qdx;  mais  pour  obtenir  la  différwtieU«  de  Fondce  n  de 

la  fonction  proposée  ^  il  suiBt  de  rassembler  les  termes  qui  seraient 

affectés  de  dx*  dans  le  résultat  final ^  savoir; 

I  %  Celui  qui  est  multiplié  par  dr"  dans  le  développement  àe(p+ (/dx)'. 

r.  Celui  qui  Fest  put  dcc"-*  dans (jE^+yàry-"*. 

3*,  Celui  qui  Fest  past  da**"*  dans.  4« •••...••.  •..(fï-J-ydr/^. 

4*.  Celui  qui  Fest  par  ir"r«  dans. , . . .  (/^-f-ydo?)""^. 

etc. 

En  nommant  A  ^B  ^   C  y  Dy  etc.  les  coefficîens  respectifs  de  ces  pui&* 
sances  de  dr^   il   viendra 

Il  *i.a  '1.3.3  •  J  i.a..*ii^ 

on  verra  aisément  que 

i.a..: »  , 

i>^(r—i  )(r— a). . .  (^wt+»).^.^,  .^.^  >  «(n— 0    P 

°—  i.a !....(n-iy^    ^   ^=^;^?:z^4:T) ^» 

1 .  fl ('1—4/  ^  r(ir— i)(r— n+i.)(f— n+a)  ç>  ' 

n__(r-g)(r— 4)»-  (r-n^é^j  ^^^^^  ^^       .        nÇn— iX«~a)(n-3)(/i^4)(ii^5)        ;.^ 
~i  .2 (»— 6/         *      "^    r(r— a)Cr— fl)Cr— w4-i)(r-r-»+a)Cr— n+3)  <|«  ' 

etc.  .  .     i  ^  T    . .  . . 

substituant  donc  an  lien  de  J^,  B,  Cy  D^  etc.  leur  valeur,  on   trou- 
vera, après  les  réductions, 

n(n^i)(n^a)(n-5)(^-4)(n-5)  çV 

Il  ne  reste  plus  maintenant  qu'à  remettre  à  la  place  de  p  et  de  ^ 
les  quantités  qu'ils  expriment. 

S7.  La  forme  du  résultat  précédent  n  est  pa5>  la  plus  simple  sous  !kir 
quelle  puisse  se  présenter  d"i4;  car  on  peut  obtenir  pour  cett«  diSSi^ 
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reiitieUe>  une  expression  qui  ne  *  contitftndrait  p  que  comme  un  facteur 
commun  à  tous  ses  termes. 

On  transformera  (y!?+9'da:+cdx*)' en/?'ri+-?dj:+^dxM;  eten 

évaluant  le  produit  ^pcy  ontrpuyera  ^'^/^bcX'^^c^x^  i  si  on  retranche 
de  cette  quantité  y*,  ou  (i  +  acjtr)*,  il  viendra  l^pc  —  y*s=4«c  —  **, 
résultat,  indépendant  de  ;i.  Faisant  donc  pour  abréger^  4^-^6*aB;^^ 
on^ura  4;^s=^+?*r  ^^  4^  changera  la  fonction  proqposée  enf 

et  en  mettant  /,   e'  pour  —  ^  ^>  ^Ue  deviendra 
expression  qui  donne  d'abord ^  par  un  premier  déyeloppement,' 

4-:Çzi2Ç^)(,;4Yd^)*^-;^e'»dj:«H-etc. 

prenant  ensuite  dans  chacune  des  puissances  de  i-^ifàx,  le  terme 
qui  serait  multiplié  par  dx"  dans  le  développement  final,  on  trouvera 

rar(fl>^0...(ar~n+0  ,.  .  r  (ar— a)(flr— 5)...(flr— n+i)  ,. 
,\     i.fl .1»    '     •'i      1     .     a (n — a)     ^ 

''  ^  ,  I  '•('•:~0(3^-^(g>^^)^..(ar^-«4-i)  /^  /.  ,     .    { 

^i.a       1     .    a («-4)^  — *  ^®**^*' 


Mais 


fl"p"  * 


y  —  a'-^p""*      a*p*         a*p*         a»p"      9'  ' 

^   ^  a»"4p«-4  "^  a*p4  •""   a"p»   ""^  a"p«      9*  ^ 

etc. 

substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  précédente^  et  faisant  dans  la 
forme  des  coeffiçiens  des  changemens  analogues  à  ceux  qu'on  a  déve-> 


Digitized  by 


Google 


DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL.  t8$ 

loppétf  d-dessus  (  page  i83  ) ,  on  trouvera 

.  rjr^i)    nÇit— i)(ii  -  a)(n— 5)    e« 
*■      I  .  a   ar(ar — 0(ar — 2)(3r — 3)f* 

,(r-.»  (r-a)    n(n-0    . .  (»^5)   ^        ^^^  . 
'  ♦    1,2.3    2r(ar— O'f  (ar— 5)9®    • 

Prenons  pour  cas  particulier  la  fonction  u  =  --;  dont  Euler  s'est 

occupé,  et  sur  laquelle  nous  aurons  occlusion  de  revenir  dans  la  suite; 
nous  ferons  alors 

r  =  — i,    <i=i,     *  =  o,     cp=—  I, 
d  où 

et  il  viendra 

j,       1        I  .Q. .  .nafdx^i     ,    1  n(yi— >i)    .    1.3 nÇri'^i )(n— a) (/i^-*3^ 

*j/IZ:]?^       (i  — j:»)«-^M        a    i'2x*    "^a,4     1   .  a  .  3  .  4x* 
1.5.5  n(n— i)((i— 2)(it-^(«~4)(n— 5) 
^  a. 4. 6  r;a     .    3     .  ,4    .     5     .     bV  ^  ^^' 

Tel  est  le  résultat  aucpiel  Euler  est  parvenu  par  la  voie  de  Tinduction, 
dans  son  Traité  du  Calcul  différentiel,  et  que  M.  Lagrange  a  trouvé 
directement  par  le  procédé  que  nous  venons  d'exposer* 


58.  Les  fonctions  qui  dépendent  de  trois  ou  d'un  {^rs  grand  nombre    Diffàemîaiion 
de  variables  ne  nous  occuperont  pas  long-temps  ,  parce  qu'il  est  facile  dafoncUonarwir 
de  généraliser  ce  quflit  été  dit  dans  les  numéros  précédens  ^  relative-  bre  qadconque 
ment  aux  fonctions  de  deux  variables.  On  voit,  en  eflFet,  que  dans  le  cas  ^«^•'^^• 
où  u  représenterait  une  fonction  des    trois    variables  XyyeX  a.,  on 
tomberait  d'abord  sur  le  développement  donné  n"  26,  en  n'ayant  égard    , 
qu'aux  changemens  de  x  «t  de  jr  j  pour  trouver  ensuite  ce  qu'il  de- 
vient lorsque  z  reçoit  un.  accroissement  représenté  par  /,  il  ne   s'agît 

plus  que  de  traiter  les  quantités  " >  J" »  h~  »  d^>  ^*^*  c^™™^ àes  tonc- 
tionsde  z  seul,  et  de  les  remplacer  psu*  les  séries  qu'on  obtiendra  en  fai- 
sant usage  du  théMipie  de  Tajlor  (n*  20).  Celle  qu'il  Êiudrait  subsli^ 
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tuer  au  coefficient  différentiel  ^S,  a«ra  P®»'  terme  général 


€t  à  cause  <iae|^  est  affecté  du  produit  ^  ^    ^!^] -^  ^^yOxxXxoxi^ 

vera  que  le  terme  général  du  développement  de  la  fonction  u ,  dans 
le  cas  où  les  trois  yariables  dont  elle  dépend,  changent  à-la-fois,  est 
exprimé  par 

daPdy«dx"*  i.a...p  X  i.a. .  .nX  i-a...!»*^ 

En  multipliant  et  en  divisant  ce  résultat  par  le  produit  i  •^...(/?+'ï+'w)r, 
on  pourra  lui  donner  la  forme  suivante  : 

i-.a...  (p-frTj-f-TO)  dafdy'Hlx"  i.a..  .px  i.a,,.n  X  i.a..  .m' 

or  la  dernière  partie  de  cette  expression  est  le  terme  général  du  dé- 
veloppement de  (Z+Âr-f- A)''"*"»'^"*  (Introd. ,  «4)  •  ^^^  formera  donc  le 
développement  du  nouvel  état  de  u  ,  en  multipliant  chaque  terme  de 
eehii  de 

jt+k+h)     ai+k+hy     04-h+hy     ^^^ 

•  1  •  i.a         'i.a.o.        ' 

par  le  coefficient  différentiel  analogue  aux  puissances  dea  accrcâssemeos» 
dont  ce  terme  est  affecté.^ 


Sg;  On  doit  voir  maintenant  que  si  u  représente  une  fonction  d'un^ 
sombre  quelconque  dé  variables  x  yj  ^  Zy  /,et||^et  qu'on  y  substitue 
ar-|- A,  ^-|-A,  a+/,  t^gy  etc.  à  la  place  de  ces  variables,  elle 
pourra  être  développée  dans  une  suite  de  termes  représentés  en  géué^' 
rai  par 

jm.4-iH».p+y^>cr.^  fr»ft"/y   etc. 

éx'"dy''âzFûi'f  etc.  i.a. ,  .m  X !.»•• -«X  !-»•  • -p  X  i.û.  ..ç X  fttc  ^' 

OU,  ce  qui  revient  au  même,  par- 

^niH-nH^^ff-4-ftc.^   Mh^^Ji"*!^^  etC. 
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M  désîgnanlle  coefBcient  de  hrk'lrgf  dans  le  polynôme  A-f-Jt^^rZ+^-f-etc. 
élevé  à  la  puissance  /w -h  /î -^p -f-  7  +  etc.   (  Introd. ,  24  )• 

On  passera  encore  du  développement  de  la  série 

^    ,    (ft  +  ft+Z+g+etc)    j    (h  +  k  +  l+g+etc.y        ^^^ 

à  celui  du  nouvel  état  de  la  fonction  proposée^  en  multipliant  les 
termes  du  premier ,  par  les  coefficiens  différentiels  qui  leur  sont  rçspec;- 
tivement  analogues. 

Il  est  à  propos  de  remarquer  que  la  valeur  du  coefficient  ^rf^Â ^a^àJ^ 
ne  cbange  point  ^  dans  quelqu'ordre  que  se  succèdent  les  différentia* 
lions  mdiquees;  1  expression  dydx^'cUPd^^ etc. ^  P"  exemple,  revient  au 
même  que  la  précédente.  Pour  s'en  convaincre,  il  suffit  d'observer  qu'où 
peut  passer  de  f(a;,  J^,  «,  iy  etc.)  kf(jc-|-A,  j'+'^y  2+^>  H-g",  etc.), 
en  faiisant  varier  successivement  les  quantités  oCy  y  ^  a,  dans  tel  ordre 
qu'on  voudra,  pourvu  qu'on  ait  égard  au  changement  que  chacune  d'elles 
a  éprouvé  en  particulier:  ceci  est  assez  évident,  d'après  l'exemple  donné 
8tir  les  fonctions  de  deux  variables,  v^  27. 

La  même  chose  peut  encore  se  démontrer  en  partant  de  Féquation 

^  =  dî^î  "^  ^^  développant  U  formule  da^n'dy-a.pdt^et^  >  ~^»^ 
dans  le  n""  ^28,  de  manière  à  isoler  deux  différeptiatîons  consécutives, 
parmi  celles  qui  sont  indiquées,  on  pourra  les  permuter  entre  elles  ; 
et  en  répétant  cette  opération,  on  fera  changer  comme  on  voudra,  l'ordre 
des  différentiattons  dans  le  coefficient  proposé. 


40.  En  donnant  à/72,  n,^,  ^,  etc.  toutes  les  valeurs  possibles,  en 
nombres  entiers,  on  formera  les  différens  termes  du  développement 
de  la  fonction  proposée;  et  en  se  bornant  à  ceux  où  les  accroissemens 
ne  passent  pas  le  pr'^niier  degré ,  on  aura 


ehangeant  A,  A-,  /,  g^  etc.  en  do:,  d;*,  djs,  d^,  etc.,  et  retrancl 
la  fonction  primitive  ^,  le  résultat  sera  la   différentielle  première 
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cette  fbnc|;ioii  :   on  aura  donc 

d«==^d^  +  |4rH-gd.-h^d.  +  etc., 

d'où  il  suit  que  la  différentielle  d^ une  fonction  J£wi  nombre  quelconque- 
de  variables^  est  égale  à  la  somme  des  différentielles  partielles  relatives- 
à  chacune  de  ces  variables. 

Quant  aux  dlflferentîelles  des  ordres  supérieurs^  on  les  déduira  suc- 
cessivement les  unes  des  autres  et  de  la  première  ^  et  on  trouvera  entre 
elles  et  les  puissances  du  polynôme  dr-|-d;^4"  d3  +  d/-f-etc. ,  la  même 
analogie  qu'on  a  remarquée  (S^)  entre  les  différentielles  des  fonc^ 
lions  de  deux -variables  et  les  puissances  du  binôme  dr-f-d;^.  Il  suit  de 
cette^nalogie^  que  tous  les  termes  seront  homogènes  en  àxy  àjr  ^  àzy 
dty  etc.  ',  et  du  degré  marqué  par  l'exposant  de  leur  ordre,  et  que 
si  on  substitue  d.r,  ijr,  ds,  d^,  etc.  sl  hy  ky  ly  g  y  etc.,  on  aura  eur- 
core  pour  le  développement  de  u,  dans  cette  hypothèse^, 

,    du    ,    d*u    ,      <î%      ,      ^ 

"  +  T  +  7:^-*-rx3  +  «*^-^ 

ce  qui  fait  voir  que  les  remarques  du  u"*  55  doiveitt  être  étendues  aux 
fonctions  d'un  nombre  quelconque  de  variables. 

Nous  terminerons  ici  ce  qui  regarde  les  fonctions  explicites,  pour* 
passer  à  la  recherche  des  différentielles^  des  fonctions  implicites ,  ou 
données  seulement  par  des-  équations. 

DiffëreBtîaiion     i^i.  Si  OU  a  entre  les  deux  inconnues^J?  ^tj,  Féquation  i(xy  ^)=o; 
5**5^;^^^^^^^^  est  évident  que  la  valeur  de  l'une  d'elles  étant  donnée,  ou  prise 

fonctions  (Tune  arbitrairement,  celle  de  l'autre  sera  déterminée  :  la  seconde  est  donc 
seule  variable.  ^^^  fouctiou  de  la  première ,  et  réciproquement.  Il  suit  de  là  que  si 
X  y  par  exemple ,  reçoit  un  accroissement  représenté  par  h ,  j  doit 
aussi  éprouver  un  changement  subordonné  à  celui  de  x.  Eh  désignant 
par  h  ce  changement ,  qui  ne  peut  être  qu'une  augmentation  ou  une 
diminution,  il  viendra  ^±4'  au  lieu  de^;  mais  comme  le  calcul  Re- 
dresse toujours  les  £aiusses  suppositions  faites  dans  les  signes ,  nous 
écrirons  seulement ^-+- A:,  parce  que  dans  le  cas  où  là  valeur  de^  di- 
minuerait lorsque  celle  de  x  augmente ,  on  trouverait  alors  k  négatif. 

Cela  posé,  les  quantités  x+h  et^-f-A:  étant  de  nouvdlès  valeurs 
correspondantes  de  x  et  de/,  elles  doivent  satisfaire  aussi  à  Féquation 
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proposée,  c'cstrk-clire  qu'on  doit  avoir  encore  f(ar-f-A,  ^H-Ar)  =  o;  mais 
par  l'hypothèse,  or  et  ^  satisfont  à  l'équatioa  primitive  f(a:,^)  =  o: 
la  précédente  ne  renferme  donc  réellement  que  deux  inconnues^  h 
et  ky  dont  l'une  sera  déterminée  lorsqu'on  aura  assigpié  une  valeur 
à  l'autre. 

La  formule  du  n""  S3  offre  le  moyen  de  développer  oette  équation  suin- 
tant les  puissances  de  h  et  de  ki  et  faisant,  pour  abréger  {(x,  j)  ss;  «, 
on  obtient  l'équation 


a       UU    /I       ,     %XltK 

^  dr  1  ^^dy  • 


Au  h    ,   iuk 

^i.aldx»'*   ^  ^  dardj- '**  ^  dj»  *    A 
•f-  etc. 


tnais^  étant  fonction  de  Xy  son  accroissement  k  sera  représenté  par  une 
série  de  la  forme 


i     •    i.a   '    i.a.o    •  ' 


p,  7,  r  désignant  les  coefficiens  différentiels  de^  (aoet^t).  En  substi- 
tuant cette  valeur  dans  Tëquation  précédente,  et  ordonnant  par  rapport 
a  A,  on  obtiendra  un  résultat  de  la  ferme 

dans  lequel  h  pourra  être  pris  arbitrairement;  il  faudi;a  donc  que  l'on 
ail  séparément 

tt  =  o,. 

du    .    du  ^      . 

iî  =  o, 

etc. 

La  première  de  ces  équations  n'est  que  la  proposée  elle-même;  la  se-« 
conde  fait  connaître  ;?,  et  les  autres  détermineraient  successivement  les 
coefficiens  différentiels  des  ordres  supérieurs;  car  il  est  aisé  de  voir  que 
celui  du  second  ordre  ^  ?,  ^^e  commence  a  paraître^  et  au  premier  degrq; 
seulement^  que  dans  l'équation  Q  =  o;  qu'il  en  est  de  même  de  r,: 
dans  l'équation  jRsso,  et  ainsi  de  suite  ;  mais  avant  de  nous  occuper 


^-^ 
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de  ces  dernières^  nous  allons  ieâre  remarquer  la  formation  de  Téqua-* 

du    .    du  ^ 

Si  Ton  y  écrit  ^  au  lieu  de  py  elle  devient  d^abord 


dr   •"  dy  dx  "^      * 
puis  en  multipfiant  par  àx 

du  j      ,    dzf  « 

^dr+g^dr  =  o, 

et  sous  cette  forme  elle  se  confond  avec  la  différentielle  première  de 
la  fonction  u  (29). 

Il  suit  de  là  qae^our  trouver  le  coejfficient  différentiel  du  premier  ordre 
S  une  fonction  implicite  y  ^  donnée  par  une  équation  entre  deux  variables 
X  et  y^  il  fout  dijfferentier  cette  équation  comme  si  les  variables  étaient 
indépendantes  tune  de  VaiUrCj  égaler  ensuite  à  zéro  le  résultat  quon  o5- 

tiendra  et  prendre  la  valeur  de  ^« 

49-  An  lien  de  calculer  immédiatement  Féqfuatitm  Qszo,  j'obserre 
que  la  valeur  de  p  ne  contenant  que^  et  Xy  sera  y  en  vertu  de  l'équation 
fÇxyj)  =  o ,  une  fonction  implicite  de  a:;  et  en  la  représentant  toujours 
^BTpy  le  changement  de  x  en  oH-A  lui  fera  prendre  la  forme  /^-f-^A+etc, 
^  étant  son  coefficient  différentiel  (^i);  le  même  changement  transfor- 
mera j- en  j--+-/ià-|- etc.  Celaposé^  l'équation 

du     .du  .  . 

ài-^^P  —  ^y  (0 

qui  n'est  autre  chose  qu'une  fonction  de  Xyjr  etpy  égalée  a  zéro,  que 
je  représenterai  par  i/=:o,  deviendra,  d'après  la  formule  du  n''4<>9 


+  etc.  ) 


lorsque  les  variables  a: ,  /,  p  prendront  respectivement  les  accroisse- 
mens  hy  k  et  l;  en  substituant  aux  lettres  k  et  l  les  séries 

pk-i^e\c.y       qk^eic., 

#a  {«rmera  l'équation 
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,    ,    /du'    ,    du'        ,    du'    \,  1 

'*+(dr+dy/'+d70^f  =  0, 

+  etc.  > 

tpd,  deraat  avoir  lieu  iadépendamment  ào  h,  donne  les  équations 

1/  =  o, 

du'   ,    dît'        ,    du'  /  V 

S^+d^'^  +  d?^  — ^>  W 

etc. 

La  première  est  l'équation  (i)^  de  laquelle  on  est  parti^  et  la  seconde 
conduit  à  la  valeur  de  ^  en  x,  par  le  moyen  de  celles  de  jr  et  de  p. 

En  y  ëcritant  ^  au  lieu  àc  py  et  ^  au  lieu  de  y,  elle  devient 


du'    t^àu^  dy  j^  du'  àp 
d7"*'^dr"'*- d^  dî  ~  ^' 


puis  ^ 

du'  j        ,    du'  j      ,    du'  j    * 

ar  d^  +  dy  4r  +  ^^  a,;  =  o, 

et  se  confond  alors  avec  la  diflërentielle  totale  de  la  fonction  u'  qui* 
forme  Tëquation  (i). 

Ainsi  pour  former  Péquation  çui  exprime  la  relation  entre  le  coefi^ 
eient  différentiel  du  premier  ordre  et  celui  du  second  ^  il  faut  différentier 
€elle  qui  détermine  le  premier  coefficient  j  en  regardant  ce  coefficient  lui" 
même  comme  une  nouvelle  variable ,  puis  dii^iser  par  dx. 

L'équation  (a)  étant  considérée  comme  une  fonction  ^  àe  x^j-y  p^^ 
q  y  égalée  à  zéro>  conduira  à  une  équation  équivalente  à  àu'z=zOy  qui 
fera  connaître  le  coefficient  différentiel  r  dé  la  fonction  q  y  c'est-à-dire 
le  coefficient  différentiel  da  troisième  ordre  de  la  fonction  proposée  u. 

Oii  voit  par  là  que  les  équations  qui  expriment  les  relations  des  coeffL-*- 
ciens  différentiels  d^une  fonction  implicite  donnée  par  une  équation  entre 
deux  variables^  se  déduisent  les  unes  des  autres  ,  par  des  dfférentiations  suc* 
cessiuesj  en  traitant  chacun  de  ces  coejfflciens  comme  une  nom^elle  variable.- 

45*  Cette  proposition,  suffisamment  prouvée  par  la  marche  du  caU 
eul,  dans  les  cas  particuliers  que  nous  venons  d'examiner,  n'est  que 
Ifindication  du  résultat  que  l'on  obtient  en  différentiant  toute  fonction 
composée  d'un  nombre  quelconque  d'autres  fonctions  dépendantes  de  la- 
même  variable.  En  effet,  si,  dans  le  n**  59  ,  on  suppose  que  les  quan- 
tités jr^  ^y  ^y  etc.  dépendent  de  la  variable  a:,  et  que  l'on  substitue* 
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aux  accroissemens  h  y  ky  ly  g,  etc.  des  expressions  de  la  forme 

dx,    pàx  +  etc. ,    çdx  4-  etc. ,    rdr  +  etc. , 

l'ensemble  des  termes  qui  ne  contiendront  àx  qu'à  la  première  puis*» 
sance^  se  composera  des  termes  ou  les .  accroissemens  h,  A,  l^gy  etc. 
ne  passeront  pas  le  premier  degré  et  ne  se  multiplieront  pas  entre  eux; 
on  aura  donc  encore     ' 

ou  bien 

^  =  S^  +  d^^-^+dI^+dF^  +  ®^^-' 

en  remplaçant  pàx  y  çàx^  rdjCy  etc.  par  les  différentielles  djTy  dz,  dty  etc, 
que  ces  quantités  représentent. 

Il  suit  de  là  que  la  différentielle  de  la  Jonction  proposée  est  la  somme 
des  différentielles  partielles  relatives  à  chacune  des  fonctions  particulières 
dont  elle  est  formée  j  de  même  que  si  ces  fonctions  étaient  des  variables 
indépendantes. 

La  règle  du  n^  g  n'est  qu'un  cas  particulier  de  cet  énoncé;  car  si  on  ûdt 

M  =  xjzt   etc., 
il  viendra 

au  ^=^jrztàx  +  xztàjr  -H  xjtAz  +  jç/jsd^-f-etc. 

44*  Le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre  étant  représenté  a 

lordinaire  par  ^  >  sa  différentielle  sera    J^y  puisque  àxy  tenant  ici  la 

place  de  l'accroissement  arbitraire  h  y  doit  être  regardé  comme   inva- 
riable. Par  la  même  raison^  la  différentielle  du  coefficient  du  second 

^^^^^  de  *^^*  d^*  ^*  ^v[i^i  àté  autres.  Il  faudra  donc  considérer  les 
quantités  Xy  jTy  àjr  y  ày  y  à?jr  y  etc.  comme  autant  de  variables  j>arti«« 
culières,  différentier  l'équation  qui  les  contient  par  rapport  à  chacune 
d'elles  9  et  prendre  la  somme  des  résultats  partiels  (4o)»  Les  exemples 
suivans  achèveront  d'éclaircir  ces  règles  y  et  feront  connaître  la  nature 
des  équations  différentielles.  On  appelle  ainsi  toute  équation  qui  renferme 
des  différentielles  ou  des  coefficiens  différentiels;  et  je  nonunerai  équon 
tiçns  primitives  celles  qui  n'en  contiennent  point. 
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45.  Soîtréquatîonj^»— a/iiJ9^+jc' — a^=:o;  en  difierentianble  pref 
mler  membre  par  rapport  à/  et  par  rapport  à  x^  on  trouve 

2jr^  —  2mjcdjr  —  2mjâx  4-  arda:  s=s  o  ^'  «^ 
ou 

en  supprimant  le  facteur  commun  2.  Si  on  regarde  j^  comme  une  foiie* 
tion  de  x,  on  aura^  pour  l'expression  de  sa  différentielle  ^ 

et  le  coefficient  différentiel  sera 

On  peut  chasser  jr  de  Tun  et  de  Fautre  de  ces  résultats  5  k  Taidede 
Téquation  proposée;  car  en  la  résolvant  on  a  jrz=smx::kz  Va*— ct:*-|-w'x*; 
substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  ày^  il  viendra 

d^rJ-^^f^^'^'^^-^+'^^lda^^  Idx; 

On  voit  aisément  que  les  deux  valeurs  de  d;^  qu'on  tirerait  de  la  sont 
les  différentielles  respectives  des  valeurs  de^  contenues  dans 

Si  9  an  lieu  de  résoudre  l'équation  proposée  pour  en  tirer  la  valeur 
de  ^^  on  avait  éliminé  cette  variable  entre  les  deux  équations 

^*  —  3/iîjcy +0:' —  «•  sa  o  , 
{jr-^mx)  àjr — (mj  ^^x)àx=io  ^ 

on  aurait  eu  d'abord^  en  vertu  de  la  seconde  j 

•^  **"    dy  —  TiuLc    ' 
substituant  dans  la  première^  il  serait  venu^  après  les  réductions^ 
(a:*— a»— m*x*)d;^*— (amaf — a/?ia*~aOT'a:*)dxdy'-^  dx^sao* 
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Getle  dernière  équation  étant  résolue  par  rapport  à  àjr^  donnerait  le* 
valeurs  trouvées  ci-dessus.  On  en  pourrait  tirer  aussi  immédiatement 
le  coefficient  différentiel,  il  suffirait  pour  cela  de  la  diviser  par  dr*;  on 
aurait  alors 

en  dégageant  la  seconde  puissaqce  du  coefficient  différentiel,  exprimée 
par  -^y  il  viendra 

dv*  dy    ,   3C^'^m^x*'-^a*m* 

dx*  àx    •      X*— a*— m*ju* 

46.  U  est  facile  d'appliquer  ce  qui  précède  à  des  exemples  plus 
compliqués ,  ou  dans  lesquels  les  variables  monteraient  à  un  degré  plus 
élevé.  Supposons  qu'on  ait  jr^  — »  Zaxj^  o;^  ss:  0  j  la  différentiation 
donnera 

Zj^ày  —  ^izxàjr  —  Zajàx  +  Sx^ûx  =s  o  , 

et  par  conséquent  %^yZZr 

La  fonction^,  dans  cet'  exemple,  étant  donnée  par  une  équation 
du  troisième  degré,  doit  avoir  trois  valeurs;  et  en  les  substituant  suc« 

cessivemeiil  dans  l'expression  de  ^,  on  obtiendra  un  pareil  nombre 

de  valeurs  pour  le  coefficient  différentiel.  On  voit  en  général  que  ce 
coefficient  aura  toujours  un  nombre  de  valeurs  égal  à  celui  dont  la 
fenction^  est  susceptible  dans  l'équation  proposée  :  il  en  sera  de  même 
à  l'égard  de  la  différentielle. 

Si  on  éliminait  j  entre  les  deux  équations 

j^  —  ^axj  +  ^  =:  o  , 
^dy  —  axà^  —  ajàx  -f-  x^àx  =  o  , 

on  aurait  pour  résultat  une  équation  du  troisième  degré  par  rapport  à 
Aj  ,  qui  renfermerait  les  trois  valeurs  dont  cette  différentielle  est  sus- 
ceptible. 

,47.  Jlyant  trouvé  Texprcssion  de  d^  ou  celle  de  ^,  on  parviendra^ 
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en  diffërentiant  de  nouveau^  à  céUes  de  dy  et  de  ^.  Nous  nous  sein 

virons  encore  de  réquation^'---3^w^  +  jt;'===o.  ..(w)  pout  faire  en* 
tendre  ce  que  nous  avons  à  dire  sur  ce  sujet. 

La  différentielle  première  de  cette  équation  étant  ^  comn^e  on  l'a  TU 
plus   haut , 

jr^d/  —  axdf  — tf/dr+a:*dr  =o. .  •  -(dw), 

pour  passer  à  la  dîfferentieîle  seconde,  îi  feiut,  d'après  la  règle  établie 
n"*  4^9  différentier  par  rapport  à  djr^  a  jr  et  k  x.  En  opérant  ainsi  ^ 
on  aura 

jr^dy  +  yrd^*  —  axdy  —  adjrdx  —  ûdrd;^  M-  2xdx*  ss  o, 

et  en  réduisant  il  viendra 

(jr^  —  ax)dy  +  yrdjr^  —  2adxdjr  +  axdx*  sr:  o. .  ^.(d^u): 

Telle  est  la  différentielle  seconde  de  l'équation  proposée  :   si    on  U 
combine  avec  la  différentielle  première,  on  pourra  éliminer  d^,  et  la 
résultat  donnera  l'expression  de  d^  en  a:,  dr  et^.  On  chassera,  si  oa 
veut,  la  fonction  ^,au  moyen  de  Féquation  proposée. 
En  divisant  l'équation  (d*u)  par  dx*,  elle  prend  la  forme 

(r~^)^H- ^-rS  —  ^aJ  + ^  =  ^> 

et  ne  renferme  plus  que  les  coefficiens  <Cfférentiels  ^  et  ^.  Mettant 
au  lîeu  de  j^*  sa  valeur  2LlI —     tirée  de  (da),  il  viendra 

et  en  réduisant  au  même  dénominateur, 

mais  la  quantité  2xjr^  —  6axy*  •{-  2xy ,  n'est  autre  chose  que 
2jcjr  (^  —  Z(wy  ^-  cr*  )  :  elle  est  donc  nulle  eu  vertu  de  l'équa- 
tion proposée,  et  par  conséquent  on  a  (/*— ajc)'^H-2a'jc;^=w>,d'ou 
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En  dîfférentîant  (d*«)  par  rapport  h  ày^  djr ,  jr  et  x ^  on  formerai» 
difiërenlielle  troisième  (d^u),  et  on  en  tirera  la  valeur  de  d^,  lors- 
qu'on aura  éliminé  dy  et  d;^,  à  Taîde  des  équations  (du)  et  (d*u)  ;  di- 
visant le  résultat  par  dx:%  on  aura  l'expression  du  coefficient  ^.  En 
continuant  ainsi  on  parviendra  aux  di£férentielles  ultérieures. 

48.  Quelle  que  soit  l'équation  uzszo,  ssl  différentielle  première  sera 

gda:+^dr=o, 

et  par  conséquent  de  la  forme 

Mdx  +  Ndjr:=iO} 

sa  différentielle  seconde^  prise  par  rapport  slx^jt  etdjr,  et  en  obser^ 
vaut  que  ^  et  ^  ne  contiennent  point  ày,  sera 

en  de  la  forme 

Pda^^Qdxdjr  +  Rdj^+Ndyz=o; 

la  différentielle  troisième  y  prise  en  différentîant  par  rapport  k  x,  jr, 
d/  et  d^,  sera 

ou  de  la  forme 

Sdx'  +  Tdx'dfJ^-rdxdj^  +  rFdy^^^  dy^Ndy^iy^ 

'et  ainsi  de  suite. 

Toutes  ces  équations  sont  homogènes  à  l'égard  des  différentielles  dej^ 
et  des  puissances  de  dx^  en  comparant  djr  à  dxy  dy  à  dj:\  d^  à  dx^y  etc.  ;. 
par  conséquent  si  on  les  divise  respectivement  par  dx^  dx^,  dx^y  etc.^ 
on  aura  les  relations  qui  existent  entre  les  coefficieos  différeattels ,  et 


^îr+a^tP/  -s  o. 
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9  Tiendra  alors 

etc. 

49*  La  remarque  qne  nous  avons  faite  (8)  sur  les  constantes  <jui 
disparaissent  par  la  dîfférentiatlon  des  fonctions  y  s'applique  égde« 
ment  aux  équations.  Si  on  avait^  par  exemple  ^  ^*  =:  aor  +  6  ^  la  dif- 
férentielle 2jràfr  z=:i  adx  étant  indépendante  de  b,  appartiendrait  à  cha«« 
cane  des  équations  particulières  qui  résultent  de  la  proposée^  en  don-« 
nant  à  b  toutes  les  valeurs  possibles. 

Mais  on  peut  aussi  parvenir,  dans  le  cas  actuel ,  à  une  équation  in* 
dépendante  de  a,  quoique  la  difierentiation  n'ait  pas  £dt  disparaître  cette 
constante;  il  suffit  pour  cela  d  éliminer  a  entre  les  deux  équations 

yzs:  ax^by        ajrd/'=:adxp 
et  on  trouvera 

y*dx  =  2JC)r^  -H  bdx. 

Quoique  cette  dernière  équation  ne  soit  pas  la  différentielle  imniédiate 
àe  la  '  proposée  ,  elle  en  dérive  cependant  de  manière  qu'étant  divisée 
par  àxy   elle  exprime  la  relation  qui  doit  exister  entre  la  variable  x,  la 

fonction  j*  et  le  coefficient  ^^  quel  que  soit  a. 

SI  la  constante  qu'on  élimine  n'est  pas  au  premier  degré  dans  l'équa» 
tion  proposée^  le  résultat  qu'on  obtiendra  renfermera  des  puissances 
de  d^  et  de  dx  supérieures  à  la  première.  Prenons  pour  exemple 
J^^2ajr  +  x'  =  a%-  en  différeatiant  on  trouvera 

j-d;*— ûd^-f-Jcdr  s=o,      d'où,      ûss-î-^î-j- i 

et  substituant  dans  la  proposée,  il  viendra^  après  avoir  ordonné  par 
rapport  a  4r  ^*  cHvîsé  par  dr* , 
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telle  est  la  relation  qui  doit  exister  entre    la  variable  a:,  la  fonction^ 

et  son  coefficient  différentiel  ^^  indépendamment  d'aucune  valeur  par^ 
ticulière  de  la  constante  a* 

En  résolvant  l'équation^'— 2fl^  +  or^sss^l^,.  par  rapport  à  ^^  on 
en   aurait  tiré  

et  a  étant  alors  dégagé  des  variables  a:  et  ^  ^  la  différdntiation  seule 
l'aurait  fait  disparaître  ;  on  aurait  eu 

~dj-±24L+^;«o. 

En  faisant  évanouir  le  radical^  on   s'assurera  que  cette  équation  est  la 
même  que  ceUe  que  nous  avons  obtenue  par  Télimioation. 

5o.  On  peut  faire  disparaître  autant  de  constantes  qu'on  voudra  ^  en 
différentiant  un  nombre  de  fois  égal  à  celui  de  ces  constantes.  Soit 
^'  =  m(<a*--r a:*);  on  aura  d'abord  j^j  ss  —  mxdxi  différentiant  de 
nouveau,  on  trouvera 

substituant  pour  m  sa  valeur  -^^5  tirée  de  la  différentielle  première  ^ 
et  divisant  par  dx*,  il  viendra 

dy  dy*  d"y 

résultat  indépendant  des  constantes  m  et  a. 

Dans  les  différentiations  successives,  il  arrive  quelquefois  que  la  va* 
rîable  qu'on  regarde  comme  indépendante,  disparait  entièrement  de 
l'équation  proposée.  En  effet,  si  cette  ëquation  était  de  la  forme 
YzziuiX'+'by  JT  désignant  une  fonction  de^  seul,  on  aurait  dFi=adr, 
et  à  cause  que  dx  est  invariable,  la  différentielle  seconde  se  rédui- 
rait à  d*F=:o.  L'équation  1^=  ajc*  4- ^o; -|- c  étant  différentiée  trois 
fois  de  suite,  donnera 

dV  =  aaxdx  +  bàx  , 
d^r  =  2aàx% 
d'V  =  o. 
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On  pousserait  ces  considérations  aussi  loin  qu'i>n  voudrait^   sur  des 
équations  de  la  forme  précédente. 

5i.  On  peut  aussi ^  par  des  dîflférentiations  répétées ,  faire  disparaître 
les  fonctions  irrationnelles  et  les  fonctions  transcendantes  qui  seraient 
contenues  dans  une  équation. 

m 

Soit  d'abord  l'équation  ^=  (a*  4"^*)";  si  on  en  prend  la  dififéren« 
tielle ,  on  trouvera 

m 

et  en  mettant  pour  (a* -+■  «s^*)"  sa  valeur  j-,  il  viendra 

- -t     ^_^  Qmyxdx 

m 

résultat  dans  lequel  l'irratîonn^e  (a*^x*y  ne  se  trouve  plus. 

Si  l'équation  proposée  renfermait  un  plus  grand  nombre  de  fonc- 
tions irrationnelles  y  on  les  ferait  disparaître  également  en  differentiant 
plusieurs  fois  de  Suite,  Ce  procédé  est  fondé  sur  ce  que  les  irration- 
nelles contenues  dans  une  équation  se  retrouvent  dans  ses  différen- 
tielles^ mais  à  des  puissances  moindres  d'une  ^  de  deux  ou  de  trois 
unités  y  etc.  y  et  que  par  conséquent  on  peut  les  traiter  comitie  des  in- 
connues particulières  et  les  éliminer^  lorsqu'on  a  obtenu  un  nombre 
d'équations  suflSsant.  Si  on  avait  ^  par  exemple^  P*-+-^Ç"=*^  -P  et  Q 
étant  des  fonctions  irrationnelles  de  x  etdejr,  on  trouverait^  en  diffé« 
rentiant  deux  fois  , 

en  mettant  ces  équations  sous  la  forme  suivante  : 

(*)  Il  est'éyident  qu'en  général  dP  et  dQ  doivent  contenir  x,  jr,  dx  et  dj^;  il 
faut  donc  les  traiter  comme  de  nouvelles  fonctions  de  ces  quantités ,  et  par  censé- 
ment les  diiférentier  à  leur  tour. 
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et  en  les  combinant  a¥ec  la  proposée^  il  sera  fiaicile  d'éliminer  P^  et  Q^ 

53.  A  l'égard  des  fonctions  transcendantes^  il  y  en  a  que  la  diffé* 
rentiation  Êiit  disparaître  immédiatement  ;  l'équation  lP--lQ-f-/£so^ 

par  exemple^  étant  di£férentiée ^  donne  sur-le-champ,  ^— *-^-f-dS=so 
(i3)|  et  se  trouve  par  conséquent  délivrée  de  transcendantes. 

En  général  chaque  différentîation  fera  disparaître  une  transcendante, 
soit  immédiatement,  soit  en  ayant  recours  à  l'élimination. 

Supposons  qu'on  ait  JSsinP+e    cosP  ss  a'  ;  ^en    différentiant  il 
viendra  (ï4,  i5) 

ildPcosP+dJRsinP+e^dÇcosP  —  e^dPsînPss  o  j 

mais  on  pourra  chasser  cosJP  au  moyen  de  sa  valeur  \^i'—sinP^^  et 
on  éliminera  ensuite  sin  JP.  Le  résultat^  qu'on  obtiendra  ne  renfermera 

plus  que  la  transcendante  e^;  et  en  diffisrentiant  de  nouveau,  on  fera 
disparaître  celle-ci  connue  l'autre. 

55.  On  a  vu  par  ce  qui  précède,  comment  une  équation  différent* 
tielle  pouvait  répondre  à  une  infinité  d'équations  primitives;  l'inverse 
a  lieu  également,   et  il  existe  aussi  une  infinité  d'équations  différent* 
tielles  à  chacune  desquelles  la  même  équation  primitive  peut  satisfaire. 
En  effet,  si  on  conçoit  que  Téquation  quelconque  ii=o  soit  résolue  par 
rapport  àj*,  et  que  la  valeur  de  jr  et  la  différentielle  de  cette  valeur 
soient  substituées  dans  dtt=o,  cette  dernière  équation  deviendra  iden« 
tique;  le  produit  Mdu  sera  donc  égal  à  zéro,  quel  que  soit  le  facteur 
My  et  on  aura  la  nouvelle  équation  Mdu  =  o.  On  voit  encore  par  là  que 
l'équation  Mdu»\'Muz=z  o  ne  serait  qu'une  conséquence  de  la  proposée; 
qu'on  aurait  de  même  Md^u  +  M'du'^M'uz=zOy  et  ainsi  de  suite, 
quels  que  fussent  les  facteurs  M  y  M'y  M'y  etc.  J'observerai  cependant 
que  dans  le  Calcul  différentiel  on  ne  rencontre  jamais  que  des  expias- 
sions homogènes  par  rapport  à  dr,  d;^,  d*x,  d^,  etc.  (48),   d'où  il 
suit  que  si  le  facteur  M  ne  contient  point  de   différentielles,  le  fiic- 
teiu:  M'  sera  nécessairement  du  premier  ordre,  le  facteur  M'  du  se*^ 
coud,  etc. 

54>  Lorsque  Ton  a  un  nombre  d'équations  moindre  d'une  unité  que 
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celui  des  variables  qu*elles  contiennent ,  il  y  21  toujours  une  de  ces 
variables  que  l'on  peut  regarder  comme  indépendante  et  dont  toutes  les 
^tres  sont  des  fonctions  implicites.  Soient 


=  o>        V  =  o , 


tkux  équations  quelconques  entre  trois  variables  t^  ^>  ^;  on  pourra  ^ 
par  leur  moyen  y  déterminer  la  valeur  de  deux  quelconques  de  ces  va-^ 
riables,  en  prenant  arbitrairement  celle  de  la  troisième.  Si  on  suppose 
donc  que  la  variable  indépendante  t  devitone  t  +  gy  les  deux  autres 
x,jr  éprouveront  des  cbangemens  tels  qu'en  les  désignant  par  h  et  par  k^ 
il  y  aura  entre  les  trois  quantités  t-^g,  Jt:-f-A,jf+A,les  mêmes  re- 
lations qu'entre  t,  x^  j.  Substituant  t+gy  «^H-Aj^+A:  dans  lesfbnc-* 
tions  u  et  (^^  et  développant^  on  aura  les  équations 


■+•  etc. 


3  +  etc.  \ 

dans  lesquelles  on  pourra  supprimer  les  quantités  a  et  p^  déjà  nulles  en 
vertu  des  valeurs  primitives  tyXyjT}  mais  lorsqu'on  regarde  «  et^ 
conune  des  fonctions  de  f^  on  a 

Mettant  donc  ces  valeurs  dans  les  équations  ci^dessus  y  puis  ordonnant 
le  résultat  par  rapport  aux  puissances  de  Faccroissement  arbitraire  g  y 
et  raisonnant  comme  dans  le  n""  43>  ^^  formera  les  équations  qui 
doivent  déterminer  les  fonctions 

dx      d*x        \  dy      d*y 

^^  dF>    ^*^-       3f^  ^y    ^^* 

Si  l'on  se  borne  aux  termes  affectés  de  la  première  puissance  de  ^ , 
il  viendra  seulement 

Au^^àu  Ax  ^AuAy  ^^  dv^^dv  Ax  ^^AvAy  ^_^ 

équations  qui  ne  sont  autre  chose  que  les  différentielles  des  fonctions 
u  et  iTy  égalées  à  zéro  et  divisées  par  dt. 

Pour  parvenir  aux  équations  doù  dépendent  les  coefBciens  différent 
i.  26 
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tiels  de$  ordres  supérieurs  au  premier^  il  suffira ,  d'aprèa  des  tùnaiûé^ 

rations  analogues  à  celles  des  n<^  4^  ^^  44f  ^  différentier  d'abord  les 

équations  précédentes^  en  y  regardant  -^^  ^  comme  de  noureUes 
fonctions  implicites  de  t,  ce  <pA  introduira  les  coefficiens  -^ ,   ^ , 

puis  de  différentier  les  nouvelles  équations^  en  y  fiûaant  varier  simul- 
tanément les  coefficiens  différentiels  du  premier  et  du  second  ordre  ^ 
et  ainsi  de  suite.  • 

n  est  aisé   de  généraliser  ce  qui  vient  d'ètM  dit^  et  d'en  conclure 
pour  un  nonJbre  quelconque  m  d'équations^ 

u  Z3t  o,      p  ssi  o,      wssïo,  etc. , 

renfermant  m+i  variables  <,  Xfj»  z,  etc*,  que  les  coefficiens  diffé- 
rentiels du  premier  ordre  des  variables  ^^  jr  y  Zy  etc.^  seront  déter- 
minés par  les  di^renlUeUes  premières  des  fonctions  Uy  9y  w^  etc. , 
égalées  à  zéro-  et  divisées  par  àl;  que  les  coefficiens  différentiels  du 
second  ordre  le  seront  par  les  différentielles  secondes  des  mêmes  fonc- 
tions^ prises  en  faisant  varier  dans  la  différentielle  première^  les  quan-^ 

*^*^*  ar^  ^  ^  Û  ^  ^^'*  ^*  ^^^  ^'^  suite. 
55.  Donnons  maintenant  un  exemple:  soient  les  équations 

en  les  différentiant  on  obtiendra 

ydjr  +  atdx  +  axdl  =  o,)  «         Çj^"'^  +  ^^  +  4»  sa  o, 

>  d'où  s       j^  j 

afàx+  ctàjr  +  cjrài  =  o,  J  C^dF  "*"  ^^3?  +  çr  =  ^î 

ces  dernières  donneront  les  valeurs  de  ^  et  ^,   en    i,  x  eï^j}  on 

pourra  ensuite  chasser  x  eijr  au  moyen  des  proposées. 

Différentiant  de  nouveau  y  pour  obtenir  les  relations  entre  les  coeffi- 
ciens du  second  ordre  ^  il  viendra  y .  en  regardant  d^  comme  constant  j 
puisque  t  est  la  variable  indépendante^ 

j^ày  +  yràjr^  +  atà^x  4-  dod/dr  =  o  , 
ar*d*:ir-f-  ardjc*H-  ctày  -|-  ^oàtàj  =0, 
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et  m  AranoU  pur  <i/f  >  on  «un 

ecpuatioiis  qui  aeryîroat  à  déterxniner  -g^  et  .^^t. 

56.  Le  genre  d'équations  ditereotieSes  i{ui;iÀOiift  occupe  pudnteiunt 
est  susceptible  de  remarques  analogues  à  celles  des  n^  49**"^*  ^â 
voit  d'abord  qu'en  combinant  les  équations  uzszOy  p=so,  avec  leurs 
différentielles  du:=:o^  dp==o,  on  pourra  éliminer  trois  des  qpanétés 
qu'elles  renferment^  soit  constantes,  soit  variables.  Ainsi,  dans  l'exemple 
ci-dessus,  on  aurait  pu  cbasser  les  constantes  a  y  6,  e^  et  obtenir  unlK 

relation  uraque  entre  t,  acr^j^X  les  coefficiens  différentiels  5^>  3?>  î^* 
dépendamment  des  quantités  élixmnées.     •  .      iè 

En  joignant  anx  équations  précédentes  les  deux  différentielles  secondes 
des  proposées,  on  aura  six  équations  entre  lesquelles  on  pourra  par 
conséquent  éliminer  cinq  des  quantités  qu'elles  renferment,  et  ainsi 
de  suite. 


57.  Dans  une  équation  à  deux  variables  JC  et  j^,  on  peut  prendre  dii< 
celle  qu'on  voudra  pour  fonction  de  l'autre.  Jusqu'ici  nous  avcms  coii^^^||^j^ 
sidéré^  comme  une  fonction  de  x\  renversons  maintenant  la  question k«éiiMri«M* 
et  regardons  x  comme  ime  fonction  de  j^.  La  différentielle  de  l'équatioa 

11=:  o  étant  représentée  de  même  que  dans  le  n""  4^ ,  par  Màj3t*\-N^^r=^sù^ 

on  en  tirera  toujours,  en  divisant'par  d.j^  ilf  j-  -4*i\^=:o;   mais  alors 

j-  exprimera  le  coefficient  différentiel  de  la  fbncâon  x,  et  sa  valeur 

sera  l'inverse  de  celle  du  coefl^^it  ^,r4^tifàl'hJpothèsedeJ^fonc*- 
tion  de  X.  n  suit  de  là  que  l'on  peut  prendre  indifiifrenmient  la  première . 
ou  la  seconde  des  deux  quantités  dr  et  df ,  pour  un  accroissement  indé« 
pendant,  et  l'autre  pour  une  différentielle  :  par  la  première  hypothèse  on 
conisidère^  comme  fonction  de  a:,  et  par  la  seconde,  x  comme  fonction 
de^.  * 

58.  Ceci  nous  offre  le  moyen  de  tirer  des  équations  différentielles 
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obtenues  dans  le  n*  i5,  entre  Tare  àc  cercle  et  le» diverses  1^06S  tri- 
gonomëtrîques  ^  l'expression  de  la  différentielle  de  cet  arc,  en  fonction 
de  chaque  ligne  trigônométrique  et  de  son  accroissement. 
L'équation  ^ 

d«sinx  =  d^rcosx 
donne  d'abord 

1     ^_^  d . m  X  d.sinjf  -  ^ 


co8«  l/l—ainae** 

et  si  l'on  y  fait  smx=:jr,  il  tn  résultera 

dr=:-JL=: 

L  équation 

d;cosar  5=  —  dr  sîn« 

conduirait  de  même  à 

en  Êiiamt  coso:  ==^;  et  on  la  transformerait  par  le  sinus  verse  y  en  j 
posant /;=  i  — a  ,  puisque  sin.  ver.  x=zi  —  cosx;  il  viendrait  alors 

j  d«  • 

QX  C= 


Par  l'équation  d.tangx=: — ^,  on  a 


et  en  observant  que 


,  on  a 
àx  zsz  cosx^d.iaaxgx; 


cos  a:  =  -1 —  rs 


•éca?         |/i+tanga;** 

on ,  en  déduit 

A  d>tangx  dz 

-    •    '   •  -,  '^  i  +  tang  i*  .      1  -(-  s' ^ 

si,  pour  abréger^  on  fait  tangx=i2« 

Avec  ces  formules  on  peut  différentier  une  fonction  quelconque  dua 
arc  de  cercle  et  de  ses  lignes  trigonométriques» 

Soit,  pour  exemple, 

X  ===  arc(sîn=:!2a  V^i — w*), 
expression  par  laquelle  on  indique  lare  de  cercle  dont  le  sinus  est 
lu  Vi— "*>  ^  éiSLUi  la  variabk  indépendante*  On  fera  d'abord 

aiis/TZI7?=j.,        d'où        dr  =  2Ëîfii^2?.*). 
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et  comme  dv^B-rs^-s.  il  viendra    , 

QX  = 


\/l—ii* 


59.  Si  Féqnation  Màx'^NAy^ss^o  est  également  la  difFére&tielle  de 
la  proposée^  soit  qu'on  regarde^  comme  iS^nction  de  x^  ou  x  comme 
fonction  de  jy  parce  que  pour  y  arriver  on  a  opéré  de  la  même 
manière  par  rapport  à  chacune  de  ces  quantités  y  il  n'en  est  pas  de  même 
à  l'égard  de  la  différentielle  seconde.  Lorsqu'on  regarde  x  comme  dé* 
pendant  de^,  alors  il  fiiut  différentier  iHfdx+iV^df  =  0  par  rapport  à 
y  y  X  et  do:^  et  on  peut  traiter  d;^  comme  un  accroissement  arbitraire 
et  constant^  puisqu'il  appartient  à  une  variable  indépendante.  En  opé-* 
rant  ainsi  ^  on  trouve  un  résultat  de  la  forme  ** 

itfd*a:  +  PdxV+Çdrd^-H-Rd7*  =  o , 
ou,  en  divisant  par  dy*, 

é<piation  qui  exprime  la  relation  des  coefEciens  différentiels  ^^  et 
g^  de  la  fonction  x.  Si  on  la  compare  avec  sa  correspondante  dans  le 

n*  48,  on  verra  que  les.  trois  deniers  termes  de  l'une  sont  les  mêmes 
que  les  trois  premiers  de  l'autre,  et  que  la  différence  ne  consiste  que 
dans  les  termes  Mà^x  et  Này ,  dont  le  premier  est  particulier  à  l'hy- 
pothèse de  X  foRClion  de^,  et  le  second  à  celle  de  jr  fonction  de  x. 
Les  quantités  M  t\.  N  ne  se  trouvent  a-la-fois  que  dans  la  différentielle 
première;  et  par  conséquent  si  on  ne  connaissait  pas  cette  différen- 
tielle, et  qu'on  n'eût  sous  les  yeux  qu'ime  des  différentielles  secondes  , 
celle  qui  est  relative  àj^,  par  exemple,  il  semble  qu'on  ne  pourrait pas^ 
en  ^ déduire  l'autre,  puisque  rien  n'indiquerait  le  terme  qui  devrait  rem- 
placer Này  ;  m.ais  on  lèvera  cette  difficulté  en  faisant  usage  de  la  re- 
lation qui  existe  entre  les  coeffieiens  différentiels  pris  dans  l'une  de» 
hypothèses ,  et  leurs  correspondans  dans  l'autre. 

Nommant  p,  q,  r,  ^.  les  coeffieiens  différentiels  de  la  fonction/. 
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et  p' ^  (fy  /^  etc.  ceux  de  la  fonction  x  ^  nous  aurons  {4^  ^'} 

à)r  =  pàx  )  f  dr  =3  ^dy 
àp=^  i}àxi  \èp'=z  <fàf 
d^  ss  itLc  (  ^  1  d/  =  Kdjr 
etc.  3       (  ®^^* 

Déjà  pour  le  premier  ordre  nous  aroits  troa^e 

,  "  >  Oïl  < 

itf2î  +  iV  =  o^        ^  iMJ^'+iV^   =0. 


D  suit  de  Ik  que 


;>'  =  -,  Ou;^>=:i. 


Mais  puisque  ;^"est  implkxtement  ime  £metioB  étit^p'  sera  siun 
une  fonction  de  a?^  on  aura  donc  d^^;=d.-  =  — ^;  mettant  pour 
Ap^  et  dp  leurs  valeurs^  prises  dans  les  équations  précédentes  y  il  viendra 

d'où  on  tirera 

a  cause  de  ^  =  ~  :  on  aura  donc  l'expression  de  ^^  lorsque  celles 

de  p  éiàkq  seront  connues  ;  et  il  en  résultera  aussi  çss  --»  /;?'•  Substi** 
tuant  cette  taleur  dans  la  a*  équa^n  de  la  pag.  197,  qui  renent  à 

on  en  déduira 

remettant  ^  au  lieu  de  /?,  ~  an  lieu  de  7%  on  trottven 

et  en  multipliant  par  dj;%  on  obtiendra 

Pàx*  H-  Çdrdy--!-  Jldj*— .iV^^d^x  œ  o  : 
^elte  équation  est  équivalente  à 
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tomme  on  pènt  s'jen  assurer  en  chassant  JVàfr  k  Tûde  de  Màx-^Ndfizaso. 

L'équation  ^zsz^^^,  nous  donnera  d/=5  —  d .  ^ ,  puisque  p  ,  q 

et  par  conséquent  p^j,  sont  des  fonctions  implicites  de  x.  En  effectuant  la 
différentiation  indiquée  dans  le  second  membre  >  et  mettant  an  lieu  dt 
àtf\  àpy  dq,  leurs  valeurs  ràjr^  qdxj  rdr^  on  trouvera 

Celte  marche  est  facile  à  continuer  pour  les  ordres  supérieurs ,  et  on 
verra  peut-*étre  avec  plaisir  comment  on  peut  arriver  aux  mêmes  t*é- 
sultats,  en  partant  des  développemens  dont  les  coefficiens  p,  ç ,  etc.  , 
p\  ^,  etc.  Urent  leur  origine* 

6cK  II  soit  de  k  fiaisoa  qui  edste  entre  les  taleuiv  èe  x  et  de^^  que 
lorsque  x  prend  un  accroissement  h^jr  éprouve  un  changement  k  re- 
présenté par  la  série  ^  +  77;  +  7^^  +  etc.;  par  la  mâme  raison  jr 
devenant  jr 4. A,  x  éprouvera  un  changement  représenté  par 

T+h  +  ro  +  ^'^-J 

on  aura  donc 

X     '    i.a    •    i.a.3    •  ' 

1      '    i.s        i.a.3    *-  ' 

selon  qu^on  voudra  développer  par  rapport  à  £  ou  par  rapport  a  A  ; 
mais  en  faisant  usage  de  la  méthode  du  retour  des  suites  (Ihtrod.  58)^ 
on  déduira'  de  la  première  série  une  valeur  de  h  ordonnée  suivant  les 
puissances  de  A  ^  et  il  viendra 

p  /ri. a    '         p*       i.a.o    ' 

Comparant  ce  résultat  avec  la  seconde  série  ^  on  aura 


ï^ 


1 


p' 


j 9 

été. 
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.  Au  moyen  de  ces  valeurs  on  trouvera  tous  les  cbeffiGiens  dMBfren* 
lîels  relatifs  à  x,  lorsque  l'on  connaîtra  ceux  de^;  et  on  pourra  trans- 
former une  équation  différentielle  formée  en  regardant  j^  comme  une 
fonction  de  or ,  en  une  autre  où  x  soit  regardé  comme  une  fonction 
àe  jTy  et  réciproquement, 

6i.  Les  calculs  précédens  peuvent  avsài  s'effectuer  immédiatement 
avec  la  notation  différentielle^  en  partant  de  Téquation 

àx  _^  1 

• 

et  en  la  diffe'rentiant  -  avec  l'attention  de  regarder  dans  le  premier 
membre  àjr  comme  constant,  et  da;  d«Qs;le  second.  On  tronTe  ainsi 

etc. 

et  si  on  tiré  de  là  les  valeurs  de  d^,  d^,  etc. ,  on  aura  les  exprès* 
sions  qu'il  faut  substituer  à  la  place  de  ces  différentielles^  dans  une 
équation  y  ou  dans  une  quantité  où^  est  regardé  comme  une  fonction 
de  o:^  pour  la  changer  en  une  autre  où  or  soit  regardé  comtme  une  fonc« 
tîon  de^. 
11  viendra 

etc. 


62.  Les  deux  variables  x^jy  rendues  dépendantes  de  t  par  les  équations 


(*)  Si  on  a  suivi  Vesprit  de  la  notation  convenue  dans  le  n*  20 ,  on  n'aura  pas 
de  peine  à  comprendre  que  à'y*  est  la  même  chose  que  (d^)%  et  qu'en  général 
dy  indique  (d'Iy)"*. 
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«eb;  ^±9  0s(S4)  9  's^^  lî^^s  iWii^iicitement  entre  elles^  puisqiie  si  Toa 
éliminait  t  entre  ces  équAtions,  il  en  résulterait  une  relation  entre  Jc  et 
j  seulement;  on  .peu^  donc  regarder  l'une  de  ces^  dernières  comme 
fonction  de  l'autre^  ,et  chercher  en  conséquence^  ses  coefficiens  diffé- 
rentiels. Je  vais  montrer  comment^  sans  faire  l'élimination  indiquée  , 

on  les  obtient  en  les  exprimant  par  les  coefficiens  '^9  ^9  â^  >  "^  9  ^te- 
4ms  lesquels  <  eat  la  variable  îndepei^âa|ite. 

Concevons  d'abord  que  cette  élimiikation sôit  effectuée,  et  qu'au  lieu 
des  équations  proposées  on  eri  ait  une  entre  ^  et  ^,  et  une  'autre  entfe 
X  et  L  Par  ce  moyen,  on  pourra  regarder^  comme  fonction  de  a: y 
X  comme  fonction  de  ^;  et  si  on  désigne  par  p,  (fy  etc.    les  coeffi'- 

ciens  différentiels  ^  ^  j^  >  ^^c.  (21),  pris  eu  regardant/-  comme  fœicr 

tioa  de  â:,  il  viendra,  d'après  le  n"*  :ix. 


d'où 


dy  ^^_  ^  dx  ^_^     àx         dp dp  dr djc 

S— ÉdT^'^dr»   *dr~diaF  — ^dr>  ^^^-^ 

dy     •  dp 

P  — dx>       y  =  3C>  ^*^-> 

àt  37 

OT^et^    étant   considérés    comme  des   fonctions  de  r,  on  aura, 
tn  différentiant  la  fonction  qui  exprime/?,  et  divisant  par  d/, 

dr  ày       dy  d*jc  dx  d^      ày  d*^ 

dp        a?  dt*  ""eu   d?"  j,   .  d^  a?       At   dt» 

a?= a? ^    ^^^    ^=? — a^r — • 

J«  ferai  remarquer  d'abord  que  l'on  peut  supprimer  d/  dans  les  ez*^ 
pressions  de  ^  el  de  7,  pourvu  que  Ton  se  souvienne  que  les  différen- 
Valions  indiquées  sur  les  lettres  x  et  /  se  rapportent  à  la  variable 
indépendante  ^;  et  de  cette  méinière  on  trouvera  seulement 

/'  =  di^ 

^         »   j/^y\        djt?d*y— dyd*a:. 
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Il  est  hcîh  dç  wir  ^.u'efir  apérapt  ciOKWw  ^•^de99us  >  ont  obtieBtdva 
de  mêmç  .        . 

I 

et  en  suivant  cette  loi^  on  eupânwra  p<^ur  tel'  ordve  q«'ôtt  ^rattdn ,  p«r 
lee  coeffici^ns  difleiwitieU^  de  or  et  de  j"  j  pris  rektivement  «  U  variable  i, 
ceux  dejTy  pris  reletiTevent.  à  ji?,  eu^  aj^apt  l'atteoti^  Ai  Cmm  varier 
8Jim.i4t4néEae9:t  4^^  d^  ^  toutes^  len»  diffe^eptieUee. 

'    êi.  Lm  eotffkitfBÈ  différentiek^y  ^,  ^y  elc.^  seront  exprimes 

immédiatement  en  x  etf,  toutes^leS  fob  qtte  hÂs  éqttatîons  proposées  se- 
ront de  la  forme 

puisque  leurs  différentielles  premières  é^t  de  la  forme 
Mdx  +  ^^  =1  di,...  if'dx 4-  N'àjf:=dt, 

où  M  y  Nj  M'y  N'  ne  contiennent  que  jc  et  j^ ,  donneront  g^ ,  ^ , 
independarooicnat  de*  t. 

Si  on  difiereutie  les  dernières  équations  ci-;-dessuS|  avec  Fattention 
d'y  faire  varier  en  même  temps  dr  et  d;"^  et  de  regarder  d^  comme 
constant^  lee  résultats  seront  de  la  forme 

Péx^  -^  Qdrd;^  -fr  Rdfy*  -+-  Mà^x  -f-  Nà^f  =  o, 
JP'dx»  4p.  Qàxàj  4-  /fd^^-J-  ilf'd»x4-  iV"d^=  o> 

et  se  cbaiigelro«rt  em 

lorsqu'on  les   divisera  par  d^*;    il  est  visible   qu^alors  Wi   en    tirera 
3F^  ^,  en  fonction^  de  ^xJ'x^j  ^i  ^*  P»  conscient  ea  £otx€> 
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Gaffée  je j^rât/ ttds,  m  qtddmuiéra  |iir^Ubtiiattikf  loMtîotis  de  a; 
€t  de  y  pour  les  coefficiens  différentiels  p^  7i  /*>  ^te.  reialîÉs  à  a:tcwi«< 
sidéré  comme  variablt  itt^épendàslt. 

U  est  bon  de  remarfiler  que  pnis<{ii'oti  ptat  tonjonrs  chasser  t  de 
Tune  des  équations  proposées^  en  laretranchànt  de  l'autre,  la  forme  qiie  je 
leur  ai  donnée  d-dessus  retient  au  ibiid  &  prendre 

F(x,/)==o,        F'{x,j)^u 

64*  €eci  conduit  à  montrer  conmieAt  on  peut  diffiérentier  une  équa- 
tion  quelconque  à  deux  Yariables,  en  ne  prenant  point  ^ur  yatiàblé 
indépendante  l'une  d'elles ,  mais  une  fonctioû  quelconque  de  toutes  deux, 
et  comment  on  wprinie  par  ce  moyeb,  taj|ties  ^effii^ens  différentiels 
relatifs  à  cette  dernière  yariabl^^  que  ceux. qui  se  rapportent  à  l'une 
des  premières.  Le  ti^  précédent  fournît  ëvidemment  pour  t€i  olifet  la 
r^e  suivante. 

âS'^'^  dans  un^  é^OéM^QnVzssi^j  enàrûH  tetj,  on  veut  ptenAe  pé»  va- 
riable indépendante  une  fonction  quelconque  V  de  tl  et  de  y,  il  faut 
considérer  simultanément  les  équations  V=o^  U=:t,  et  faire  varier  toutes 
les  différentielles  des  deux  variables  it  ety:  enchâssera  dx  ou  dy^  à  Paide 
de  t  équation  dU  =  A  >  ensuite  d^  où  d^fypar  t  équation  </*U=  o^  oûj 
ce  qui  revient  au  même,  en  faisant  dV  constant;  et  on  poOMuivm  dé 
même  pour  les  ordres  plus  éie$fés. 

,  De  cette  manière,  on  ne  laisseta  dans  cbâc^è  diiterentielle  de  féqua- 
tion  proposée,  que  les  coefficiens  différentiels  d'une  seule  des  fonc- 
tions.^, y,  pris  par  rapport  k  là'  âcnlvelle  v^abte  indéjpreiiSaiite  f,  et 
exprimée  par  l'autre  fonction. 

Dans  l'usage  que  l'on  fait  de  cette  transformation,  on  ne  connaît  pas 
toujours  l'expression  primttrre  27,  mais  se«deiiMietit  sa  difierentielle , 
«nsorte  qu'on  n'a  que  l'équation  d27s=;  àt^  qui  suffit  pour  l'éliminatioa 
des  coefficiens  différentiels. 

Soit  pour  exemple 

F=:  x^  +  xy  +^*  =?;  Q,      ^Û  ^  \/£^^i^::pil^y 

en  différentiant  deux  fois  de  suito  l'équ^itio»,  ^=0,  et  £aiisant  varier 
dr,  aussi  bien  que  ày^  on  obtiendra 

(M?4-^)daî4.(!îf4--r)«^aBO  (i),    • 
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à  quoi  il  hnàn  joûttlre  l'ëqualion  di7=sbd<  et  m  dUKrentiette  première ^ 

oc  qm  doiiMra  .  v       .       ' 

\/d3c»4-d^*œ5d^        (5), 

da:d';r-4-^d^s::o        (4).    ' 

La  combinaison  des  ëqnatioos  (i)  et  (3)  fournira  le«  expressions  de  dr 
et  de  àyi  on  en  tire  d'abord 

d'où  il  résulte  ,. 

L'équAtiou.  (4)  doi^çit   d»vCs== ^^^  change  Téquation  (a)  en 

ado?* -f* adrdf  H- ady*  — (aa?+j^)  '^rH^(yH*a?)  dy s=;o, 
de  laquelle  on  tirera 


et  on  annt  ensuite  « 


Cela  ûât^  si  l'on  substitue,  dans  ces  dernières  valeurs  celles  de  d;^  et 
de  àxy  qui  sont  de  la  forme  d^=inàty  àxis=zni^^  il  TÎendjra 

."****.  (ax  +  j]fn  -^  (ay+ar)  m  ^     \      '    . 

Ainsi  les  calculs  précédens  conduiront  à  exprimer^  par  i^s  fonctions 
de  X  et  de  j^,  les  coefficiens  fifiTérentiek 

fe      cjy      d^      Ay 

relatifs  à  la  i^ariable  indépendante  t  y  doimee  seulement  par  la  relation 
de  .s^  différevakJle  avec  telles  dej  ces  mêj^es  foncti<ms» 
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65*  f&iOn  demandait  les  coefficiens  diâërentiels  de^  considère  comme 
fonction  de  or,  en  vettn  de  la  setile  équation  ^=0,  il  ne  serait  paa 
nécessaire  de  poser  à^xz^o  dans  l'équation  (a)^  pour  la  ramener  à  la 
fonais  des  différentielles  secondes^  dans  lesquelles  on  regarde  une  des 
variables  comme  immédiatement  fonction  de  l'autre  ;  il  suffirait  de  com- 
hîper  .avec  le&  équations  (x)  et  (a)  les  expressions  de  /^  et  de  q,  trou- 
vées dttis  le  n''  62.  . 
On  aurait  en  premier  lieu 

puis  Téquation 

^= ^dx?"^      >     donnant 

réquation  (a) ,  en  y  £sdsant  cette  substitution  et  rassemblant  les  termes 
multipliés   par  d*x,  deviendrait 

^dx^'^^adjc^djr  +  !idxdj^  +  (2jr^x)qàx^  '      1  

où  le  multiplicateur  de  d\r  s'évanouit^  en  vertu  de  l'équation,  (i);  et 
divisant  en^fdte  par  dir^  on  trouverait 

adr'  4-  ^dxàjr  +  ady:*,-+*  (ijr  -4-.  x)qdx^  =  o, 

équation  qui  est  précisément  la  même  que  celle  qu'on  aurait  obtenue 
en  £dsànt   dix  constant ,  et  en  écrivant  qdx*  au  lieu  de  dy. 

66,  Cet  exemple  montre  qu'il  n'est  pas  nécessaire  dé  "coimsltre  la 
relation  qui  lie. les  fonctions  x  eij^  à  la  variable  indépendante  t^ 
pour  parvenir  aux  coefficiens  différentiels  de  l'une  de  ces  fonctions  ^ 
rapportée  immédiatement  à  l'autre  ;  et  les  calculs  offrent  alors  cette  par* 
tkrularité  remarquable,  que.  les  deux  variables  a?  et  ^,  et  leurs  diffé-* 
rentielles ,  j  sont  traitées  de  la  même  manière  dans  tous  les  ordres  , 
ce  qui  rend  les  formules  plus  symétriques,  ainsi  qu'on  le  voit  encom-» 
parant  l'équation  (a)  à  celles  du  n*  4^.  Quoique  je  ne  me  sois  occupe 
ci'dessus  que  d'un  exemple  particulier,  on  s'assurerait  par  le  même 
procédé,  que  la  même  chose  a  lieu  k  l'égard  d'une  équation  quelconque 
à  deux  variables  et  dans  tous  les  ordres. 

Un  avantage  proiHre  à  la  différentiation  ^  oàJ'on  hk  ainÂ  varier  les 
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différentielles ,  e^est  qu'elle  conduit  à  des  résuluts  où  Ton  peut  établir 
telle  hypothèse*  qu'on  voudra  sur  la  liaison  des  variables  x^jr,  «t  regarder 
à  Yokmté  la  prenûèie  comme  fonction  de  la  seconde^  ou  cdW^  comme 
fonction  de  l'autre;  seulement  il  &udra,  pour  ibrmer  l'expression  des 
coefficiens  différentiels  p!,  /,  /,  etc-  (5g)  relalifr  à  l'hypothèse  de  x 
fonction  de /y  changer  xcnjr,  et  vioe  versa,  dans  les  expressions  de 
Pf  (fy  r,  etc.  du  n*  62.  Par  ce  moyen  l'équation  du  second  ordre 

Pdr»  +  Qdrd/+  Rdj^  +  Mà'x  +  iVd'^  =  o, 

par  exemple  y  donnera  ç  ou  ç\  selon  qu'elle  sera  combinée  avec  Tune 
ou  l'autre  des  formules 

y;=j-dr^W^V,4y»^, 
I  7  do;     \dx/  dzr*  ' 

67.  On  peut  vérifier  aisément  que  les  quantités 

mises  dans  l'équation  q^p^^=^o^  obtenue  dans  le  n*  Sg^  la  rendent 
identique^  indépendamment  des  différentielles d^  et  d^x,  qui  demeurent 
indéterminées  >  tant  qu'on  n^assigne  aucune  relation  entre  x^jr  et  la  va« 
riable  indépendante  t ,  implicitement  contenue  dans  celles-cL  Aussi 
érouverait-on  f  ^  si  l'on  cherchait  ce  que  signifient^  dans  cette  forme 

de  differentiation ,  les  expressions  ^  ^  ou  j^  ^  dont  l'une  marque  le 

cOefiScittnt  différentiel  du  second  ordre  de  jr  considéré  comme  fonc« 
tion  de  X,  lorsque  dx  est  constant^  et  l'autre  celui  de  x  considéré  comme 
fcmction  de  /,  lorsque  é^  est  constant. 

En  effet  y  lorsqu'on  regarde  xetjr  comme  \de8  fonctions  de  ^^  et 
que  ToB  différeutie  suirant  cette  hypothèse^  les  expressions 

dy ^  <ï^  dr  /  dy 

il  vient 

tinmt  de  là  les  valeurs  de  d*x  et  d^^  et  mettait  ç  et  ^    pouf 
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^el^,  a  vient 

expressions  qui  deviennent  f ,  en  yertu  des  rehtîons  tronY^es  dans 
les  n~  59  et  60,   entre  p,  p\  y  et  /,  des<]ueUes  il  résulte 

v^pp'=o^        94.;>V=:o,        /4./»y  =  o. 

68.  n  est  visiUe  que  si  Ton  substitue  U  Taleur  de  ^  du  n*  66, 
au  lieu  de  ^>  dans  une  équation  diiTérentielle  du  second  ordre ,  où  d2r 

tat  supposé  constant^  eticells  de  (jf  au  Ueu  ^  grri  ^^^  le  cas  où  ce 

«era  d^*  que  Ton  a«ra  £nt  eonstant^  le  résultat  sera  éqmvalent  à  celai 
qa'cHL  aurait  ofatomi  en  fûaaait  Yaricr  à-«la*fek  Xjjy  àx,  4^;  L'équation 

par  exemple,  deviendra^ 

On  pouM  esiRiite  établir  leHe  dépendance  qu'on  voudra  entre  iT  ,  j  et 
une  fonction  quelconque  t  de  ces  variables^  et  même  traiter  à  yolonté  x 
comme  fonction  de^,  ou  j*  comme  fonction  de  jt  f  car  dans  le  premier* 
cas,  c'est  joindre  à  l'équation  proposée  l'équation  auxiliaire^  =:  t  (64)^ 
qui  donne 

dans  le  second,  c'est  prendre  a:=:l,  d'où  il  résulte 

àx=:âl,      d*xs=o,       y  =  g^ 

ce  qui  s'accovde  avec  les  n""  4^  et  Sgw 

Il  en  sera  de  même  de  toute  équadoir  différentfdlle  d'un  ordre  queF* 
conque,  obtehtre  en  regardant  une  des  variables  comme  fonction  de 
Fautre,  el  ramenée  à  ne  contenir  que  des  coeflSciens  différentiels  de  lâ 
première;  il  suffira  d'y  supposer 
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etc. 

et  de  faire  varier  simultanément^  dans  chacune  des  différentiations  in- 
diquées^ d^*,  dr  et  toutes  leurs  différentielles (ôa).  On  pourra  ensuite 
lier  les  variables  x  et/  à  tdle  fonction  que  Ton  voudra^  en  prenant  con- 
venablement l'équation  subsidiaire  d(7=:d/  (64)* 

6g.  On  a  déjà  vu  dans  les  n**  4^  ^^  ^y  coiàment  toute  équation  diJ^ 
férentielle  à  deux  variables  dans  uti  ordre  quelconque^  formée  en  re- 
gardant une  des  variables  comme  £3nction  de  l'autre,  pouvait  se  ramener 
à  ne  contenir  que  des  coefiiciens  différentiels.  U  est  aisé  de  voir  aussi 
-que  toute  expression  différentielle  relative  It  la  même  hypothèse,  et 
homogène  suivant  la  remarque  du  n""  4^^  prendra  la  forme  Vàûif^ , 
V  étant  une  fonction  des  variables  et  des  coefficiens  différentiels  seuls, 
m  étant  l'exposant  de  Tordre  de  la  fonction;  car  un  terme  quelconque 
de  cette  fonction  étant  représenté  par 

PdxVd^jW--..     deviendra    p///. . . .  cLc*^'^*'^'''*"  '  V, 

lorsqu'on  y  remplacera  les  différentielles 

d;^,     d*j,     d^  .  • . .     " par      pàxy    ydr%    rdr*. . .  •  ; 

et  comme  l'homogénéité  de  l'expression  exige  que  la  somme  des  ex- 
posans  ot  +  ]8  +  2;^  +  5£r -J-  ....  soit  la  même  dans  tous  les  termes^ 
il  est  évident  que  si  on  la  désigne  par  //i,  là  formule  aura  dr~  pour 
&cteur  commun  à  tous  ses  termes,  qui  ne  contiendront  en  outre  que 
les  variables  x^y  et  les  coef&ciens  différentiels^,  y,  r,  etc. 

Il  suit  de  là  que  toute  expression,  différentielle  fractionnaire ,  dand 
laquelle  le  numérateur  est  de,  même  ordre  que  le  dénominateur ,  et  où 
Ton  a  fait  do:  ou  d;^  constant,  ne  dépend  implicitement  que  des  seuls 
coefficiens  différentiels,  puisque  d après  ce  qu'on  vient  de  lire,  il  çst 
possible  de  donner  à  ses  deux  termes  la  forme  /^dr"  et  Vàx^^n^  q^i. 
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la  réduit  a  ^^^les  fonctions  f^  ef  f^  ne  contenant  plus  que  x^y  et 

les  coeffiçiens  diâférentiels  de  Tune  ou  de  l'autre  de  ces  yariables. 
J'en  donnerai  pour  exemple  les  expressions 

ard^         >  dwi*;/       ' 

qui  deTiennent  respectiyement 

xq        ^  q       ^ 

lorsqu'on  y  fait  d;^=;?4r,  d^ssydtr». 

Sous  cette  dernière  forme  il  est  £icile  de  Içs  changer  en  d'autres 
où  X  et  7*  étant  considérés  comme  dépendant  d'une  autre  variable, 
dr  et  d^-  varient  à-la-fois.  Par  la  substitution  des  valeurs  de  p  et 
de  ç  rdatives  à  cette  hypothèse  (6^),  on  obtient  pour  la  prenûère, 

'     djcd^— dy^x  '^  j^(dxd^  —  dyd*a: )  • 

et  pour  la  seconde 

djd'y  — dyd>jc  ""  dad^— dyl»x^ 

résultat  où  l'on  peut  maintenant  prendre  pour  constante  cdle  qu'on 
voudra  des  deux  différentielles  djr  et  dx,  ou  établir  telle  autre  dé« 
pendance  que  Ton  jugera  convenable. 

70.  Après  avoir  reconnu  la  possibilité  de  transformer  en  coeffiçiens 
différentiels^  et  de  généraliser  ensuite  lai  liaison  des  variables,  dans  une 
équation  différentielle ,  ou  dans  une  fonction  différentielle  homogène , 
où  Tune  des  deux  différentielles  est  prise  pour  constante,  on  peut  se 
demander  si  toute  combinaison  hompgène,  dans  laquelle  on  n'aurait  pris 
aucune  différentielle  pour  constante,  serait  également  susceptible  d'être 
transformée  en  coeffiçiens  différentiels  de  Tune  des  variables  regardée 
-eonme  fonction  de  l'autre  :  c'est  ce  que  nous  allons  examiner,  en  comr 
mencant  par  les  équations. 

I.  a8 
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SnpposoDS  donc  que  l'on  soit  parveim  d'une  manière  quelconque  à 
l'équation 

Md^x  +  Ndy  +  Pdx*  +  Qdxdj  +  Rdj^  «  o; 

en  reprenant  Téquatioii 

djr  zsipdx, 

pour  la  différentier^  en  y  faisant  varier  dx  aussi  bien  ^e  d;^^  suivant 
le  point-de-vue  explicpié  dans  le  n*  67  y  et  en  supprimant  les  d^  qui  sont 
diviseurs  communs ,  nous  en  tirerons 

dy  =  dpdx'i^pd^'x  =  ydr*  +  pd^x  , 

puis  mettant  la  valeur  de  d^  et  celle  de  djr  dans  la  proposée,  nous 
la  changerons  en 

Md^x  4-  iV^dx*  H-iV>d*jr  +  iMx*  ^  Qpdx^  H-  -R/?*4r*  =  o, 

ou  bien  en 

(M^  Np)d*x  +  (JYtf  +  P  +  Qp'i'Bp*)dx^=io, 

et  pour  que  dx  et  d^'x  disparaissent  à-la-fois  de  cette  équation,  il  faut 
que  l'on  ait 

M  +  Np  =  a,      c'est-à-dire        Mdx  -|-  iVdy-  =  o  , 

condition  qui  peut  être  remplie  de  plusieurs  manières. 

1*.  Lorsque   l'équation  ilfdr  •+*  «^d;^  =  o    sera  identique  par  elle-- 
même: ce  cas  aurait  lieu  pour  l'équation 

xjrdjrd^'x  —  x^-drd^  rf-^d;^dr*  —  ^àrd^*  =  0  ; 

car  elle  donne  Mz=>xjdjy   N's=z  —  xjdx  y    et  par  conséquent 

Mdx  -4-  Ndy  sa  xydydx  —  xyd^dx  =  o. 

2*.  Lorsque  la  proposée  sera  la  différentielle  de  Mdx  -+•  Ndy  =0  : 
telle  serait  Féquation  partic^ulière 

xd^x  ^jdy  +  djc*  -f-  d;^*  =  o , 

qui  donne  Mdx^Ndj  zsLxdx  ^jdjy  et  qui  résulte  de  la  diffère»» 
tiation  de  xdx  '\'jdj  =s  o. 


Digitized  by 


Google 


DU  CAJiCDL  mETÉSŒKTJEL:  tig 

3%  liMsqm  W'pro{M>sëe,  <{ao%ii6diffi£reikte  ea apptrenee  de  Técpa-- 

tkm  qui  résahè  4d  h  diffârentelioa  de  Màx^NàyzsiOy  s'accorde 

cependant  ayec  cette  denôère.  Pow  donner  tm  exemple  de  ce  caa^ 

prend»  réqnatÎQQ 

nous  aurons  alors 

Mdx'^Ndjr=:jc^dX'+'xydjr=:Oy.    ou    jcdr -f-^d^ss  d. 

Si   on  différentie    cette  dernière  équation,  en  fiiisànt  tout  Varier^  il 
viendra   xd^x  +  jrdy  -f-  dx*  +  4?"*  =  ^  *  multipKant  ensuite    par  x* , 
afin  que  les  deux  premiers  termes  soient  les  mêmes  que  dans  la  pro^  * 
posée,  et  retranchant  Tune  9e  l'autre,  on  aura 

(a*  ^jr*)dx*  -f-  ar%*  ~  x^dx^  —  x%*  =  o  , 

ou  en  réduisant  et  en  divisant  par  dr*,  a* — ^» — jc»=:o,  équation 
dont  la  difféi*entielle  xdx  '+-jdjr  s=  o,  est  précisément  celle  que  nous 
avons  trouvée.  Si  donc  on  fait,  pour  abréger,  a* — jr* — jc'=:m,  on  trans^ 
formera  facilement  Féquation  proposée  en  ^jc*d*a— ttdr*=ro,  et  on 
verra  qu'elle  doit  être  satisâdte  par  la  supposition  de  tt=o,  qui  clonne 
aussi   d£i  =  o,  d*tt=o  (53). 

Nous  ferons  remarquer  que  pour  exprimer  la  manière  dont  les  équa- 
tions ^x^d^u  —  wdr*=o  et  ii  =  o,  sont  liées  entre  elles,  les  Ana* 
lystes  disent  que  la  première  a  lieu  en  même  temps  que  la  seconde.  On 
voit  par  là  que  des  équations  qui  ont  lieu  en  même  temps  sont  des 
conséquences  les  unes  des  autres;  mais  Cette  relation  n'est  pas  tou- 
jours réciproque.  On  ne  pourrait  pas  dire,  dans  l'exemple  ci-<lessus,  que 
Féquation  {£s=o  a  lieu  en  même  temps  que  |ar*d*w  — fidx*  =o;  car 
ou  verra  dans  la  suite  que  cette  dernière,  en  ne  considérant  que  les 
variables  a  et  or,  est  plus  générale  et  peut  être  satisfaite  par  une  re- 
lation entre  u  et  Xj.  On  peut  déjà  s'assurer  d'une  exception  de  ce  genre 
sur  l'équation  d*a  —  Mda:*=:o,  que  la  supposition  de  w=o  rend  iden- 
tique, mais  qui  le  devient  aussi  lorsqu'on  a  wss^e'-f-ie"'*,  quelles  que 
soient  d'ailleurs  les  constantes  a  et  b.  Il  ne  faut  donc  pas  confondre 
dans    ce  qui  vient  d'être  dît ,  l'équation  y  x^d^u  —  wdr*  =  o  |    avec- 

X^d^x -+•  x^d^  4-  (a»  '•^y)dx*  -h  x'^dj^ s=>  o. 
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quoique  l'une  ne  sok  qu'une  tranafôrmâtion  de  l'aufre.  L'équation 
prinûtÎTe  d'où  dérive  la  première ,  étant  prise  dans  toute  la  généralité 
qu!elle  comporte  ^  n^  satisfemt  pas  à  la  seconde^ 

Les  trois  cas  dans  lesquels  la  condition  Màx  +  Ndjrçszo  peut  être 
remplie^  et  pour  chacun  desquels  il  existe  une  équation  primitive  en 
a:  et  ^  qui  satisfait  à  la  proposée^  différent  entrç  eux  par  rapport  à  la 
généralité  de  cette  équation  ;  mais  comme  cet  objet  tient  essentiellement 
au  Calcul  intégral,  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas  ici  :  nous  terminerons 
cet  article  par  un  exemple  dans  lequel  la  condition  Mûx  +  Nà}r=^o 
n'est  pas  remplie. 

Soit  l'équation 

elle  donnera  Af=s  j:',  K^suy^y   et  pair  conséquent  on  en  tirera 

^dr+yd^=o; 

dîfférentiant  et  retranchant  de  la  proposée ,  on  aura  <   - 

dr^drd;^  —  5a:*da:*  — •  S^^^d/-*  =  O  , 
ou 

OU  ecCfin 

xàx  — jàjr  =s:  o  : 

il  faut'  donc  voir  maintenant  si  les  équations 

peuvent  s'accorder  entre  elles.  La  seconde  donne  d;^  = ;  substi- 
tuant dans  la  première,  il  vient  a:^dr-f-j''jcdr=:o;  en  divisant  par 
xjàxy  on  obtient  a;*+jf*  =  Oj  différentiant  encore  cette  nouvelle  équa- 
tion, on  trouve  xàx^jàjrz=:,Oy  et  mettant  pour  àj  sa  valeur,  il 
vient  :3j?;<  =  o,  équation  qui  ne  peut  avoir  lieu  conjointement  avec 
x^  +^»=o,  à  moins  que  l'on  n'ait  jr  =  0,^  =  0.  Ceci  montre  qv'il 
est  impossible  que  l'équation  proposée  résulte  de  la  différentiation  d'une 
équation  a  deux  variables  seulement,  mais  iion  pas  qu'elle  ne  puisse 
dériver  de  deux  équations  entre  trois  variables;  car  si  l'on  avait  en  outre 
une  équation  dî7;=d^,  sa  différentielle  servirait  pour  éliminer  d*jr, 
coinme  on  l'a  vu  dans  le  n*  64 ,  et  alors  le  résultat  ne  contiendrait  plus 
que  des  eoefficiens  différentiels;  mais  il  y  a  cette  différence  entre  ce  cas 
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et  le  rprécçdent^  cpie.les  résultats  chasgeront  avec  les  hypothèses  que 
Ton  fera  sur  réquation  subsidiaire  dl/sd/^  tandis  qu'ils  demeureraient 
toujours  les  mêmes  ^  si  Tëquation  proposée  pouvait,  se  vérifier  mdé**« 
pendamment  de  la  valeur  de  d*^.  - 

71.  Les  mêmes  choses  ont  lieu  à  l'égard  des  fonctions  differen- 
tieUes  :  dans  les  unes^^  les  deux  différentielles  secondes  d^  et  d'x  dis-* 
paraissent  à-la->fois^  en  y  faisant' 

àjr  =  pàxy      ày  z=s  qàx^  -f-  pd*x  ; 
telle  est  ^^yZLàl^^y  ^^  devient  alors  lilîlSi..  En  y  supposant 

on  trouvera  —  ^î-i/^ ,  résultat  qui  s^accorde  avec  le  précédent^ 
d'après  les  relations 

etFon   tomberait  immédiatement  sur    chacun^  en  Êsôsant 
d'xsKO,      ou      d^sso. 

D'autres  fonctions  ^  comme  ■  ^^;    ^  y  P^r  exemple;  où  Tune  des 

deux  différentielles  secondes  denneure^  après  les  substitutions  indiquées 
ci-dessus >  changent  en  conséquence  de  valeur^  suivant  l'hypothèse  éta-« 
blie.  La  première  de  ces  substitutions  conduit  à 

pdx»  -^ 

et  à^x  ne  saurait  disparaître  que  dans  le  cas  particulier  où  l'on  aurait 
/>=  — -2^.  C^t  aussi  ;^e  que  l'on  trouve  en  faisant  successivement 

X  .If 

d*x  et  d^  nulles;  car  il  vient  d'abord 

'^—^      et      ^:=y^ 
drdy         p  àxdy        p'  ^ 

et  mettant  dans  le  second  résultat  les  valeurs  f  ^ss^\y  9'  ^^^  >  ^^ 
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paWient  à  ^^p,  ce  qui  ne  saurait  s'accorder  avec  3,  que  dans  le  cas 
OÙ 9  comme  ci-tikaai»^  pzsn^^^. 

Enfla  si  Von  particularise  la  relation  de  or  à  j^^  etu  posant 

et  que  Ton  suppose  à:x  constant,  ce  qui  donne  Ay  =:  2cLr%  il  s^ensuit 
-7-^  =  I  ;  mais  si  l'on  fait  au  contraire  dr  constant .  on  aura 
o  =  2dr*  »H  txxà^x ,  et  substituant  la  valeur  de  dr  et  celle  de  à^x  que 
fournit  cette  d^raière  équation^  dans  la  formule  *^^  ,    on    obtiendra 


— -^  = ,  résultat  très-différent  du  premier. 

En  général,  pour  reconnaître  les  expressions  différentielles  qui 
aupposent  que  l'une  des  vambles  est  immédiatement  feneltoa  de  l'antre,' 
il  fendra  substituer  aux  différentielles  de  Tune  de  C€S  variables  y 
àe  j ,  par  exemple,  les  valeurs 

V 

d;^   =/?dr, 

dy  =:  ^dr*  -t-  picKr,  ' 

dy  =  rdr*  +  S^drd'JÇ  +  /?d^  j:  ^ 

d^  =  ^dr^  +  6rdr*d*ar  -f-  4^^^^'^  +  3yd"a:*  +  pà^x, 

etc.,. 

obtenues  en  difl^rentiant  Ik  fonction  ^  de  la  manière  indiquée  dans  ïe 
n*  67,  supprimant  les  dénominateurs  d/,   et  fîtisant 

dy dp ^^  -1^  ^^ 

t;  —  P  y        rir*  —  7>        x::-^''^        t:; 


dx 


p>      d:;=^>     di  =  ''>      di  — ^^  ^^^• 


72.  Nous,  avons  choisi  dabord  f,  pour  variable  indépendante,  dans 
les  équations  i^=s»o,  (^190,  du  n""  54  ;  mais^^est  possiblt  de  généra** 
liser  les  différentielles  de  ces  équations,  en  y  regardant  à-la -ibis 
les  trois  variables  comme  liées  avec  une  quatrième  :  alors  les  trois 
différentielles  dl^  dx  et  djr  deviendront  variables  en  même  temps, 
comme  étant  des  fonctions  de  z.  Dans  cette  hypothèse,  les  coefficiens 
différentiels  des  variables/  et  a-,  considérées  comme  des  fondions  de  t, 
s'exprimeront  par  des  formules  analogues  à  celles  du   n^  6:2,  ensorte 
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4]M  cemz  du  second  ordre,  par  exemple,  seront 


^^"(1) 


âx\        dtd*x—dxdH 


et  si  on  atibstituàit  cû9t  Talenrs^  au  lieu  àe  -^^  -^^  dans  les   eqiut^ 

lions  différentielles  du  n"^  55,  on  les  transformerait  en  d'antres  où  Ton 
pourrait  établir  telle  hypothèse  qu'on  voudrait ,  au  moyen  d'une  équa- 
tion subsidiaire  de  la  forme  AU::=t:àz.  Si  Ton  se  proposait  de  prendre 
jc  pour  variable  indépendante,  il  viendrait  alors  drr±:ds,  d^jt:=£=o; 
les  différentiations,  d'abord  relatives  à  z,  se  rapporteraient  k  x  et  les 

d'y        dH 
Irftosformées  détermifteraient  ^,   ^. 

On  doit  remarquer  ici,  comme  dans  le  n*  70,  que  toute  équation 
transformée  par  les  valeurs  cî*-dessus,  peut  être  ramenée  à  ne  conte- 
nir que  des  coeffieiens  dififêrentiels  de  x  et  de  ^,  par  rapport  à  /,  en 
y   faisant 

da:  mi  adiy       d*x  m  fidi'  ■+•  <td*r,     etc.  , 
4^  «fcàk'dz,      d>  »^'d<*  4-«'dV^    etc., 

valeurs  dans  lesquelles 

/3^^,      ^'=ri*p     etc- 

L«6  éqMtiona  àh  cette  substiHitiou  ne  ferait  pas  disparaître  toutes 
les  différentielles  de  <,  en  même  tempe  que  celles  de  x  et  de  j,  ne 
pourraienf  ftdkxiéttfe  l'kypothèfte  de*  deux  variables  regardées  comme 
immédiatement  dépendantes  de  la  troisième. 

Ce^^i  s'applique  aussi  aux  fonctions  différentielles  homogènes,  telles 
que  la  suitantê  : 

Xdt^-hAjcf  +  âyf  

(dld»a:  —  dj:d*0*  +  (drd^— dj^d'O*  +  (dxd*y— dyd^jp)*  *  ' 


qui;  pai^  les  substitutions  indiquées  plus  haut,  devient 


En  .^ général   toutes   ces   transformations,  qu'il  est  maintenant  aisé 
détendre  à  tel  ordre  et  k  tel  nombre  de  variables  que  l'on  voudra , 
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doivent  être  regardéed>  pour  ainsi  dire^  comme  les  produits  damécanÎMie 
de  la  difierentiation  ^  puisqpue  ce  ne  sont  au  fond  que  des  manières  di- 
verses d'écrire  le  mêmev  résultat  >  parmi  lesquelles  on  peut  choisir  celle 
qui  parait  la  plus  concise  ou  la  plus  appropriée  aux  formes  des  fonc- 
tions que  l'on  se  propose  de  déterminer  ;  mais  on  voit  aussi  par  là  que 
lorsqu'on  rencontre  une  équation  différentielle  ^  il  Êiut,  pour  en  con- 
naître la  signification 9  -savoir  dans  quelle  hypothèse  elle  a  été  formée^ 
ouj  ce  qui  revient  au  naérne  ,  quelle  est  la  variable  que  Von  a  regardée 
comme  indépendante.^  ou.  dont  on  a  pris  la  différentielle  pour  constante  : 
or  c'est  une  des  conventions  que  l'on  exprime  toujours  au  commence- 
ment d'une  recherche- 


75.  Lorsqu'on  'a  un  nombre  m  d'équations  entré  m+'i  l^ariaMes 

tion  entrV J«r*-  ^*  leurs  différentielles^  on  peut  toujours  en  tirer  une  équation  unique 

quaiioMdiffîcreii-  eutrc  dcux  quclcouques  des  variables  9  par  un  procédé  que  je  vais  ex- 

^  ^  poser  9  sur  4eux  équations  à  trois  vaiiables^  et  qu^il  ser^  faicile  ensuite 

^    d'étendre  autant  que  Ton  voudra. 

Soient  ii  =  o,  ^^o^  ces  équations ^  Tune- de  l'ordre  m,  et  l'autre 
de  l'ordre  /i^^  entre  les  vari^le^  t^  Jû^jr  et  leurs  différentielles^  et  dont 
on  veuille  éliminer  j^;  la  première  équation  pourra  contenir^  outre  la 
variable  j^,    les  différentielles  àfr^  d^,,...d'y,  et  la  seconde^    ^  , 
dy^. .  •  .dy.   Comme  on  n'a  point  les  équations  primitives,  ni  foules 
leurs  différentielles  des  ordres  inférieurs  à  ceux  des  proposées ,  û  &at 
nécessairement    se  procurer  de  nouvelles  équations  pour  chasser  les 
quantités  inconnues    i^  y   ày  y  etc.  y  et  c'est  ce  qu'on  fera  en   dif-- 
férentiant  n  fois  l'équation  M=:p>  et  m  fois  l'équatioq  i's^Q.  On  ob-         1 
tiendra  par  ce  moyen  n^^m  équations  nouvelles;  et  on  en  aura   en         1 
tqut  un  nombre  m-\^n'^:iy  en  comptant  le$  deiïx  proposées:  les  incon'         I 
nues  a  éliminer,  savoir:^,  djy  dy,. .  .d'y,. .  .d'"^^,  étant  au  nombre         I 
de  »i-|-/i  +  i,il  restera  donc  une  équation  finale  entre  Xy  jr  et  leurs        ' 
différentielles.  *  ' 

Si  dr  était  constant^  il  semblerait  qu'en  différentiant  une  seule  fois 
l'une  des  équations  proposées^  on  pourrait  éliminer  j"  et  d;^,  puisqu'on 
aurait  alors  trois  équations  ;  maïs  on  doit  observer  que  les  différen- 
tielles dV,  d*jc,  etc. ,  contiennent  implicitement  j-,  puisqu'alors  on  aurait 
regardé  t  el  x  comme  des  fonctions  de  cette  variable  (54)  :  il  fimt  donc 
toujours  préparer  les  équations  entre  lesquelles  on  se  propose  d'élimi*- 
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ser  niié  rariable^  de  manière  ^e    ses  di£fêreatielles  ne  soient  pas 
constante». 

:  Je  proposerai  pour  exemple  ^  l'ëlîmination   de  j^  ^  entre  les  deuie 
équations 

les  lettres  M  y  iV,  P,  Q,  T,  tant  simples  qu^accentuëes^  ne  eonteniint. 
que  la  variable  t;  il  suffira  de  diffventier  une  seule  fois  chacune  de 
ces  équations ,  ce  qui  donnera  ,  en  divisant  les  résxdtats  par  di, 

équations  qui  sont  de  la  forme 

i^.a:4.iy^^  +  i>.3?+Ç.|  +  ^^,+  <?S:^r.  (3), 

ir.a:4-  iV'.jr-h  ^.^  +  e.l  +  P''^+Q'-?,  =  r.         (4). 

U  est  visible  maintenant  que  la  combinaison  des  équations  (3)  et  (4) 
avec  les  équations  (i)  et  (2) ,  fournit   le  moyen  de  parvenir  à  une 

équation  finale ,  indépendante  des  trois  fonctions  inconnues  jr  ^  ^^ 

^.  Le  calcul  sera  très-^&cile  dans  Texemple  actuel  ^  puisque  les  in- 
connues ne  s'y  montrent  qu*au  premier  degré;  et  il  est  à  propos  d'ob** 

server  que  les  fonctions  a?,  d?  ®*  d?  "^  ^®  trouveront  aussi  qu'au  pre-*' 
mier  dans  Féquatlon  finale. 

Il  y  aurait  plusieurs  remarques  importantes  à  fidre  sur  cette  méthode 
d'élimination;  mais  comme  du  remploie  rarement  parce  qu'elle  entraine 
des  calculs  fort  longs  ^   et  qu  en.  donnant  un  résultat  d'un  ordre  plus 
élevé  que  les  proposées^  elle  augmente  les  difficultés  qu'on  rencônb*^' 
presque  toujours  pour  remonter  des  équations  différentielles  aux  équa*^, 
tions  primitives^  nous  ne  croyons  pas  devoir  nous  y  arrêter  davantage^ 
on  trouvera  d'ailleurs  dans  le  Calcul  intégral  un  procédé  en    qut^lque. 
sorte  inverse  du  précédent^  et  dont  les  Analystes  se  sont  servis  dans 
ïes  questions  de  ce  genre  qulls  ont  eues  à  traiter. 

u  39 
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De  la  différai-      tA'  Lms^u'od  ft'a  qtt'une  seule  ëcpiatoon  entre  trois  yariablee^  on 
liaûon  des  font- pei^t  touiouTS  60  prendre  arbitrairement  deux  quelconques,  et  déter- 
d'na  nombra     nuoer  M  tTOisieme.  Soit  Hsso  vuM   equatiMt:  renfiermant  x^jr  et  z; 
?°rilAto°*  ^*    ^*  ^°  regarde  or  et^  comme  les  deux  variables  indépendantes^  »  aerà 
une  fonction  de  Vune  «t  de  l'autre;  et  lorsque  x recevra  un  accroisse- 
ment quelconque  y  j*  étant  supposé  constant,   réprouvera  un  change- 
ment subordonné  h  celui  de  x.  Dans  cette  bjpotbèse ,  Péquation  u=o 
devra  être  traitée  comme  ne  contenant  que  deux  variables ^  x  et  2;.  on 
aur»  donc 

et  de  là  on  tirera  le  ooeiEcient  différentiel  de  iS,  relativement  à  la 
variabilité  de  x.  11  faut  se  rappeler  ici,  d'après  la  distinction  établie 

n""  Si,  que  dans  -r-  ^  àz  n'est  que  la  différentielle  partielle  de  2,  prise 

par  rapport  au  changement  de  x  seul. 

Il  est  évident  que  si  l'on  eût  fait  varier j^^  on  aurait  eu,  en  dîffé- 
rentiant  Téquafion  proposée,  comme  ne  contenant  que  les  variables  j^,  z^ 

da    1^  da  ds  _^_^ 

Si  on  nmlti]die  par  ix  la  première  des  équations  trouvées  ci-dessus, 
la  seconde  par  4;"^  et  qu'on  les  ajoute  ensuite,  il  viendra 

mais  3]^^-f*^d;^>  n'est  autre  chose  que  la  différentidle  totale 
de  z  (39)  :  on  aura  donc 

g2dxH.^dr4-^A5  =  0, 

c*esl*à-*<Kre  qu'on  peurra  égaler  à  zéro  la  différentielle  première  de 
l'équation  u=:o,  prise  par  rapport  aux  trois  variables  x,  j",  z.  Cqpen- 
àaaA  Mr  né  doit  pas  perdre  de  vue  que  cette  difiërentieDe  doit 
être  regardée  comme  équivalente  à    deux  équations;    car   lorsqu'on 

y  substitue  pour  ds  sa  valeur  g^  dx  ^-g^dy^    il   feut,    à    cause   de 
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rmà^fumàâmce  des  accroisseBieiis  dsr  et  df  >  V^  ^^^  qiumtifés  qm  les 
ladtipUent j  chaam  en  fêtûcn^t ,  soient  ieparément  égaies  à  xéro^ 

75.  Les  équations  qui  donnent  les  coefficiens  différentiels  des  ordres 
supérieurs,  s'obtiennent  «eu  diffiérenlîaBt  les  équations 

du    A   àuàz  '      f  ^ 

^  y  nenfecmant  eti  général  les  trois  variables  x,  y  ^X  x\  ésismAhn 
initées  de  mènoe  que  la  proposée,  avec  Pattentioii  cependant  d'j  con* 
sidérer  comme  des  fonctions  dépendantes  à*la-fois  de  x  et  de  ^,  aoft« 
leulemeiit  z  j  nuis  cbacun  de  ses  coefficiens  différentiels, 
£a  dîfierentiant  d'abord  par  rapport  à  a:,  l'équation  (i),  et  en  dbser* 

v&nt  que  cette  opération  effectuée  sur  ?-  donne  naiasance  au  coefficient 

du  second  ordre  ^ ,  on   aura ,   comme  pour  toute  équation  qui  ne 
reoferaierait  que  les  variables  x  et  z^ 

dh£  ^^       d*tt  Ab  ^^  dV*dz^   ^_  d»  d*x  ^«^ 

INfféreutiant  ensuite  ^  soit  l'équation  (i)  y  par  rapport  à  7*^  aeit  i'éqi»* 
tion  (a),  par  rapport  ^  x^  et  en  observant  que  dans  le  premier  cas^ 

di*^™^«^^  et  que  dans  le  second,  I  donne  ^  =  ^  (27), 

on  aura  un  résultat  unique.^  exprimé  par 

d*tt  _f     d*ii  J»  ^^  dfa  ds  ^^  dHi  d«  d»  ^^  jdu  d*g      '  ^  .^ 

âï§;  +  du[?di"^dadxdy^d»»dxdy^  d»  dxdy  "^  ^^  W- 

En  effet  ^  puisque  la  variable  z  dépend  de  x  et  de  /,  la  fonction  u 
elle-même  peut  être  regardé^  comme  ne  dépendant  implicitement  que 
de  ces  dernières;  on  doit  donc  obtenir  le  même  résultat^  lorsqu'on  la 
differentie successivement  par  rapport  à  chacune  en  particulier^  quel-^ 
^'ordre  qu'on  établisse  d'aifleurs  entre  les  opérations. 
Difierentîarit  enfin  l'équation  (2)  par  rapport  à  j^  en  observant  que 

^  j ',      a^ 


donne  alors  ^  ^  on  obtiendra 


d*u  _,         d*tt  dg     ^  d*u  da*  ^^  Au  d**  ^_^  f^\ 
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<  Les  coefficiens  différentiels  de  la  fonction  z  étant  an  nblAlire  de  tro& 
pour  le  second  ordre ^  seront  dëtenmnés^chacoti  séparément^  parTunt 
des  équations  ci-dessus^  savoir  : 

~  par  réquation  (5),^^ 

^par  réquation  (4), 

^  par  réquation  (5)| 

puisque  tous  lei  coefficiens  différentiels  de  la  fonction  ii;  qui  est  e%^ 
plicite  par  rapport  aux  variables  jc,  /  et  z,  sont  donnés  par  les  dîffé- 
rentiations  indiquées* 

Si  on  multiplie  respectivement  Téquation  (5)  par  dx*,  l'équation  (4) 
pardard;"^  l'équation  (S)  par  d;^*,  et  que  Ton  ajoute  les  résultats^  en 
remplaçant  les  termes 

^dar+^dr,par  âz  (ag), 

on  trouvera  la  même  équation  que  celle  qu'on  aurait  obtenue^  si  Fou 
avait  différentîé  Féquatioa 

^d^4,^d;r+gd2sso, 

en  y  faisant  varier  à-la-fois  les  quantités  Xy  jr,-zet  àz,  ef  en  y  re^ 
gardant  dr  et  d;^  comme  constans^  ee  qui  donnerait  la  différentielle 
seconde  totale  de  u,  formée  d'après  Thypothèse  de  z  fonction  de  x 
et  de  jr. 


76.  On  étendra  sans  peine  ces  considérations  &  tel  ordre  de  dîSeren* 
tîation,  ou  à  tel  nombre  de  variables  qu'on  voudra;  car  tout  se  réduit 
à  déterminer  .celles  qui  sont  indépendantes^  ce  qu'on  ne  peut  £iire  que 
par  la  nature  de  la  question  qui  a  conduit  à  Téquation  ou  aux  équationa 
proposées;  et  ensuite  on  difierentierir^  par  rapport  à  c&actme  de  cea 
variables  en  particulier,  en  traitant  les  variables  subordonnées  comme 
des  fonctions,  implicites  des  variables  indépendantes. 
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'  fif  y  f»  tMmpIe>  on  avait  les  deux  équations 

taire  les  cinq  TariaMes  s^  t^  x^jr  ei  z,  on  Terrait  qae  trois  de  ces 
fariaMes  sont  indépendantes*  Supposons  donc  que j^  et  z  soient  les  deux 
variables  subordonnées^  ou  les  fonctions  implicites  de  s,  t,  x,  données 
par  les  équations  proposées  ;  on  différentiera  successirement  u  et  p  par 
tiqpport  i  #>  pAr  rapport  à  <j  par  rapport  à  x,  et  on  aura 

du    I    du  dy    .    du  de 


du  j,    ^^^    _t    du  de 
du    ^^  ^^§y    •_  dud« 


Si  on  multiplie  respectivement  ces  équations  par  ds,ât,dx^  qu'on 
les  ajoute  et  qu'on  mette  d^,au  lieu  de 

dz  au  lieu  de 

il  viendra 

^ds  +  ^dt+^^dx  +  ^djr  +  ^dzz=:du^o. 

On  tarera  un  résultat  semblable  de  Téquation  p=o;  d'où  il  suit^  qu'en 
différentîant  les  équations  usso  et  (^=0,  par  rapport  à  toutes  les  va-- 
riables  s^  i,  Xy  jr  ei  z,  et  en  y  substituant  au  lieu  de  djr  et  de  dz^ 
les  expressions  de  ces  différentielles^  considérées  comme  appartenant  k 
des  fonctions  de  trois  variables  (40)9  il  faudra  égaler  séparément  à 
séro  le  coefficient  de  la  différentielle  de  chaque  variable  indépendante* 
En  regardant  les  eoçfficîens  différentiels  comme  de  nouvelles  fonc- 
tions implicites  des  variables  indépendantes,  on  ne  Saurait  être  arrêté 
dans  la  recherche  des  équations  différentielles  partielles  ultérieures ,  et 
Von  en  déterminera  toujours  le  mimbre  pour  chaque  ordre ,  en  conce^ 
Tant  que  les  fonctions  zi  et  f^^  ainsi  que  4ous  leurs  coefBciens  différen-^ 
tiels^  soient  rapportés  implicitement  aux  variables  indépendantes  s  y  i 
et  x;  car  il  est  évident  que  sotis  ce  point-nde-vue^  les  fonctions  u  e\fi^ 
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auront^  chacune  en  particulier,  dans  un  ordre  qnel^aifoie ^  anki^  de 
coefficiens  différentiels  que  le  développement  de  (^H-/+ar)"  contient 
de  termes  (Sg);  et  ces  divers  coefficiehs,  égalés  séparément  à  zéro, 
formeront  les  équations  qui  dét^minent  les  coeficiens  différentiels  des 
fonctions  proposées/  et'a.  Ces  coosldéimtiaaft  s'éteadmLtsanspei&e  k 
un  nombre  quelconque  de  yariables. 


Deivnîminaiion  77*  En  cosibiliaiit  les  dea:i:  dKfféreniMdlaa  ^aKH^M  dWe  ^({netton  le 
d^erm'înlé^rôu"  ^^**  variablcs , avcc  cette  équation,  <m  peut  en  éliminer  deux  quantités  , 
^tibkrahes.  soit  coustautcs^  soit  vari9Ues>  et  obtenir  «ntre  lès  deux  variables  indé^ 
pendantes ,  la  fonction  et  ses  coefficiens  différentiels,  une  relation  qui  ait 
lieu  indépendamment  de;  quantités  étiminées.  Ceci  mène  à  un  genre  d^é^ 
quations  qui  exprime  le  caractère  de  toutes  les  fonctions  d'une  même 
quantité,  quelles  que  soient  leurs  formes^  ce  qui  est  très-remarquable. 

Soit,  par  exemple,  l'équation 

<     •  .      .       - 

z  =  f(^w4-*/;)> 

dans  laquelle  la  caractéristique  f  désigne  une  fonction  dont  la  forme 
«st  totalement  inconnue^;  il  ne  &udra ,  pour  en  former  les  différentielles 
partielles,  introduire  qu'une  nouvelle  fonction  inconnue ,  puisque  si 
l'on  fait>M;+^=:^^  <m  aura.z»:f(^)^  et  de  quelque  manière  que 
varie  t,û  viencbra  toujours  i        .  . 

dz  =  f(/Jd^* 

f  (0  désignant  le  coefficient  différentiel  de  f(t).  Il  suit  de  li  que 

mettant  pour  ?-  ^^  ^9  kurs   valeurs»  a  et  &,  il  viendra 

td'où,  ea  éfiminant  r(t)y  ou  déduira 
.Cette  équation  serait  vérifiée  par  toutes  les  valeurs  de  z  qui  naîtraient 
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^8  dîrerses'  formes  qne  Ton  pourrait  assi^er  à  la  fonction  f^  ainsi 
qu'il  est  aisé  àt  s'en  assurer  eu  prenant  des  exemples  particuliers 
eonûnft 

»  ^  (ax+hjyj    z  s=  e/^-^y,    z  ss  nnÇax-^bf),    etc.  ; 

«Ue  Xjcnfenaie  donc  mu  caractère  propre  à  reconnaître  si  une  expression 
proposée  est  une  fonction  de  Ar+^  ou  non,  c'est-à-dire,  si  cette  ex-^ 
pression,  qui  comprend  à-la«-fois  les  deux  Tariables  x^jr,  peut  ou  non 
se 'transformer*  en  une  autre  qui  ne  coniienu^  plus  que  la  seule  ra* 
riable  t,  lorsqiu'ou  Mt  aX'^bjr^s:  t. 
Suj^K^ous^  par  exeitiple ,  que  Ton  ignork  l'origine  du  polynôme 

•a  régalerait  à  ;3  ^  on  formerait  les  coeflSbciens  dilSerentiels 

et  on  mettrait  leurs  valeurs  dans  l'éqtiatioQ  ^^-*  a^»:a.  Cette  sulH 

•tittriion  la  rendant  identiques^  montrerait  qne  le  polynôme  prc^osé  estf 
«a  effet  noe  fonction  de  ax^by^  ce  qui  estd'aiUeurs  éndent,  puisque 

a*x^  -f-  2abxjr  -(-  by*  =  (ax  +  bjr)^. 

Il  n^est  paâ  nëceslBaire  quie  Féquatîon  contenant  la  fonction  indétermi^ 
jfkée  soit  sous  la  forme  z^s=f(t);  en  opérant  de  même  sur  une  équation 
uz=^o^  contenant  d'une  noaniere  quelconque  la  fonction  f,  on  par-* 
viendra  toujours  à  un  résultat  indépendant  de  cette  fonction;  car  ea 
faisant  f(i)ss^,  et  différantiant  réqnattoa  u,  comme  contenant  deux 
fooctiona  z  tt  s  dépendantes  des  variables  x  tijf^  on  trouvera 

^u  ^^  du  dz  ^^  du  df 
dx  '*'3zZx^'  ds  Tbc  ^ 

du    .    du  dz    .    du  as 

^"^32^  +  3735;  =  ^' 

pui»  mettant  pour^j  ^,  leur»  ^«fcnrs  CÇt)  ^,  f (f )  jj , on  «ra te» 

cqttatioii» 

du    .  du  ds    ,    da  -.  »  it        ^ 

3i-^a;jdi  +  dr'^Wdi  =  <»' 

*î  a.  lît  —  j.  ^  f'/t>  ^  —  A 

dy  ^  d*  dy  ^  a?  ^  Wdy  -^  ***- 


Digitized  by 


Google 


a53  CHAP'L  EXPOSITION  DES  PWNCtPES 

qui  9  rétmies  à  la  proposée  i^=o^  fourniront ,  par  rélîmînatîott^  xvom 
équation  finale^  indépendante  de  {(t)  et  de  f\t).  On  roît  en  même 
temps  que  les  coefficiens  différentiels  de  la  fonction  z  pourront  s'éle« 
ver  au-delà  du  premier  degré  dans  la  nouvelle  équation^  si  la  fonc- 
tion f  (^)  passe  le  premier  .degré  dans  l'équation  proposée.  Ceci 
répond  aux  considérations  exposées  dans  le  n*"  49  >  ^^^  ^^^c  une  plus 
grande  généralité. 

78.  LoTMpi'on  passe  au  second  ordre,  on  se  procure  froîs  nouvelles 
équations  différentielles  partielles  (jS)  qui,  réunies  avec  la  proposée  et 
ses  différentielles  premières ,  forment  six  équations  et  permettent  par 
conséquent  d'éliminer  cinq  quantités.  En  s'abandonnant  trop  t6t  à  l'ana- 
logie,  on  avait  pensé  que  puisqu'il  était  possible  d'éliminer  une  fonc- 
tion indéterminée,  en  passant  au  premier  ordre,  on  devait  pouvoir  en 
éliminer  deux  en  poussant  jusqu'au  second  ordre ,  et  ainsi  de  suite  ; 
de  même  qu'avec  le  secours  des  différentielles  d'une  équation  à  deux 
variables ,  on  en  élimine  un  nombre  de  constantes  égal  à  l'exposant  de 
Fordre  auquel  on  s'élève  (5o).  On  a  reconnu  depuis,  que  les  équations 
différentielles  partielles  ne  suivaient  pas  la  même  loi,  et  cela  était  facile 
à  voir  ;  car  une  fonction  indéterminée  fournissant  dans  chaque  ordre 
un  coefficient  différentiel  également  indéterminé,  au  second  ordre,  on 
a  par  conséquent  trois  indéterminées  pour  une  seule  fonction,  savoir: 
cette  fonction',  son  coefficient  différentiel  du  premier  ordre,  et  celui 
du  second;  on  en  aura  donc  six  pour  deux  fonctions,  et  comme  on 
n'a  qu'un  pareil  nombre  d'équations,  il  est  impossible,  en  général,  d'ob- 
tenir par  l'élimination  un  résultat  délivré  de  tout  ce  qui  tient  aux  fonc- 
tions indétetininées  comprises  dans  Féquation  profiosée.  U  laut  que  cette 
équation  se  trouve  dans  des  circonstances  particulières  qui  fassent  dispse* 
raitre  en  même  temps  plusieurs  des  fonctions  indéterminées. 

Pour  le  faire  voir  par  des  exemples  simples^  je  prendrai  d'abord 
l'équation 

dUns  bqueOe  les  lettres  (p  et  >[/  sont  les  caractéristiques  de  fonctions 
dont  la  composition  est  inconnue.  Pour  abréger,  je  représenterai  par 
une  seule  lettre  les  coefficiens  différentiels  de  la  fonction  2; ,  et  je  ferai 
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^ccM  aux  fonctions  indéterminées^  je  poserai 

^  =  II,      d.(p(u)  =  (pXu)du,       d.4(ii)  ==  4'(ii)dii, 

H  où  on  conclura  les  coefficîens  différentiels^  comme  dans  le  n*  pré- 
cédent. Avec  ces  notations  on  trouvera  pour  les  deux  différentielles  par« 
tielles  du  premier  ordre  de  la  proposée  ,  les  équations 

,  =  ,(i)+x»'(^).5:+4'(î),5, 
,  =  ^-(^J.i++'(î).i. 

^i  reviennent  à 

La  fonction  ^pC*^  j  n'ayant  point  de  multiplicateur  variable,  n*est 

pomt  passée  dans  les  équations  ci-dessus;  et  pour  en  débarrasser  le  calcul, 

il  suffira  d'éliminer  '4^'  ("^  )  >  ce  qui  s'effectue  en  multipliant  la  première 

de  ces  équations  par  x,  la  seconde  par 7*,  et  en  ajoutant  les  résultats: 
ii  vient  l'équation 

qui  ne  contient  plus  que  la  seule  fonction  indéterminée  ^f^\  Si  Ton 

en  prend  les  deux  différentielles  partielles,  on  aura ,  d'après  les  con-» 
Yentions  établies  plus  haut , 

«H-  q  4- j'*  s=  «^'  (^) .  2' 

En  réduisant  et  en  éliminant  <t''\^j$  ^^  ^^  déduira  ce  résultat: 
px  -f-  qx+a^r'^ixjrs  -{rjr't  =s  xf  (^J, 


I. 


5ft 
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que  l'équation  px  +  97=  •^^f'F)   '®*^'  ^ 

eti  qjû  x:eyie^t  à 

En  cherchant  à  éliminer  les  fonctions  indéterminées  de  féquation 

qui  n'est  guère  plus  compHquée  que  çel^  dont  je  yievftde  m^'occtiper  ^ 
on  est  conduit  au-delà  du  second  ordre  y  par  le  calcul  que  je  vais  indi* 
quer,  en  n'écrivant,  pour  abréger,  que  9,  <s(/au  lie»  d*>  ^x+/) 
et  -^{pc  — ^)  y  et  p0sa«t  pwir  la.  fonction  <p  I9S.  dénominations 

d .  ^(«)  =  <p\n)àjit^      d .  (p'(tt)  =5  ^'(M)d«, 

et  pour  la  fonction  ^(/, 

H  d.4(t;)=:4X0*di^>  dL4XiO«4X,^)dl^. 

Cela  fait,  la  formation  de  toutes  les* différentielles  partîelfÈSj  tant  d^ 
premier  que  dtr  second^  erdËhe,  feuniit  Itoi  six  équation» 

r  =  ^*H-  xjr-y  +  2/>[.', 

La  seconde  et  la  troisième  donnent  d'aborà,  en  les  retranchant  l'une 
de  l'autre, 

p  —  y  =  2xy^;  4:  (JT — '^)4-  («) 

La  fonction  ^  est  éliminée;  mais  parce  qu'il  reste  encore  les  fonctions 
4^  et  4'>  si  Fou  voulait  procéder  conmie  dans  l'exemple  précédent,  on 
introduirait  par  Fa  dîifêrentiation  de  celte  dernièriè  équation  la  fonction 
4%  et  Ton  aurait  par  conséquent  trois  fonctions  4,  4'  et  %[/%  et  seu- 
lement trois  équations.  En  s'âidant  des  trois  équations  du  second  ordre  ^ 
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il  resté  encore  à  éliminer  les  trois  fonctions  ^^  -V  ^^  4"%  ^^^  1^^ 
trois  équations  (a)^  (b)  et  (c)^  ce  <pd  est  impossible. 

Si  l'on  passait  an  troi^ièinç  ordra  y  en  differeatiant  de  nonvean ,  par 
ta^iport  à  jc  et  kjr^Uê  valeurs  de  r^  ^^  t^  qai  représei»tent  req>ecâ- 

vement 

d*2        *;»        dH; 
d?  ^    (3x3y  '    dy*  ^ 

OQ  aurait  quatre  ttOUYeSes  équations  ^  résultant  des  taleurs  de 
•  •  ,      *«     .^»         4^g        dk 

ce  qui  ierah  «n  lo«t  diK  téqiiations  j  i«ais  efn  smraajLt  h  ntftatioft  éé^k 
établie^  on  ferait 

oa  «i*îiiiMdQirait  i^r  caHaééqneot^e  «deux  nouvelles  fenMionk  inMléler< 
minées^  ce  qui  en  ferait  en  tout  huit:  il  resterait  donc^  après  leur  élî-* 
«nation,  dieux  é^pmnocns  différentielles  partieHeis  du  troisiènie  oi^rê* 

Si  l'on  teut  par  conséquent  arrî^^r  &  un  résultat  cortipris  dans  une 
^e  éqnatimr,  il  £siudra  se  bomtr  à  jireiidre  là  différentielle  totale  dt 
fune  des  équations  (è)  ou  (e)^  de  la  première^  par  exemple^  «  cause 
^'elle  est  la  plus  simple,  et  il  viendra 

dr  —  d«  as  îi(dj*f.d^r>4.'  4-  *(/4-a^)(d^— 4rH'       W> 

rélimloation  de  4/,  4"'»  4"'  étant  £ute  entre  les  quatre  équations  (a)  ^  , 
{V)y  {c)y  (d)y  Qoag|l|îraà  une  équation  où  il  entrera  des  différentielles 
totales  mêlées  avec  des  différentielles  partielles.  11  est  évident  qu'une 
semblable  équation  équivaut  à  deux  différentielles  partielles  du  troisième 
ordre;  caries  coeâiciens  différentiels  r,  t  et ^,  ayant  leurs  différentielles  de 
la  forme 

^  on  subslît«e  ces  expressions  dans  1  équation  dont  il  s'agit ^  on  pourrai 
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égaler  séparément  à  zéro ,  les  quantités  qui  multipUent  les  diffârentieUes 
àx  et  ày,  des  variables  indépendantes. 

79.  On  peut  prévoir  aisément  à  quel  ordre  doit  s*élcver  Féquatioii 
résultante  de  l'élimination  d'un  nombre  m  de  fonctions  arbitraires  con- 
tenues dans  une  équation  primitive.*  Supposons^  par  exemple^  que  cette 
équation  ne  renferme  que  trois  variables  ;  elle  fournira  deux  équations 
au  premier  ordre ,  trois  au  second  y  quatre  au  troisième  ;  et  par  con- 
séquent le  nombre  total  des  équations  obtenues  jusqu'au  nf^  ordre  in- 
clusivement^ en  y  comprenant  aussi  la  proposée^  sera  exprimé  par 

X  +  .+ +  (;^+0  =  ^"^^'i^"'^^^ 

mais  d'un  autre  côté^ .  cbaque  différentiation  introduit  dans  le  calcul 
une  nouvelle  fonction  arbitraire^  ensorte  que  le  nombre  des  inconnues 
augmente  de  m  en  passant  d'un  ordre  quiconque  k  celui  qui  le  suit , 
et  que  par  conséquent  ce  nombre  sera  m  (n-f- 1)  au  n*^  ordre  :  il  fau- 
dra donc^  pour  que  l'élimination   devienne  possil^le^  que  Ton  ait^ 

m(n+ 1) <~'^*^  C^+^) ^    ou    a;»</ïH-a,    ou    n>am— a,    . 

c*est-à-dire  qu'il  &udra  pousser  les  différentiatîons  jusqu'à  l'ordre  mar- 
qué par  :2m— •!  :  le  nombre  des  équations  restantes  après  l'élimination^ 
5efa  v^'T-O  (>y»+aj  ^^  m(n  +  i).  Si  l'on  feit  m=:5^  l'on  aura  n=:5,  et 

on  obtiendra  trois  équations  finales  entre  les  coefficiens  différentiels  du 
cinquième  ordre. 

C'est  par  de  semblables  considérations  qile  l'on  calculerait  l'ordre 
auquel  peut  s'élever  l'équation  résidtante  de  l'élimination  d'une  fonction 
quelconque  ^  commune  à  deux  équations  differenti^es  partielles  de  tel 
ordre  qu'on  voudra.^  S'il  fallait,  par  exemple,  xKniner  entre  deux 
équations  différentielles  partielles  de  l'ordre  m,  la  fonction  z,  dépen- 
dante des  trois  variables  ^,  /  etx  (76),  on  verrait  que  cette  fonction  ayant 
trois  coefficiens  au  premier  ordre,  six  au  second,  dix  au  troisième ,  etc. , 
le  nombre  des  inconnues ,  lorsqu'on  sera  parvenu  à  l'ordre  n ,  s'élèvera  à 

(Voyez  le  CompL  des  Élém.  ctJlg.) }  mais  en"^renant  les  difierentiellet 
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de  chacniié  des  proposées  ^  depuis  Tordre  m-f- 1  jusqu'à  Tordre  n  iuclusir 
yement^  on  se  procurera  un  nombre  d'équations  exprimé  par 

et  pour  que  Télimination  puisse  avoir  lieu ,  il  faudf^  que  Ton  ait 

(,-h0(n4|a)(>»-h3)  ^ (;^;^,) (n-.;;»4.2) (;^w«4-5). 

Il  £iut  bien  remarquer  que  Tordre  calculé  par  ces  formules^  sera  le 
plus  élevé ^  auquel  puisse  atteindre  Téquation  finale^  dans  le  cas  gêné* 
rai,  mais  que  par  l'effet  des  relations  particulières  qui  peuvent  se  trou- 
ver entre  les  termes  des  équations  proposées  j  on  obtiendra  quelquefois 
des  résultats  plus  simples; 

On  pourrait  se  proposer  la  détermination  des  diverses  formes  d'équa- 
tions primitives  qui  offrent. de  ces  relations;  mais  de  semblables  re^ 
cherches,  n'ont  d'intérêt  que  lorsqu'il  s'agît  de  remonter  des  équationà 
différentielles  partielles  aux  équations  primitives  dont  elles  sont  dérivées  , 
ce  qui  est  l'objet  du  calcul  intégral;  et  ce  que  Ton  vient  de  voir  suffit 
poux  montrer  qu'à  Tégard  des  éqiiations  à  trois  variables ,  la  loi  de  la 
disparition  des  fonctions  n'a  pas  généralement^  avec  Tordre  des  diffé- 
rentiations^la  même  analogie ,  que  la  disparition  des  constantes  dans 
les  cqnations  à  deux  variables. 

8o.  Ce  qui  précède  me  parait  renfermer  les  principes  fondamentaux    Raezions  »»* 
du  calcul  différentiel,  envisagé   dans  toute   son  étendue,  en  ne  Tan- *•  n»^*«P^y«<r»* 

,.,,^.  ,•  '.-,*dn  calcul  dilK- 

puyant  que  sur  des  considérations  purement  analytiques  et  indepen-*  lentid  et  rax  &» 
dames  de  toute  hypothèse  sur  la  valeur  et  la  nature  des  accroissemens^  nounou, 
qui  ne  se  montrent  dans  le  calcul  que  pour  marquer  la  trace  des  opéra- 
tions par  lesquelles  on  est  parvenu  aux  fonctions  appelées  coefficiens 
différentiels,  dont  la  détermination  est  le  véritable  objet  de  cette  branche 
de  l'Aualyse.  Léibnitz,  à  qui  nous  en  devons  la  connaissance^  Ta  présen- 
tée d'une  manière  moins  rigoureuse  en  apparence^  mais  cependant  bien 
commode  dans  les  applications  y  et  souvent  utile  par  cette  raison.  Il  sup* 
pose  xque  les  quantités  variables  prennent  des  accroissemens  infiniment 
petits  et  tels  qu'on  doit  les  négliger  vis-à-vis  des  grandeurs  finies,  enr 
sorte  que  ces  accroissemens  ne  peuvent  jamais  être  comparés  qu'entre 
eux;  il  forme  ensuite  cette  demande^  qu'on  puisse  prendre  à  volonté. 
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tune  pmtr  fmaùrcj  deux  gtandenH  ftù  ne  àiffereni  enùe  elles  ^  Jttmê 
quantité  ir^mment  petiU;  4'iett  il  Mtake  <|u'îl  ^t  supprimer  dans  le 
développement  des  accroissemens  des  fonctions^  toutes  les  puissances 
de  àxj  à^y  elc.  superîeiwesÀ  la  première.  Ainsi  pour  obtenir  ladiffé'- 
rentîelle  de  .r;^^  ayant  développé  le  produit 

et  retranché  ensuite  la  fonction  primitive  ^  »  il  rejette  le  terme  drd;^^ 
€omme  étant  infiniment  petit  à  l'égard  des  deux  autres^  ce  qui  donne 

d .  0^  =s=  jçd;^ +^dr . 

En  ellety  dxd^  peut  être  i:onsidér^  ciMnme  k  cpatrième  terme  de 
cette  proportion  :  i  :  dr  ::  df  :  da4f  ;  do&c  si  djt  est  infiniiSM«t  petit 
par  rapport  aux  grandeurs  finies  d^  ta  méine  ti^èce  fae  limité,  c'est* 
à-dire  >  s'il  est  contenu  un  nombre  infini  de  fois  dans  l'unité,  ^Jt^  Mra 
contenu  de  même  un  nombre  infini  de  ibis  dans  djc«|  ou  dans  df  • 

La  règle  de  k  diffiéresotiatioa  de  vcy  condiut,  ainsi  qu'on  Ta  ^ 
n<»  9  et  lo^  aux  diffiérentielles  de  toutes  ks  fondions  algâMriquek; 
et  pour  les  fonctions  transcendantes  j  la  aoj^iositîon  des  accroire* 
mens  infiniment  petits  lènre  beaucoup  de  difficultés  :  dans  le  cas  des 
fonctions  «rcidaîws  y  par  exsnçle ,  elle  permet  de  coâsidérer  Taw 
conmie  ne  différant  point  de  son  sinus  ^  et  le  cosinus  contune  égal 
au  râ^on. 

L'homogénéité  des  expressions  différenlieUes  est  une  suite  nécessaire 
de  la  méthode  deLeibnitz  ;  car  d'après  la  remarque  faite  ci-dessus,  à 
l'égard  de  dxd;^ ,  il  ne  peut  rester  que   des  termes  du  degré  le  moins 
.  élevé  ,  tous  les  autres  devant  être  négligés  vis-à-vîs  de  ceux-ci. 

En  passant  au  second  ordre  ^  Leibnilz  regarde  les  différentielles 
secondes  comme  infiniment  petites  par  rapport  aux  différentielles 
premières^  et  par  conséquent  comme  homogènes  ou  comparables  aux 
quarrés  de  céDes-ci.  Il  est  aisé  de  voir  que  cette  stqpposition  est  une 
conséquence  nécessaire  de  celle  qui  a  été  faite  à  Tégard  des  différen- 
tielles du  premier  ordre;  car  si  dans  MAx-^^N^jy  |)ar  exemple ^  on 
fait  varier  en  même  temps  que  dr  et  d;^,  les  x  et  les^  contenus  dans 
M  et  dans  Ny  on  aura  un  résultat  de  la  forme 

ilfd*a:4-  JVd*j  4-jPda^  +  Qdrd/ -+• /îd/* ; 

maïs  djc*,  drd;^  et  d^*  sont  infiniment  petits  à  î^ard  de  da:  et  de  d)":  il 
faut  donc^  pour  rhomogénéité^  que  d*Jir  et  d^  soient  infiniment  petits 
par  rapport  à  dr  et  à  df . 
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n  sait  de  là  ipApourirowèr  les  dijffermiieMes  secwdes,  tn^uièmes^  eic.  > 

il  Jiua  regarder  les  différentielles  comme  4^  noupelles  variables  qui  ont 

elles'-mémes  leurs  différentielles  placées,  dans  tordre  supérieur,  et  rejeter 

du  résultat  tous  les  tempes  qui  seraient  étun  ordre  plus  élevé  que  celui-là. 

C'est  de  ce- petit  nombre  de  règle»  que  se  déduisent  les  divevs  piro-? 
c^dés  de  la  diûerentîatiou^.  et  on  Toit  qu'elles*  renferment  toutes  celles 
^e  nous  avons  déjà  données tf      .         . 

li»  sAocesskoi  iwdéfiwr  de  ^aaetftQS.  infînimeiit  petites  lea  mues  à 
rëj^asdrdes  autres^  pwnt^  à  plûaîeffr»  Géomètres^  l>ieii  difficile  à  accor-t 
der;:  ef  ^  àlaf  vérile^  fiifr  sexLvent  bien  mal  exjrfiqiwe  par  à^^  coqimenr 
tateurs  maladroite;  oar  Feiid)arf as  ne  eonsbte  <pse  daotf  Fraoneiadoib 
Bu  »'attadAniài  mentMr  qise  danr  lés  applicsIioBa  du  eilaul  difieMn-- 
fiAy'anrtiwapfk^jÊitaÊSs  (pie  Te»  rapports  des.  dHEérentidles-^  it  sufSi 
èfi  tappekr  que  éea  quantâtëft^^  rappontées-  à  rauMÎtiement  ndëèSTf 
Vixui  àtiWvméàA^tïnS^^  delafome 

*  pàae,    qàx^y    rdx^\    etc.    (^^)y 

pour  faire  cdndeTtHTijae  les  rapports  de  cbacmie:  «wc  toutes  celles  qui 
la  précèdent^  et  en  général ,  avec  toute  expression  qui  ne  confcie«dmit 
que  des  puissances  inferieures.de  èx(Jnt.  i4)s'éTanouissentIorsqtt'on  fait 
ix  =  o.  Tel  est  l'esprit  des  principes  sur  lesquels  tTAIembert  et  Euler* 
ont  fondé  la  métaphysique  du  catbûl  (ttffiérentiel;  mais  le  premier  mit 
pltts-d»  précision  dans  les  termes  desa  théorie,  déduite  de  la  considé^» 
ntioa  des  limites  ^  qjiè  j'ai  déjà  indiquée  (4)*  .   .  ^ 

81  •  Je  ne  parlerai  point  ici  de  la  tké&rie  que  NeTrte»^  qui*  partage  avee 
LdbhilfiB  Ik^  gtotre  d'avoir  découvert  le  Calcul  différentiel  et  le  Calcul 
int^^^  a  donnée  dé  ces  caleuls^  parc^  qu'dfo  tient  à  la  considération 
du  mouvement^  qui  esfc  étrangère  à  l'indlyse  et  à  1^.  géoafiétrie ,  et  qui 
d'affléurs  ne*  saurait^  pair  eOé-méme,  disfteiiser  de ^n^idwer  de^?  quan»» 
tieés  é^anouxasantes.  (Voyea  à  ce  sà^et  le  Discours  priéUminàire.) 

JLanden ,,  compatriote  de  Newton ,  parait  être  le  preinfer  qui  ait  pensé 
à  ramener  le  Calcul  différentiel  à  des,  notions  purement  algébriqttes* 
Ses  écrits  sur.  VAnaljse  des  résidus  {The  residual  analjsis),  publiés 
.vers  1760,  présentent  ce  calcul  comme  ayant  pour  premier  objet  de 
,farouver  le  développement  du  quotient  de  la  différence  de  deux  fonc- 
..lions  pareilles  des  quantités  a?  et  x\  divisée  par  la  différence  de  ces 
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quantités^  c'est-à-dire ^  le  déyeloppement  de  rex^esnon 

et  lorsqae  ce  quotient  est  obtenu  de  manière  à  ne  conserrer  aucune 
trace  du  diviseur  x'— -j?,  on  y  fait  a<  =  a:,  ensorte  que  le  dernier  but 
du  calcul  est  de  parvenir  à  une  valeur  particulière  (spécial  value)  du 
rapport  ci->dessus.  Je  n'entrerai  pas  ici  dans  le  détail  des  procédés  ima^ 
ginés  par  Landen ,  pour  former  les  développemens  dont  il  a  besoin  ; 
on  petit  en^  prendre  une  idée  dans  Ife  Complément  des  Élémens  étAl^ 
gèbre,  par  l'usage  que  j'en  fais  pour  démontrer  la  formule  du  binôme^ 
et  développer  les  fonctions  exponentielles  et  logarithmiques* 

Il  est  bien  &cilé  de  s'appercevoir  que  la  recherche  du  développement 
considéré  par  Landen ,  rentre  dans  celle  de  la  limité  du  rapport  des 
accroissemens  des  quantités  x  et  f(ar),.et  ne  dépend  que  de  la  pos-* 
sibîlité  de  développer,  suivant  les  puissances  de  raccroissement  deir^ 
le  second  état  de  f(ar).  En  effet,  si  l'on  pose 

X^  ns  X  -f-  h^ 

{(x')  =  f(x  +  h)  =  î(x)+Ph  +  Qh-+Ilh^^tic., 
on  aura 

f  (j/)  —  f  (ar)  '_  Pft  4-  Qh^  +  Rh^  +  etc. 

=  P  H- ÇA  + /ÎÀ- 4- etc.  j 

le  dernier  résultat  n'étant  plus  divisé  par  h  y  on  y  pourra  faire  hsso  , 
c'est-à-dire  x':=zXy  et  on  tombera  sur  la  fonction  que  j'ai  nommée 
coefficient  différentiel ^  qui,  comme  on  le  voit,  est  identique  avec  celle 
que  Landen  appelle  valeur  spéciale. 

.  Il  est  évident  que  l'existence  de  cette  valeur,  relativement  à  une 
fonction  quelconque,  tient  à  la  possibilité  (démontrée  dans  le  n""  17} 
de  développer  î(x-^h)  suivant  les  puissances  de  A,  dans  la  forme  as- 
signée^ car  dans  toute  autre  il  resterait,  soit  au  dividende,  soit  au  di- 
viseur, des  puissances  de  A,  et  le  rapport  de  f(^') — î{x)  à  jc'— -x,' 
deviendrait  nul  ou  infini,  par  la  supposition  de  x^^safx.  Cette  difficulté  ^ 
conmiune  à  la  recherche  des  coefficiens  différentielis ,  par  la  considéra- 
tion des  limites,  aussi  bien  qu'à  la  théorie  de  Landen^  ne  s'est  présen** 
tée  ni  à  ce  Géomètre,  ni  à  D'Alembert,  parce  que  Payant  en  vue  que  de 
parvenir  aux  coefficiens  différentiels  des  fonctions  algébriques  "et  des 
fonctions  transcendantes  connues,  et  les  obtenant  par  l'application  de 
leurs  méthodes,  ils  ne  pouvaient  concevoir  aucun  doute  sur  Fexistence 
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de  ces  coeffidens'C^).  C'est  Evier  qni^  en  réçapitalant  les  formes  que 


(*)  L'exutence  de  la  limite  du  rapport  -^4 — ,  peut  être  prouvée  immédia- 

tement  d'une  manière  fort  simple.  Voici  la  démonstration  qu'en  a  donnée  If.  Binet  aine, 
professeur  de  Mathématiques  transcendantes  au  Lycée  de  Rennes. 

Soit  j/'^x^r^zh;  si  on  conçoit  l'intervalle  h,  partagé  en  nn  nombre  n  d'intervalles 
iffaxK,  at  que  l'oa  prenne  successivement  pQur  a/  et  pour'  x  deux  valeiurs  consécutives 
dans  la  série 

le  rapport  ^  J.^*  .  -i^  ,  pour  chacun  de  ces  derniers  intervalles ,  recevra  les 
valeurs  .      '    v  \  m    '   T'  *  ■ 

• — -*''->"'''^'"^-"^  '  '     ;  ■     )^^^"  ■     ^    '  'I  {^% 

!    *     .    .  :  .M    .         :..«     '  .  .   >:*:'  .  ï  r:   1  •.  :-.  . '.    '    i 

qui  seront  de  même  signe  »  si  la  fonction  proposéjS  èat  toujours,  oroiisa^te^  ou! |oo)6urs 
décroissante ,  depuis  x  jusqu'à  xf,  ce  qui  ne  saurait  ni^qq^^'^^Ter  en  pre^iant  la  diffé^ 
rence  j/—*  x  d'une  petitesse  convenable;  et  dans  cette  hypothèse ,  la  somme  des  va*, 
leurs  ci-dessus,  en  y  effaçant  les  termes  dé  signes  contraires ,  se  réduit  à 

n  suit  de  là  que,  quelqne  grand  qu0  sojt  le^  nc^pbrb  »;  et  pitr  iQMI^qufiit  Quelque 
petite  que  soit  la  différence  --  entre  deu^  valeurs  ôonsécutives  de  x  ei  Ae  jif,  lea 
j^uantités  {A)  ne  sauraient  être  toutes  plus  petites  ou  tputes  plus  gijandes  que 
^  ^ ^—  f  puisque  dans  le  premier  cas,  nn  nombre  n  de  ces  quantités  ne  sau- 
raient former  une  somme  aussi  grande  que  ni        ^^^  ^^  > ,  et  dans  le  second  cas ,  une 

•omme  aussi  petite  que  cettemême  quantités  Mais  la  grandeurétantassujétie^dansseschan* 

gemens»  à  la  loi  de  continuité^  ue  peut  s'évanouir  9ans  devenir  d'abord  aussi  petite 

que  Ton  voudra^  ou  passer  à  Tinfini,  sans  deveoîr  apparavaat  aussi  considérable  qu'où 

I.  5i 
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pgrgiiaitJlWcrotesaBiiiBiiti|ie& foncttoog  coimnéft^lorBqti'aa  le  Aènl^jfpmt 
en  série  ^  a  énoncé  le  premier^  comme  un  théorème  général^  que  pour 
toute  Ibnctîon^  cet  accroissement  était  de  la  forme 

i^»  *{- Çû^  +  il«' H- 5à»i  ^- etc- , 

€ù  désignant  Faccroissement  de  ir. 

Frappé  de  Torigine  lumineuse  et  féconde  que  cette  éuonciation  don- 
nait au  cdçijdifrérenjt^^  etparlajpieJle  toutes  les  b^^nc^es  dç,c^  calcul 
paraissaient  beaucoup  mieux  liées  qu'elles  ne  Tavaient  été  jus^ues-lày 
M.  Lagrangcr,^  comme  je  l'ai  déjà  dit^  en  fit^  dèè  Jjj^y  la  base  d'une 
exposition  purement  analytique  des  principes  du  calcul  différentiel;  mais 
il  ne  s'engagea  ^point  alors  dans  les  considérations  qui  pou^ient  jus« 
tifier  le  Ûiébremé  dlButer^  établi  seulement  paf  induction  :  ce  n'est 
que  dans  li  Théorie  des  Jonctions  analytiques^  qu'il  s'en  est  occupé  pour 
la  ixremiàre  foia^:  et  s'es|  attaché  à  écarter  *iK>n-sei^ement  du  calcul  dif-* 
féitentiel  enlui-inéme^  ma£s  encore  de  son  application  à  la  Géométrie 
et  a  la  Mécaliiquey  toute  idée  d'infiniment  petits  et  dé  limites;  et  il  in- 
troduisit à  '  Cet  effet  des  signes  nouveaux.  En  partageant  avec  toute 
l'Europe:,  l^j^espéç^  att^cbé  aii,  nom  et  aux  travaux  de  M*  Lagrange^ 
j^0syr^-  néanmQins  n'étire  pas  de  l'avis  de  cet  homme  si  justement .  ce"- 
lèbre  ^  sur  les  moti^  qui  paraissent  le  porter  à  introduire  une  nouvelle 
manière  d'écrire  les  résultats  du  calcul  différentiel  ;  car  je  crois  qu'il  est 
fecSe  de  ptoiii^er  que  Fànciënne  n'a  point  en  elle-même  Vincorwénient 
de  rappeieh  tontimellethêti  Tidée  fausse  des  infiniment  petits. 

82.  On  a  vu  jusqu'ici  comment  les  circonstances  les  plus  compliquées 
dans  la  ^^âdvafion  des  ceefKciens  diffiérmitipls^  peuvent  «exprimer  en 
n'employait  que  la  caractéristique  proposée  par  Leibniz  ^  et  adoptée 
partout^  excepté  ep  Angleterre  ;  il  me  semble  pourtant  que  ceux  quî^ 
auriont  bien  wési  i'-esprit  du  n*  4,  et  les  formés  de  éalcul  qui  en  ré- 
^ultentj ne  pourront  trouveiraiAcmie  contradiction  entre  la  iK>tati<Mi  et  le 
point-de-vue  sous  lequel^  d'après  M,  ,Lagrange^  nous  avons  présenté 
le  Calcul  différentiel.  Sur  quelques  notions  préliminaires  que  l'on  s'ap-. 


le  w)udra  :  .donc  toutes  les  valeurs  de  -i--i ^JL     ne  peuvent  être  ni  nulles,  ni 

infinies^  dans  TintonMlle  d«  af  k  œ^  quelque  petit  ^^on  la  suppose  :  dcmc  ce  rapport 
«st  susceptftte  d'ona  U&âi«  assig^le.  '  \*     - 

i  .T 
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'^^  k:  fenctîatt.^fiie.j'fti  Boamm.  copient  dijffféremielt,  seiu  Um^ 
jours  le  mul%licateiir  dé  la  première  piusiance  de  laecroîssement 
de  la  variable,  dans  le  déyeloppcment  de  cehd  de  la  fbiietî6n  pri- 
mitÎTej  et  tant  que  Ton  attachera  au  mot  difference^hi  signification  qu'on 
lui  donne,  même  en  Arithme'tîque,  le  mot  différentielle  ne  fera  naître 
aucme  difficulté;  car,  quelle  que  soit  la  raison  pour» laquelle  ou  ne 
considère  que  le  premier  terme  de  la  différence,  toujevtrs  est*il  vrai 
qu*en  se  bornant  à  ce  terme,  on  n'aura  qu'une  différence  tronquée, 
vne  différentielle,  et  cela  sans  rien  prononcer  sur  sa  grandeur  absolue, 
sans  rappeler  en  aucune  manière  T  idée  d' infiniment  petit. 

Le  changement  de  métaphysique  ne  saurait  donc  conduire  à  un 
changement  de  notation,  si,  comme  il  est  aisé  de  s'en  convaincre,  la 
notation  ancienne  a  des  avantages  marqués  sur  celles  que  Ton  voudrait 
lui  substituer.  ' 

D  faut  d'abord  observer  qu'elle  doit  être  débarrassée  des  parenthèses 

qu'Euler  employait.  En  effet,  g,  ^,  sont  aussi  clairs  que  (^),  (^)  , 

quand  on  est  prévenu  que  z  est  une  fonction  de  deux  variables  indé*- 
pendantes  ûp  eijr^  ce  que  l'énoncé  de  la  question,  oulq  sens  dont  il  est 

susceptible,  indique  toujours;  et  Ton  np  peut  plus  confondre  alors  ^ 

avec  1^  différentielle  totale  de  z^  divisée  par  dr  ,  c'esl-à-dire  avec 

îT^— >  ^ 

expression  qui,  w  réduisant  à  * 

d»  ^,   d»  ,  jfy 
3x  *^  3y  *  dx  • 

ne  signifie  quelque  chose  qu'autant  que  l'cm  regarde,  au  moins  impU^- 
cilement,  ^  comme  une  fonction  de  x.  MM.    Lagrange  et  Legendre 
avaient  déjà  depuis  long^temps  supprima  les  parenthèses  dans  leurs 
calcnis,  et  j'ai  cru  pouvoir  >  sans  inconvénient,  suivre  l'exeikif^e  quHls 
avaient  dénué.  Fontaine,    qui,  le  premier,  appliqua   la   nMilton  de 

Leibnitz  aux  différentielle^  naturelles,  proposa  de  désigner  jîar  7- d^t 

le  rapport  de  dock  la  différentielle  totale  de  fc,  afin  de  le  distinguer 
du  coefficient'  de  dx,  dans    cette  différentielle,  ce  qui  est  assurément 
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fort  simple  y  et  peut  servir  àaaxs  ua  ns.assèz  important:  c^estlarsqvié 
l'on  établit  entre  plusieurs  des  variables  contenues  dans  la  fonction^  une 
nouvelle  dépendance'^  qui  fait  varier  en  même  temps  plusieurs  de  ces  quan- 
tités^ qui  avaient  été  d'abord  différentiées  isolément.  Il  naît  de  la  de  nou* 
veauxcoefficiens  différentiels  qu'il  ne  fiiutpas  confondre  avec  les  premiers. 
On  pourrait  encore  adapter  à  ce  cas,  une  notation  déjà  mise  en  usage, 
sous  un  autre  point-de-vue ,  par  les  premiers  Géomètres  de  notre  siècle, 
et  qui  me  parait  très-expressive»  Comme  il  n'arrive  que  par  la  réduction 
implicite  du  nombre  de  variables  indépendantes ,  on  écrirait  au  bas* 
de  la  fonction  les  variables  auxquelles  elle  est  rapportée,  laissant  la 
fonction  simple  pour  les  circonstances  où  l'on  y  fait  varier  séparément 
toutes  les  quantités  qui  entrent  explicitement  dans  sa  composition.  Par 
exemple,  u  désignant  une  fonction  des  -variables  x yjy  z^  dans  la- 
quelle on  regarde  z  comme  dépendante  de  a?  et  de  ^,  ce  qui  réduit 
u  en  fonction,  in^plicite  de  a:  et  de  ^,  on  pourrait  écrire 

^^xtv  1*       A      du    ;   du  dz 

-^    au  heu  de    gi+^S» 

OU  Bien  si  les  différentielles  relatives  aux  variations  explicites  se  pré- 
sentaient plus  rarement  que  les  autres,  on'  retiendrait'^  pour  le  coet 
ficieiit  différentiel  relatif  à  la  variation  de  tout  ce  qui  dépend  de  x^  et 
on  mettrait  -~^,  -^,  -~^,  pour  les  trois  coefficiens  différentiels  re- 
latifs aux  variables  considérées  comme  indépendantes  ;  mais  il  serait  en*^ 
core  plus  simple  d'appliquer^ un  accent  au  d,  ou  de  lui  donner  une 
forme  particulière,  comme  celle-ci  :  9,  ou  enfin  d'employer  un  J^,  etc. 
pour  marquer  les  différentielles  relatives  aux  variations  implicites.  Ces 
conventions,  faciles  à  imaginer  et  à  saisir,  montrent  qu'on  peut  trou- 
ver aisément  des  ressources  pour  exprimer,  sans  sortir  de  l'esprit  de  la 
notation  générale,  les  circonstances  passagères  dans  lesquelles  on  peut 
âtoir  besoin  d'abréger  les  développemens  qu'elle  exigerait. 

Après  avoir  montré  que  la  notation  de  Leibnitz  satisfait  à  tout ,  je- 
tons un  coup-d'œil  sur  les  autres,  en  commençant  par  celles  qui  sont 
employées  dans  la  Théorie  des  fj^^Uons  analytiques.  Lapripmière,  qui  se 
rapporte  nux  fonctions  d'une  seule  variable,  consiste  à  substituer  à  la  yar 
riable^,  regardée  comme  fonction  de  a:,  par  exemple,  le  symbole 
f  (or),   et  à  représenter  les  coefficiens  différentiels 

Ér     $y    ë!ji     etc 

àj:>      33?  >      da;3>      «C. 
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jMtf  f(jr),  f\x)y  r(jc),  etc.; 

mais  les  accens  ne  peuvent  servir  seuls  que  lorsqu'il  ne  s'agit  encore 
que  des  fonctions  de  deux  variables  ,  en  affectant  les  accens  supérieurs 
aux  variations  de  l'une  y  et  les  accens  inférieurs  aux  variations  de  Fautre. 
C'est  ainsi  que  M.  Lagrange  a  d*abord  exprimé  les  coefEciens  différentiels 

àz  àz         d*z  ^      d*^ft  d^s 

dx'       ^'      d^^      ^'      Srdy  » 

d'une  fonction  de  deux  variables^  par 

f(x,7),    f/or,/),    r(x,^),    f>,^),    rxx,j). 

Pour  aller  au-delà  ^  cet  illustre  Géomètre  écrit  entre  des  parenthèses^   ^ 
après  le  signe  delà  fonction^  la  quantité^  ou  les  quantités^  qu'il  regarde 
jcQXùme  variables^  et  désigné  par 

•     r(x),    f(j),    r(z), 

rCcr),    r(j),    r(»),    n^r,^),    r(i,z),    r(y,z)r 

les  coefliciens  différentiels  du  premier  et  du  second  ordre  ^  pour  la 
fonction  ((x^y,  z). 

De  qudle  quantité  de  parenthèses  très-resserrées  ne  £iudrait-iLpa8 
charger  les  calculs ^  en  suivant  cette  marche?  Les  accens ,  dont  le 
nombre  devient  bientôt  assez  difficile  à  saisir^  sont-ils  aussi  commodes 
^  que  les  exposons  de  la  caractéristique  d?  Enfin ^  quand  on  veut  repré- 
senter, plusieurs  fonctions  k-la-fois^  ne  faut-il  pas  introduire  d'autres 
signes  que  la  lettre  f  ? 

Il , parait  que  cette'  demière  considération  a  engagé  M.  Lagrange  à 
modifiièr  de  nouveau  sa  notation^  en  affectant  aux  coefficiens  différent 
tiels  du  premier  et  du  second  ordre  de  la  fonction  Z,  dépendant^  d^a 
trois'  variables  x,jr  et  2^  les  signes^  suivans: 

(|>(|).(f). 

ktO'  \yO'  (jrd'  (ïy)^  fo)'  (y^)- 

(Note  X  de  la  J^ésobuion  des  Équations  muniriqu^s.) 

Cette  quatrième  notatiân  est  encore  sujette  aux  difficultés  4fû  nanse&t 
de  l'emploi  des  accens  et  de  l'embarras  des  parenthèses;  j'avouerai  même 
que  la  troisième  ne-comportant  point  de  déiiominateurs,  qui^  dansl'im* 
pression^  exigent  une  double  ligne ^  me  parait  préférable  dans  les  cas 
où  l'on  ne  considérerait  qu'une  ou  deux  fonctions  différentes.  Mais  il 
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faut  surtout  remarquer  que  la  quatrième  notation  de  M,  Lagrange  pr^ 
sente  pour  chaque  coefficient  différentiel  le  même  nombre  de  signes 
que<:elle  d'Euler  et  celle  de  Waring ,  le  premier  analyste  qui  ait  trans- 
porté en  Angleterre  le  calcul  des  différentielles  partielles.  Voici  un 
temple  de  ces  trois  notations  placées  dans  l'ordrd  de  leurs  dates. 


id^)^         V^)''       ^^^* 


Dans  la  seconde ,  qui  est  celle  de  Waring,  les  points  adoptés  par  Newton 
et  par  tous  les  Géomètres  anglais,  ont  pris  la  place  des  d^  dont  s'est 
servi  Leibnitz^  et  tous  les  Géoipètres  du  continent,  sortis  de  son 
école.  ^  r 

Euler  a  insisté,  dans  la  Pré&ce  de  sas  InstUtUiones  calùuli  différent 
'  iialisj  sur  les  défiiuts  de  la  notation  anglaise,  qui  devient  difficile  à 
écrire  et  même  à  saisir  ,  dès  qne  le  nombre  de  points  surpasse  trois  j 
et  on  ne  voit  pas  comment  il  serait  possible  de  l'indiquer  par  des  chiffres, 
sans  risquer  de  les  confondre  avec  les  exposans  :  on  sent,  d'ailleurS| 
qu'il  est  aisé  d'oublier  un  point  en  écrivant,  ou  qu'il  cesse  de  paraître 
dans  l'impression.  Plusieurs  de  ces  objections  s'appliquent  à  la  nota- 
tion de  M.  Lagrange,  qui  aurait  en  outre  rinconyénient  assez  grand 
de  priver  souvent  les  Analystes  de  la  faculté  de  représenter  par  la  même 
lettre,  accentuée  div^rseoient,  des  quantités  qui  ont  des  significatioiK 
analogues.  L'emploi  du  d  n'est  sujet  à  aucune  de  ces  difficultés  ;  cette 
caractéristique  est  de  la  ^us  grande  évidence,  snrCouit  si,  en  considé- 
fnnt  qu'elle  est  le  signe  d'une  opération,  on  Téerit  en  rcHsiain,  en  lais* 
sant  la  lettre  italitpe  pour  la  désignation  des  grandeurs,  ce  que  n'a  point 
observé  Euler:  enfin  les  exposans  qui  marquent  le  nonibre  de  fois  que 
la  différenti^tion  a  été  répétée,  étant  appliqués  à  la  caractéristique  d, 
se  présentent  avec  la  plus  grande  clarté. 


85.  Landen,'  qui  fondait  le  calcul  différentiel  sur  d'autres  principes 
que  Leibnitz  et  Newton  (81),  avait  également  jugé  à  ^>ropos  d'établir 
db  Muveanx  signes;  maïs  ses  ouvrages,  quoique  fort  ingénieux,  pa- 
raissent avoir  été  peu  lus.  Il  n'en  pouvait  être  de  mèsne  de  ceux  de 
AI.  Lagrange)  et  en  attirant  l'attention  de  la  plupart  des  Géomètres, 
sur  k  métaphysique  du  calcul  différentiel,  il  a  suggéré  à  quelques-^ias 
des  idées  qu'ib  ont  aussi  voulu  exprimer  par  àe%  signes  qm  levr  fussent 
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propres,  <{aoîqne  les  anciens,  ùnsiqoe  je  crois  l'avoir  prouvé,  pussent 
s'jr  prêter  également.  Je  compte  à  présent  huit  manière  différentes  d'ex« 
primer  le  coefficient  difiereotiel  d'une  fonction  ,  savoir  ; 


àx> 


X 


t.    «V.     â2. 


Lapreimère  est  tirée  des  signes  de  L^nitz  ;  la  seconde,  de  ceux-  de 
Newton  ;  la  troiâème  est  ceUe  qu'avait  adoptée  Landen  ,  dans  les  ou- 
vrages que f ai  cités  plus  haut;  la  quatrième  et  la  cinquième  sont  em* 
ployées  par  M.  Làgrange. 

La  sixième  a  été  proposée  par  M.  Pasquich ,  Asboa  vax  int^essant 
envrage  qu'il  a  piAlié  en  1799^  sur  le  Calcul  différentiel  et  int^ral , 
et  sur  la  Mécanique,  oh,  tirant  les  principes  du  Calcid  différentiel  dd 
la  limite  dit  rapport  de  raçeroissemént  d^une  fonctioa  à  cehii  de  sa 
Variable  ,  il  appeHe*  cette  limite  raison  différentielle^  et  ie  signe  qui  lo 
représente,  exposant  de  là  raison  différentielle^ 

M.  OruBon  se  sert  delà  septième,  dans^  ses  Mémoires  sw  le  Calcul 
ièocp&siMm,  qui  répond  au  développement  des  fQuctions  en  séries^ 
{Acad/de  Èerlin^  années  1798,  i799)^ 

En^  ce  développemeM,  qui  depuis  quelque  temps  occupe  k  ]d(n« 
part  ^les^  Analystes  allemands,  a  fait  naître  à  M.  Rrampt,  géomètre 
déjà  connu  par  un  Traité  très-t'ntiarquaMe  sur  les  réfractions  aatnmo-^ 
ffiiqué),  ridée  de  lier  plus  intimement  le  Calcul  différentiel  ii  l'Al- 
gèbre ordmfife ,  en  ne  définissant  le  premier  que  par  le  pmcédé  qartl 
fiiut  suivre  pôtir  passer  de  la  fonction 

jx""    -{- Baf    +  Cx* etc., 

à  la  ibtnclion 

A^o:"-* -^)PjBaf-'4-yCr*-' : . .  .etc., 

opération  qn'on  a  occasion  d'effectoer  en  Algèbre,  pour  là  mdfèrche 
an  racines  ^ales  des  équations  (Élém.  d'Algèbre) ,  et  qui  conduit  à 
Yme  nout^eik  fonction  dérivée  de  la  première^  en  maltîplismteha^terme 
par  texptfsànt  de'tti ^aruMe,  et  dinUnumt  ensuite  cet  exposant  td'uue 

unité  (*). 

-  ■  -  -  ...  I      - 

i^  Ob  a'étonnera  peuNôtré  de. ce  que  )e  n'ai  poial  parlé,  dans  rénaniération  ci* 
demi,  deSi  ^fOMobteases  notations    qu'Arbogast  a  employées   dans    son  Traité  dss 
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Je  ne  dois  pas  oublier  de  protester  ici  combien  je  suis  âoigné  de 
rintention  d'exercer  auctine  critique  sur  des-  ouTrâges  où  sont  propo- 
sées les  notations  que  je  viens  de  rapprocher ,  et  dans  lesquels  je  re^-^ 
connais  avec  empressement  qu'il  y  a  des  choses  très-intéressantes  ;  mais 
je  demande  la  permission  de  £dre  observer  que  c'est  un  principe  avoué 
de  tout  le  monde,  qu^il  ne  faut  changer  les  signes  reçus  que  lorsqu'ils 
sont  en  contradiction  manifeste  avec  les  idées  qu'ils  doivent  représen^ 
ter,  ou  lorsqu'on  peut  les  abréger  notablement,  ou  enfin  lorsqu'en  les 
modifiant,  on  les  rend  propres  à  développer  de  npXiVea^ix  rapports  qu^n 
n'aurait  pas  apperçus  sans  cqla.^  Les  $ignes  d|i  Calcjol  différentiel  ne  sont 
dans  aucun  de  ces  cas  :  tout  ce  dont  M*  Lagrange  a'  enrichi  l'Analyse^ 
dans  sa  Théorie  des  fonctions^  dans  sa  Résçlution  des  Équations  nue^ 
mériquésj  dans  ses  Leçons  sur  te  C'àloul  des  fonctions ,  peut  être  expri- 
mé, avec  autant  de  simplicité  que  d'élégance,  par  hs^  caractères  usitéa> 
comme  on  l'a  pu  voir  dans  la  première  édition  de  ce  Traité,  et  comme 
on  en  sera  de  plus  en  plus  convaincu  par  celle-ci,  pour  laqueliç  j'apt 
porterai  lé  plus  grand  soin  à  profiter  de^  e!xcellens  écrits,  que  je  viens 
de  citer.  Il  y  a  plus  ;  j'ai  la  persuasion  que  le  Calcul  des  fonctions  ne 
saurait  atteindre  à  rien  que  le  grand  Géomètre  qui  en  «st  Tiny^nteur 
lie  puisse  déduire  du  Calcul  différentiel  ;  et  il  me  fi^mfbje  d'ailleurs  in- 
ciontestable  que  le  passage  de  l'Algèbre  au  Calcul  différentiel,, présenté 
ccunmeil  l'est  dans  ce  chapitre,  ou  par  les  limites;,  copawe  dana  le 
IVaité  élémentaire  qiie  j'en  ai  pu}}Ué^  ne  soit  ansyi  simple  que  le  pas? 
sage  de  l'Algèbre  au  Calcul  des  fonctions* 

Avant  donc  d'innover  dans  les  signes,  déjà  si  multiplies  en  Analyse^ 
que  l'iin  veuille  bi^n  penser  à  l'embarras  qu'éprouvent  ceux  qui  l'ëtur 
dient  et  qui  voudraient  en  embrasser  l'ensemble,  d'avoir  sans  -cesse  à 
rapprocher  des  formules  et  de^  opérations  an^ogues,  rendues  par  des 
caractères  différens.  C'est  la  crainte  de  voir  ouvrir  cette  nouvelle  source 
de  difficultés,  qui  m'a  engagé  dans  des  détails  dont  la  longueur  sera 
justifiée  par  l'influence  que  ne  peut  manquer  d'exercer  l'homme  célèbre 
qui  semblait  avoir  projeté  une  révolution^  à  cet  égard;  et  T^n  trouver^ 
toutsimple  qu'en  attendant  l'époque  où  des;  progrès  bien  caractérisés  lëgip 
liment  d'une  manière  incontestable  l'emploi  à^  signes  Bonveaux*,.  oji. 
ikdi^  de  défendre  ceux  avec  lesquels  la  Mécanique  analytique  et  la 
Mécanique  céleste  sont  écrites,  ,  . 


dérivmiionsç  mata  il  faut  observer  qu'elleà  s'appliquent  à  dea  ftiactiona  qai  ne  sont 
pas  précisémeat  les- coafficiens  difiEérentieU ;  à  la  vérité,  elles  ê'y  rabotent ^ facile* 
meut  ;  auAsi  en  sera-t-il  questioa  dans  ce  qui  ?a  iuiyre. 
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CHAPITRE  II. 

Usage  du  Calcul  différentiel  pour  développer  les  Jonctions. 

84.  XjIe  théorème  de  Taylor  oflîre  un  moyen  aussi  simple  qu'élégaut 
de  réduire  les  fonctions  en  séries^  et  voici  comment:  .  Application da 

Si  on  représente  une  fonction  quelconque  t(3c)  par  jTy  on  a  (20)  theorèmcdeTay- 

lor,&nxdéTelop- 

en  faisant  ar=:o.,  î(x^h)  se  change  en  f(A),  et  en  désignant  par 
y  y  Y\  Y%  F',  etc.  ce  que  deviennent j-,  ^r  ^>  3^  >  etc.  dans 
cette  hypothèse^  on  aura 

f(A)  =  r4-Tj+ f-il  +  r'^+.ctc. 

Cette  équation  ayant  lieu,  quelle  que  soit  la  valeur  de  h,  on  pourra 
écrire  x  au  lieu  deA^  ce  qui  ne  changera  rien  aux  quantités  V^ 
y  y  etc.^  qui  ne  contiennent  point  cette  lettre;  et   on  aura  alors 

f(x)  =  r  +  r'î+r'ifl4-r'^  +  etc. 

Les  opérations  que  nous  avons  Êiites  sur  la  série 

pour  parvenir  à  la  précédente^  se  réduisent  à  supposer  xxslo  dans  les 
quantités  Jy  -^^  j^>  etc. ,  et  à  mettre  ensuite  x  au  lieu  de  A  j  nous 
pouvons  donc  écrire  dorénavant 

en  nous  rappelant  ç\a  il  faudra  faire  x=:0  dans  la  fonction  y  et  dans  chacun 
de  se6i  coefficiens  differendeU.  Quelques  exemples  vont  eçlaircir  ceci. 
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85.  Soit,  !•.  ^ssa*  la  fonction  à  développer;  lorsqu'on  £dt  â;s=o, 

:^=za'la      ]  [  r  s=ïa 

%=;a^(lay\    .  .  /   K*  =  (la)' 

djc»  )  donnent  (  ^     ^ 

g  =  a'(la)»f        ,  lr':^(l«)* 

etc.  j  (  etc. 

par  coBséqu^t  if  ^a;;^  i  4^1  a  f  •+•  (1^)*  7^  Hr  (!«)'  77^  4*  ^^Ç* 

86.  Il  e^^t  ai^é  dç  s'^p^çjçvoîr  pw  cç  proQ^^  qu'c^n  ïàQ  $iiurait  dé- 
velopper, suivant  les  puissances  entièires  çt  positives  de  a:,  une  fonc- 
tion, qui  ^rait  telle  qa^  les  qua|>tilës  T^  Y^,  Y%  Y^y  etc.  devien- 
draient  infinies.    Si  on  avait,  par  exemple,  ^=lx,    dans  ce    cas, 

%—'x>  S=='  — à>  5à=è>  ^*^->  ^*  *^  supposition  de  ^  =  0, 
prendrait  ces  c^uantîtes  infinies  aussi  bien  que  j.  Nous  reniarquerons  eu^ 
passant  qu'il  n'est  pas  nécessaire  que  toutes  les  quantités  Yy  JT^  J^,  etc. 
deviennent  iojQldiQs  à-U-^is  |pur  qne  la  réduction  es»  9iérie  ne  puisse 
avoir  lieu  dans  la  forme  supposée  ;  nous  reviendrons  sur  ce  sujet  et 
«ous  ferons  cop^ialU^  à  quoi  \àea\  la  dîffie«ijfté. 
$i  on  ai'élMt  prapM?  J^«pi(a4^a?)  on  aurait  «a 

r^u,    r  =  i,    r'=-^,    r-=5,  etc. 

et  l(a+x)=la+?-.-^.4-^-  etc.. 


aa* 


87.  On  appliquera  sans  peine  aux  fonctions  sinx  et  cosor,  le  pra^ 
cédé  que  nous  venons  4'<BxpoBer  ;   oq.  trouvera,  pour  la  première , 

r==;o,    r=^i,     r'5=;o,.    r-=^^i,  «c 

et  pour  la  seconde , 

d'où  cosa:=i— ^+^g-^^etc. 

Ces  résultats,  ainsi  que  les  précédens,  sont  conformes  à  ceux  de  Flntroduct» 
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88.  Si  on  repréfieatu  pap  y  lu  are  de  cesrde  dont  le  sinus  soit  x^ 

en  aura  réquatîon  difiërentîell^  d^r^  ■■  ,  qui  nous   conduira  au 

développement  de  l'arc  suitant  les  puissances  du  «iaus.  £b  effet  on 
en  tirera 

^  =  3.5(i  —j:*)~^-f.  5. 5.6a:*(i —*»)""• -1-5.5. 7Jf*(i— «•)""*, 
En  &isantx:=o,   on    trouvera 

r=o,   r'r=i,  jr'=o,  r'=«,  r"=tï,   1^=5.5,  etc., 

et  par  conséquent  ^"^=0:+-—^  H TX5  "^  ^^^'^  ™^^  Vkoyx^  pouvons 

obtenir  immédiatement  le  terme  ^général  de  celte  ^uite ,  en  observant 
^®  di^  ==  dPî  ^"^  7t=P  '  car  rexpressio^générale  de  *».  ^A_; 

donnée  JMige  x85y  s'anéantit  lorsqu'on  supposé  ctseso,,  toutes  les  fois 
que  le  nombre  n  est  impair  y  et  lorsqu'il  est  pair  y  elle  se  réduit  à  son 
dernier  terme  ^  qui  devient 

a.4-6.8...       n  ^  ^  ' 

en  effaçant  les  Êicteurs  communs  au  numérateur  et  au  dénominateur. 
Le  terme  eélaéral  •r'-r^        ^  '  ■  ■  '  ■  ■  ^  1  de- la  série  cherchée  «  deviendra 

donc,  en  meilant'pour  j-^  la  valeur  de  g^d'.^^pW-  qu'on  yient  de 

trouTef ,  ''   ,'Jo^^^  ^^T  .^N  '  :  <^  voit  Jailleurs  que  n  + 1  sera  néces- 
'    a. 4. 6. 8 n(/i+i)  ^  . 

sairementup  nombre  impair. 

En  écrivant  sin/  au  lieu  de  x,   et  donnant  à  n  les  valeurs  succes- 
sives   o,  2,   4>6,  elc.  on  formera  la  série  suivante: 
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La  manière  dont  nous  y  «ommes  parvenus,  a  l'ayantage  de  faire  con- 
naître la  loi  que  suivent  ses  termes  y  et  qu'on  n'appercevait  pas  d*abord 
par  le  procédé  du  n*"  58   de  Flntroduction. 

C'est  par  cette  série  que  Nei/vton  a  calculé  la  longueur   de  la  cir-- 
conférence.  En  faisant  sîn^  =  i  >  elle   donne  l'arc  de 

si  on  supposait  sin^  =  -  ^  on  aurait  alors  l'arc  de  5ù^  par  une  série 
encore  plus  convergente  que  la  précédente,  tar  on  trouverait 

arc  de  ^'^Z  +  ^  +  ^s  +  ?^  +  a-M^6^8.9  +  «*^- 

On  parviendrait  à  connaître  la  longueur  de  la  circonférence  entière  > 
en  multipliant  le  premier  résultat  par  4>  ou  le  second  par  i2. 

4 

'  89.  j^assons  à  la  recherche  de  Tare  par  sa  tangente.  En   nommant 
y  l'arc  et  x  sa  tangente,  on  a 

4'pii  il  suit 

5^,  =  a4x(i  +^)-?  —4M»  +^*)~S  : 
,.  ^  =  a4(i  -^x*)-^  —  388a:»(i-|-x»)-<  H-584a:*(t-f-Jir»)-*; 
en  faisant  orso^  on  troure 

.  r=o,  r'=i,  1^=0,  F'=— a,  r''=o,  r'=2. 5.4,  etc. i 

on  a  donc_/  =  j:-r-^-f--g etc.  * 

La  loi  se  manifeste  dès  les  premiers  termes  ;  mais  pour  s^assurer 
qu'elle  est  également  observée  dans  les  suivans ,  on  aura  recours ,  si 
Ton  veut,  à  la  formule  qui  exprime  la  différentielle  «""'  de  la  fonction 
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(a  +  bx^^cx^y,  page  #5.  Dans  cette  application; 

/•  =  — I,      ^==  I  i      is=o,      c  =  ij 
et  il  s'ensuit 

On  Yoît  d'abord^  par  la  valeur  de  ç,  que  la  supposition  de^rsso^  anéan- 
tit toute  Texpression^  quand  n  est  impaire^  mais  que  dans  le  cas  con- 
traire le  dernier  terme,  qui  est  alors 

^  nu 

r(r — i).  ..(r — /i+ijp^-'dar'.nÇn — i)(/ï — a)  .. .  i.c^p^ 
g  i.a.3....^.  (r— /i+i)(r— n+a)....^r— ^) 

subsiste;  et  en  y  faisant  r=-- -i,  /'^i^  cz=i,  il  se  réduit  & 
sb  i.:2.3.  •  .Tîdr^  selon  que  -est  un  nombre  pair  ou  impair.  Telle 
est  la  yaleur  particulière  de  d".(i  -j-o:*)"*";  et  en  observant  qu'elle  fé^ 
pond  à  d--»"^,  le  terme  général  g^^^  ^  g    -..'(/i  +  i)  '    ^«^««^ra 

(^  Je  crois  devoir  faire  remarquer  que  si  4aqs  Téquation  h^=— ==& ,  on  ré- 

doÎMit  ■  en  série ,  on  aurait 

/if-** 

i.a - 

a 

a  a. 4  •       'a.4<b       •    •  A.4*t>....   n 

£q  représentant  par  A,  B,  C , .... iV  >  O  les  coeiEciens  des  termes  de  la  dernière  série  ^ 

on  aura  *  •     • 

•tendiffércntiant,  il  viendra 

5%=  û^j:  +4i?a;3  ^.  6Cx*  vf.. . .  ,+;^2Vx»-'  +  (ii+a)Ox»+»  +  etc.  ^ 

Cl  «il»  • 

d-+'    *  *  *  


^ji+i— i.a....  niV+a.3.  ...C/i+a)Ox»  +  etc. 
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go.  Je  vais  passer  )k  un  «"tbftip!^  dM^  leqllKl  !a  fbiictiôfl  k  d^vdo])* 
per  sera  donnée  iinplicitement  par  une  équation  différentielle ,  et  qui 
niotitrera  suffisamment  de  quelle  manière  il  faudrait  opérer  dans  les 
cas  plus  compliqués  du  même  genre-. 

En  appelant  œ  Tarc^  ei  jr  sa  tangentç,  on  a  da:=:*-^^  p    cl    pat 

conséquent  ^  =  ï  H-J^*  •  l'expression  de  ^  dépend  donc  alors  de  la 

fonction^  elle-ïnème;  aussi  les  coefficiens  dtfierentiels ^  au  lieu  d'être 
donnés  explicitement  par  la  Variable  indépendante  ^  ne  pourront  se 
déterminer  que  les  uns  par  les  autres  ^  «u  moyen  des^différentiations 
successives  de  Téquation 


qui  4Minerti 


ty   dy 

etc. 

Pour  penser  dte  là  aux  valeurs  des  coefficiens  K,  F^,  î^,  etc.,  3  fen- 
dra foire  x=o;  mais  n'ayant  point  d'équation  primitive  entre  x  eij, 
on  ne  connaîtrait  point  F,  si  l'on  ne  savait  d'ailleurs  qu'àVatr  Jr:=o, 
répond  une  tangente  ^c=zo.  Avec  cette  valeur  et  les  équations  ci-dessus^ 


LorsquB  xrro,  tous  les  xxyefficîena  d*im  orâre  pair  àiapataisseat ,  et  t-^^  se  réduit 
a  i.a...n.-2V:  doiîc -j--^  "^'■"     •  ,    ■    deyietidra 

■  -   .      ou        — ^  * 

«+i   '  a. 4. 6 «(a+O* 

en  mettant  pour  N  sa  valeur. 

En  réduîsâtft  en  série  le  Mnomc  (i+j:*)-^  dans  Téffu^tion  è^~— i--    on  aura 

QX         1  -f-JT 

ATtszrt  i ,  «elon  que  ï  sera  im  ^dmbvè  pair  ou  itop«r ;  «t  le  terttie  g^iéral  :!^t! 
defiendra  zt^^. 
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poussées  jusqu'au  septième  ordre ^  on  obtient 

r^^oy  r=,i,  Y'^^o,  JT  =;=!!,  r^  =  o, 
r^=z  i6,   r^'^  o,   r^"^  272, 

d'^ù  U  ré&ttlte    . 

n  est  visible  que  pour  trouver  le  terme  général  de  cette  série  ^  il 
faudrait  connaître  l'expression  •  de  d".(i4-^*)>  ^^  moins  dans  le  cas 
dç  0?  s=  o  ;  mais  on  voit  qu'aucune  différentielle  de  j  ne  pouvant  être 
prise  pour  cQnçtantqji  l'expression  cherchée  doit  les  contenir  toutes  jus- 
qu'à celle  de  l'ordre  n  inclusivement  :  on  ae  peut  donc  ^  de  cette  ma- 
nière, exprimer  le  GoeJOUcieiit  j^p;^  <pt'w  »oyen  de  tous  ceux  qui  le 

Je  tte  m'arrêterai  im  moment  k  eette  veqhcgrche,  que  pwce  qu'elle  me 
fournira  l'occasion  de  faire  connaître  deux  résultats  différasitiek  reiaar^ 
qaahleQ  parlevr  fonue^ 


91.  J'observe  d'abord  q^^on  a  d''Ci4-J*)=*'»?'*  =  ^"f^*/)>  ^*  ^"^ 
c'est  la  réduction  des  termes  semblables  qui  empêche  de  reconnaître 
la  loi  de  formatieii  de«  différeBlielles  successives  de  jr*.  Pour  éviter 
cçtta  réduction^  îe  suppose  qu'oq  aitjrj?  au  lieu  de/*;  alors  eu  diffé- 
rentiant  plusieurs  fois  de  suite ,  je  trouve 

i.jrz  ^jài   4-  zdjr 

i*.jrz  =  jrà*z  -4-  2à)rdz    +  ^^y 

i\jz  zsuj-à^z  4-  Zdjà'z  4-  3dzd*/    +  zdy 

iKjrz  =  jà^z  4-  4drd3a  4-  6d^d»z  +  4d5dy  4-  zdy 

etc. 

L'analogie  de  ces  formules  avec  les  puissances  du  binôme  est  sen-^ 
«ible,  et  on  la  rend  tout-à-fait  évidente  par  un  procédé  semblable? 
i  celui  du  n*  5:2»  En  effets  soit 

à\jrz  ==  jd"«  4-^d7d«-'z.  4-  JBdyd^-^z  4-  Cd^jd»-'^  4-  etc.  , 

Jj  By  C,  etc.  étant  des  coefficiens  coustans  ;  si  on  diâerentte  cetl* 
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équation,  il  viendra 

d"-^' .j-z==fà''-*-'z -h^\ djd-z  +B\ àyd'-'x  -hC)  d^d*-'a  4-  etc. , 

et  on  voit  parla,  comme  dans  le  n**  cité,  que  les,  coefficiens  ^y  B y 
Cy  etc.  se  forment,  ainsi  que  ceux  des  termes  correspondans  des  puis-- 
sancés  dn  binôme  ;  on  aura  donc 

;  'd\rz==^d«js  +  "d7d«-'z4-^i^^^d»^^^  '    ' 

et  le  développement  de  (ds-f-d;^)"  donnera  par  conséquent  celui  de  à^*yzy 
en  appliquant  à  la  caractéristique  d  les  exposans.qiïe  portent  les  dz  et  les 
àjTy  et  en  observant  que  ^jz=zj  .et  d**J5  =  «. 

On  tirerait  Texpression  de  d^.yiu  de  celle  de  d",/z,  en  substituant 
tu^^z  et  à.  Au  y  à^.tUy  à?  Au  y  etc.  à  dz,  d'z,  è?Zy  etc*;  on  trouverait 
ainsi  un  résultat  parfaitement  analogue  au  développement  du  trinôme 

Gela  posé,  si  dans  ^^.jz  on  fait  is=^,  oii  aura  Texpression  de 

d"*/"";  et  il  est  aisé  de  voir  que  tous  les  termes  également  éloignés  des 

extrêmes  de  la- formule  deviendront  égaux  entre  eux*:  or  le  nombre 

.total   de  ces  terpies  étant  ;ï-j-i,  il  est  évident  qu'il  suffira  de  prendre 

deux  fois  la  somme  des  ■  premiers  termes^   pour  avoir  la   valeur 

de  toute  la  formule,  si  n  est  impair;  mais  lorsque  n  est  p8ir,  elle  éon* 

tient  un  terme  moyen  qui  occupe  le  rang  marqué  par  2-f-  i^  et  qui 

n'est  point  répété:  on  doit  alors  prendre  le  double  des   2    premiers 
termes  et  y  ajouter  ce  '  terme   moyen. 


92.  A  l'aide  de  ces  considérations ,  et  en  vertu  de  l'équation 
%  —  i  4-J* ,  qui  donne  -^ =^1^^^  =  ^,  on  formera  succes- 
sivement g^^  a^>  5^^  g^>  ^^^^9  ""^^^  ^^  faisant  jc=30,  tous  les 
coefficiens  différentiels  d'un  ordre  pair  s'anéantiront,  et  il  ne  restera  que 
ceux  qui  soût  d'un  ordre  impair:  en  substituant  donc  les  lettres  Y\ 
y 9  1^%  etc. ,  à  chacun  de  ces  derniers  ^  on  trouvera 
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i.a.3 


r«  ==  a.8F'r"«  +  a  2^  r'F 
'         i.a.3 


9.7.6  ymyy 

7X3 

.  etc.  »  •  ^ 

On  anxa  en.  général 

n  faudra  avoir  Fattention  de  ne  pousser  cette  série  que  jusqu'au  terme 
dont  Khdice  est  -  —  i ,  sî  -  est  un   nombre  pair  ;  et  dans  le  cas  où 

~  serait  un  nombre  impair ,. comme  on. tomberait  sur  le  terme  moyen 

dont  on'  a  parlé  plus  haut^  il  ne  faudrait  prendre  que  la  moitié  de  son 
coefficient.  Tout  ceci  est  analogue  à  ce  qui  a  été  dit  relativement  aux 
séries  des  sinus  des  aiics  multiples^  dans  le  n'''54  de  Flntroduction ,  et 
sera  facilement  entendu  par  ceux  qui  prendront  la  peine  de  développer 
les  formules  qu'on  a  supprimées  à  cause  de  leur  longueur. 


g5.  Les  formules  des  n^«  55  et  5$,  qui  ne  sônt^  a  proprement  parler, 
que  Textension  du  théorème  de  Taylor,  peuvent  s'employer  de  même 
à  développer  les  fonctions  de  deux  ou  d'un  plus  grand  nombre  de  va- 
riables^ en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  ces  variables,  et 
où  tous  les  termes  qui  les  contiennent  sont  mis  séparément  en  évi- 
dence. Cette  application  est  si  simple,  que  je  ne  ferai  que  Tindiquer 
par  rapport  aux  fonctions  de  deux  variables. 

Si  on  fait  a:=:  o,  j^  =  o,  dans  la  formule  du  n'  55,  c'est-à-dire  , 
da^s  u  et  dans  chacun  de  ses  coefficiens  différentiels,  elle  donnera  le 
développement  de  {(h ,  k)  ordonné  suivant  les  puissances  des  quantités 
h  et  k;  mais  on  pourra  écrire  x  au  lieu  de  A,  ^  au  lieu  de  A: ,  et  il 
en  résultera 

I.  35 
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+  etc., 

en  observant  de  fsâre  a:  et  j^  nuls,  tant  dans  £<qne  dans  les  expressions 
qu'on  obtiendra  pour  chacun  des  coefficiens  différentiels  :  ceci  est  ab* 
solument  semblable  k  ce  ^ui  n  été  dit  n""  84^  et  offire  les  mêmes  re- 
••*      manques. 

Usages  des  é-  94.  Tous  les  etcmples  précédens  prou^yent  suffisamment  que  le  tkéo' 
SiM^'ponr^ ^^^®  ^e  Taylor  oflîre  un  moyen  très-simple  pour  trouve^,  l'un  après 
veiopperkiibnc- Fautive,  tous  les  termes  du  développement  d'une  fonction;  mais  les 
exemples  des  n"^  88  et'  89  montrent  aussi  que  lorsque  la  fonction  à 
développer,  est  composée  d'une  autre  fonction  dont  les  différentielles  se 
compliquent  de  plus  en  plus,  le  même  théorème  laisse  souvent  à  de^ 
sirer  la  loi  générale  de  leur  formation* 
£n  ne  considérant  même  qu'une  fonction  explicite  de  la  form« 

X  désignant  une  fonction  algébrique  de  or,  on  aurait 

di  dr  ^ 


etc. 

valeurs  dont  le  nombre  des  termes  augmenterait  à  chaque  différentiation^ 
Cet  inconvénient  a  donné  lieu  à  beaucoup   de  recherches  analytique» 
flont  je  ferai  successivement  connaître  lès  phis  importantes. 
Etiler,  pour  développer  le  polynôme 

(a  4-  jSjc  +  ya^  4*  S'a?  4.  fx*  ^  etc.)*! 

a  combiné  la  méthode  des  coefficiens  indéterminés,  avec  les  considé- 
rations du  n""  5i,  au  moyen  desquelles  on  fait  disparaître ia  puissante 
indiquée.  En  posant 
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^  prenant  la  difFérenfielle  logarithmique  des  deux  membres  de  cette 
équation  (i5)^  on  trouvera^  après  aroir  divisé  par  dx^ 

ct^ftr +>x*+/ir3+ix4 + ctc .  A+Bx+  Cx^+Dx^+Ex^+etc. 

En  faisant  disparaître  les  dénominateurs,  et  en  égalant  ensemble  les 
termes  qui  multiplient  la  même  puissance  de  x  dans  chaque  membre, 
on  trouvera  les  mêmes  équations  qu'à  la  pag^  ^29 ,  en  changeant  toutes- 
fois  CL  en  a^  fi  en  b,  y  ea  c,  J"  en  d,  e  en  e,  etc.  Le  previier  coeffi- 
cient reste  indéterminé  dans  ces  calculs;  mais  il  est  évident  qu'ea  lEû- 
sant  jr=:o,  onauA  ct"=r^. 

U  est  visible  qu'en  Êdsant  ici  fi=^i,  >=<^>  cTsso,  etc.,  on  ob- 
tiendra le  développement  de  (a+x)"*;  ce  calcul  est  trop  aisé,  pour 
qu'il  soit  besoin  de -s'y  arrêter. 

Soit  la  fonction  plus  générale 

en  prenant  les  logarithmes  de  chaque  membre  de  cette  équation,  il  viendra 

OTl(»+i8:»4O'^'-f^^+«^+e*<^0— »l(«'+/3'jH->''^4^Jc»4^a:*H-etc.) 
=1  (^ -l-iffx  H- Cr* + Pdc»  +  £x*  4- etc.) 

On  trouyera  eiœuittf  par  la  diffërentiation , 

m(i84-a>a?+5fc*+4«J^-t-etc.)        nÇlT +  «>'*-»- S^V -H  4*'j^-t- etc.) 
tL+fix+ya^+^x^+fX*+9tc.  «^+J8'x-f /x* +/'«'+ •'x*+ etc. 

B+ùCx+ 5b  J*  +  4gg*  +  «te. 

En  réduisant  les  fractions  an  même  dénominateur,  transposant  tons 
les  termes  dans  un  seul  membre,  et  égalant  séparément  ii  zéro  le  coef- 
ficient de  chaque  puissance  de  x,  on  obtienditi  les  équations  suiTantes 
dont  la  loi  est  £icile  à  saisir  : 

a««'C+<ii4-i)ci/3'l-,-f-  an«>'l 

—  amya,'  > 

-  (aw»-!)}.*')         Mp^^)y^\ 
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Ces   équations  ne   détenninent  point  le  premier  coefficient  jÊ}  mais 

en  faisant  orsso.  on  a  -t-zsz  A. 


g5.  Puisqu'on  peut  faire  disparaître  aussi  les  transcendantes  d'une 
équation^  en  la  combinant  avec  h^s  différentielles  (5i)  ^  rien  n*empéche 
qu'on  ne  leur  applique  cette  même  méthode. 

L'une  des  plus  simples  de  ces  fonctions  est  1  (a-f-j8a:+>Jt?*+J^J^-f-etc.); 
si  on  représente  son  développement  par  A^Bx-^  Cx^^Dx^  H-  etc. , 
et  qu'oji  prenne  la  différentieUe  de  l'équation 

l(<tH-./3x4->^+J'^^  +  etc.)  =  ^H-.^jî+Ca:*  +  Z?a:«+etc. 

on  trouvera 

^  -f-  vyx  +  3/^  -f  etc.  «    ,       ^      i    •?  n    .    i      * 

— . \g     . — 1,  .  K  J  ,       ■  =  jB  +  ^Cx  +  3Z/a:*  -f-  etc. 

En  opérant  comme  ci-dessus^  on  obtiendra^  pour  déterminer  les  coef* 
ficiens  B^  C^  D,  E,  etc.^  les  équations 

^=zaB  )  f  5  =  ? 

Z^=^yB  +  2^C+5»D  }  d'où  i  D-^i^yB-^^C 

etc.  •  )  \  etc. 

Quant  au  premier  coefficient,  en  faisant  jc=o.,  on  trouve  \clz=zA. 

En  disant  a=  i,  )8=:  i,  puis  y^  cT,  6,  etc.  =o,  on  tirerait  du 
développement  ci-dessus, 

l(,+a:)=f-f  +  Ç-^  +  etc., 

comme  nous  l'avons  déjà  obtenu  par  plusieurs  autres  voies..  - 

g6.  Mais  le  même  développement  est  remarquable  surtout,  en  ce 
qu'il  offre  un  moyen  très-simple  pour  parvenir  aux  relations  indiquées 
parNeirton,  entre  les  sommes  des  puissances,  de  chaque  degré  des 
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rtcines  àei  équations  algébriques.  Soit  l'écpation 

ayant  pour  racînes*^^  ^>  ^>  ^tc.  ;  il  s'ensuivra  que 

(z  — û)(5— Zf)  (z— c)  etc.  =  z~  rf-jSa'"-'  +>z'"-^*  +  c^z"^^  .  •+//.;     * 

en  faisant  z  =3  -  •  il  viendra 

(i  —  ax)  (i  — ij?) (ï  —  ex)  etc.  =  i  4-  jSjc  +  5.0:*  -H  J^«' •  •* .  •  •  +/^x"'y 
et  prenant  les  logarithmes  de  chaque  membre,  on  aura 

mettant  pour  les  logarithmes  indiqués  les  développemens  fournis  par 
le  n**  précédent,  en  observant,  dans  celui  du  second  membre,  que  a 
étant* I ,  ^==0,  il  viendra 

"^ax  —  7  a*x^  —  §  a^x^  —  etc. 


— .  Ax  —  i  A'x*  —  I  b^x^  —  etc. 
"^  ex  —  I  c*j;*  —  I  c^x^  —  etc. 


=  Ba^+Cx'^Dx^  + Ex* +  elc. 

etc. 

Si,. pour  abréger,  on  fait 

a   +  b    ^-  c   ^ ..=:  S, 

a»  4-  **  H-  c* -+- r=  5. 

a^  ^  b'  ^  c^  + =  Ss 

etc. 

en  comparant  les  termes  affectés  des  mêmes  puissances  de  jt  ,  on  aura 

d'où ,  par  les  équations  obtenues  entre  J?,  C,  Z>,  ^,  etc.  (pag.  préc), 
et  en  faisant  aUention  que  d=  i ,  on  déduira  les  relations 

■  ay  ==  —  .fiS^  —  iS; 
5/  =  •—  >5.  —  jS^-.  —  5*, 
4«   =  —  «f  ^.  —  3,5-,  —  ^S,  —  5-^ 
etc.. 
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qui,  en  y  diangeant  fi  en  P^  y  en  Q^   J^  en  -R,  etc.,  deviendront  les 

mêmes  que  celles  que  j'ai  rapportées  ailleurs.  (CompL  desÉlétn.  éPAlg.) 

97»  On  parvient  à  un  résultat  très-dmple,  en  pdsant 

prenant  de  part  et  d'autre  les  logarithmes ,  il  vient 

tt  +  jgjc  +  3.jr*  ^S'x^  +etc,  =  1  (^  -f-  5a:  +  Cx'  +  Dx^  +  etc.), 
puis  en  différentîant,  on  forme  Téquatibn 

qui  n*est  que  ceDe  du  n*  95 ,   où  Ton  aurait  changé  les  lettres  nH 
waines  dans  les  lettres  grecques,  et  vice  versa  :  on  aura  donc    ^ 

B  T=^  fiA 

2C  =  fiB  +  2yA 
5Z?  =  iSC  H-  2yB  +  ^S'A 
4E:=  fiD  +  2yC  4-  ZS^B  +  ^lA 
etc. 

et  faisant  J(r  =  o,  on  trouverait  a  ^siA. 

En  posant  a=:o,  jSss  i  et  y,  cT,  etc*  ;=:o^  on  obtiendra  le  déve-^ 
loppement  de  e*, 

98.  Passons  aux  fonctions  circulaires;  supposons  d*ahord  * 

sîn(flH-iSa>f>a?*+/^'+etc.)  3c  ^+J?a:+<^JcH-i?x^-f JE^+etc.  ; 

et  Élisons,  pour  aBréger, 

a  +  jSo:  +  yx^  +  /x'  4-  etc.  bc=:'"ii, 
^  4^  Jffor  +  Or*  -*-  Dx^  +  etc.  =5  j, 

il  en  résultera  j^  =;::sintt;  et  en  différeetiant  il  viendra  d^  c=  du  cosu.  On 
pourrait  éliminer  cosu,  au  moyen  de  Téquaticm  cwuz=z  \/i — sini^, 
qui  donne  cos  a=  Vi — j*,  et  on  aurait  alors  d;^==da  VT— 3^;  mais 
il  &udrait  encore  Étire  disparaître  le  radical  dans  cette  équafion.  Pour 
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éviter  cette  seconde  opération  ,  on  âiJSerentîera  de  nouveau  l'équa- 
tion 47-=  diicosi^^  et  il  viendra   d^=:d*aco8u-— du*sina;   mettant 

pour  sini^  et  cosu  leurs  valeurs  j*  et  -^y  on  am*a 

d^  =  ^  d*a  — ^dtt* ,     ou     dttd^  —  d^-d'a  +/da^  ;=  o, 

n  ne  s'agit  plus  nuiintenant  que  de  substituer  ^  J  ^  ày  ^  à^jr  ^   Au  y 
à*u,  éi^  j  leurs  valeurs  ;  or 

j  z=i  A  ^  Bx  +  Cx*  +  Dx^  +  etc. 
donne 

d/  =  (iî  -f-  2Cx  H-  Wx^  -f-  etc.)dx, 

d»/=  (aC    -|-a.5Z?j:4-  etc.)dar*:     . 

et  pour  ne  pas  m'engager  dans  de  trop  longs  calculs ,  je  réduirai  la 
fonction  proposée  à  sin  (a-f-/3jc-|-^a:*),  en  Êdsant  «T,  6,  etc.  sso.  Dans 
ce  cas  particulier^ 

da  =  (|S  +  ^y^)  djr,       d*w  =  ayàx^, 

au  moyen  de  ces  valeurs,  Féquation  dttd^  —  d;^d*«  *\^jàu?  s=:  o ,  détient 
divisible  par  àx^i  et  en  l'ordonnant  par  rapport  à  x^  elle  prend  la  forme 
suivante  :  ' 

^:;kyB]^é^yC     J     —   6>Z? 

En  égalant  à  zéro  les  coefficiens  de  chaque  puissance  de  x,  on  obtiendra 
les  équations  qui  déterminent  Cy  Dy  E  y  etc.  ;  à  l'égard  de  A  et  de  By 
il  faut  recourir  aux  équations  ^=  sinx/,  d;^=:dttCOsi^.  Quand  on  suppose 
ar  =  o,  la  première  donne  ^=:sina^  et  la  seconde i7=/3cos a,  parce 
qu'alors  j^  se  réduit  à  u^^  u  à  ct^  d^  à  Bi^Xy  et  da  à  ^àx. 

99.  C'est  par  un  procédé  semblable  aux  précédens,  qu'on  parvient 
au  développement  des  cosinus  €t  des  sinus  des  arcs  multiples^  annoncé 


Digitized  by 


Google 


a64  CHAP.  n.  DU  DÉVELOPPEMENT 

à  la  fin  du  n*  49  de  rintroduction.  En  fabant,  comme  sur  la  page  82; 

cosx  =  /? »        oï^  *"™        ^^"* ^  V — '  =^Vp* — I  > 
2C0S  nx  =  (;>+ >/p^^^i)" +(/' —  Va'' —  0' ; 

et  posant  _ 

on  en  déduira  successivement  . 

éliminant,  entre  cette  e'qaalion  et  la  préce'dente,  la  fonction  (/>+  V>*— 0% 
il  viendra 

^  =  -4i=,        d'où      (;;•— i)d;'»=»y4p*. 

On  pourrait  employer  déjà  cette  dernière  équation;  mais  une  nouvelle 
différenliation  conduit  à  un  résultat  où  la  fonction  j-  et  ses  coefficiens 
différentiels  ne  montent  qu'au  premier  degré,  ce  qui  est  beaucoup  plus 
simple.  En  effet  on  obtient 

spij*âp-^.3(P*-'i)àjràyssany^àp*, 

équation  dont  tous  les  termes  étant  divisibles  par  adjr,  se  réduit  k 

.     pàjrdp  4-  (p*  —  i)ày  =  nyàp' , 
et  peut  se  mettre'  ensuite  sous  la  forme 

Cela  posé,  soit 

^  _  ^^  4.  Bp--^  ^  Cp'-^  +  Dp^^  4-  Ep^^  +  etc. , 

il  viendra  , 

à:    =  nJp''-'  4-  (n-^i)Bp^'^  +  {n^^)Cp^-}  +  (w— 5)/?;^--^  +  etc. , 

*y  \^n(n^i)Ap^'''+{n^^Xn^:,)Bp--^+{n^2){n^^^  etc. , 
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et  sobeUtauit  ces  valeur^ ,  en  réunissant  tous  les  termes  atfectés  de  la 
même  puissance  de  Pf  on  aura 

[»»  —  »_  n(nr-~i)']Jp*  +  [«•— (/»— i)  —  (»— iX«--a)]J5';»»-'. 
f[„.-(;^_a)-(,^2)(«-5)3q  f[«--<«-3)-(«-5X»-4)]Z)|    _, 

«  ' 

Le  multiplicateur  de  A  s'évanouîsslnt  de  lui-même ,  cette  quantité  reste 
indéterminée  :  on  ne  peut  ensuite  faire  disparaître  le  terme  affecté  de 
^-**  qu'en  posant  J?  =:  6,  et  la  marche  du  calcul  montre  évidemment 
que  cette  circonstance  rend  nuls  tous  les  coefficiens  qui  se  succèdent 
de  deux  en  deux,  à  p^tir  de  celui-là;  ensorte  cpi'il  en  résulte 

^  t=  ^y[>»  +  C;?»^:*  +  £/?*-^  +  etc. 

Oa  voit  en  outre  ^  que  si  Ton  poussait  cette  valeur  jusqu'aux  termes 

réquation  ci-dessus  comprendrait  le  terme 

{[«•— (/i— /») — (n — m)(n — m— ï)]jy|   ^_^ 

oik  le  multiplicateur  de  JIV^  se  réduit  à 

II*  —  (n— /w)*  5=  2/71»  — /ii*=:  a/w  r»  —  —  j  , 
et  l'on  a  par  conséquent 

Eu  mettant  succiassiv^Qiènt  pour  m  les  stoâibres  a>  4>  ^f  ^^«^  P^ 
trouve  les  valeurs  suivantes  : 

■^  — g  4.8      > 

V—        (/»— 4)Cn— 5)ig  _        w(n— 4)(n^5)>^    , 
^  —  "^      laC/i— 3)       ■"  •4^8.ia         * 

'   ètc, 
T.  54 
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11  Teste  enooveà  itetenniner  W  CMffidettl  ^^  ce  ^  Hé^pmsfimit  » 
faire  en  supposant /i=:o^  car  dans  ce  caB>,  ks^rie  ëlaot  àêswnâM^, 
a  nécessairement  des  termes  qui  deviendraient  infinis;  mais  en  s'aidant 
du  développement  de  \^p^ — i  ^  suivant  les  puissances  descendantes 
àe  p  ^  qui  est 

on  a 

dont  le  i^remier  terme  est  at^p^^   et  comparant  àVêc  jf^s=s^p"  +  elc.  ^ 
on  trouve  udf  =:  a'^  d'où  il  suit  ; 


On  conclut  de  ce  dévelojipenient  oelw  de  ^f—  VO^*—  i ,  en  obser* 
vaut  qu  on  a 

ce  qoi  donne 

4.2&±â^<ap)— +  etc. 
Cette  f^  ëtanL  ajiBnlée  airec  k  ps^deate-,  «i  «nra 

3C08/Mf  s=  (a;>)"  —  «(a;»)-»  -f-  ^iiSZÊl  (^py--* 
-^^=^=^(V)-+etc. 
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Ge  drydbppefliesîl  Ûant  coioplel^  oonvieiit  es  c#iiM<{tteitce  k  toates 
les  valeurs  que  Ton  peut  donner  à  l'eaposanàiv^sans^afvçane  refttrielioa 
dans  le  nombre  de  ses  termes ^  qui  en  général  est  infini,  mais  qui  de* 
Tient  fini*  toutes  les  fois  que  l'exposant  n  est  entier,  parce  que  la  se* 
conde  partie  deU  Sféçe  détruit  Jes^tetineBStdci  la  piaapiièwre^  dans  lesquels 
la  quantité  ap  est  élevée  à  des  puissances  négatifs,  JSok  biêSLUi,,  par 
exemple^  n=i,   et  divisant  par  ^>  on  trouve 

cosxsscos*-  j^  -  7ç~?  -  sî^  -  tic, 

La  première  ligne  est  encore  la  même  que  Texpression  indiquée  sur 
la  page  8i  ;  mais  tous  les  termes  qui  la  rendaient  inexacte  sont  dé- 
truits par  la  seconée ^  etil ne ittle «q^e Téquatioit  identique cos^tsicosjr. 
n  en  est  de  même  pour  tous  lès  autres  cas  où  n  désigne  un  nombre 
^entier;  car  on  peut  donner  à  la  première  jériela  fonna 

(aiFi— 1— n)  (am>^a  — n) (m+i—n)n  /_„n,.„^ 

•••• 1   .  a  .  3 m  ^^^        > 

diaprés  laquelle  on  voit  que  les  exposans  négatifs  n»  commenceront 
à  paraître  que  lorsque  2m  ^  n  ;  mais  qu'il  y  aura  toujours  dans  le  nu- 
mérateur du  terme  général  un  fiicteur  nul ,  tant  que  m.seqa  comprise 
entre  in  et  n.  Faisant  donc 

^  on  obdent  successivement  k»  teimes 

q«ii  sont^  au  signe  près^  les  mèmer  que  ceux  de  U  seconde  série. 

Cette  identitéde  termes  entre  les  deux  séries  .ne  peut  plus  avoir  lieu 
lorsque  le  nombre  n  est  fractionnaife,  et  tous  ies  termes  de  chacune 
entrent  à-la^fbis  dans  rexpression  de  eos^iu:^^  qui  va  è  Tinfini  Ç^). 


{^  La  rtmar^aa  cî-datias  appartient  &  Euter ,  qui  a  le  premier  donné i*e3cpfica<* 
•ion  de  la  diScobi  que  présente  l'expreaMon  de  coefix,  et  qui  8*e$t  servi  pour -cela 
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L'expression  de  sinnx  se  déduit  immédiatemeiit  de  celle  de  co%  fix, 
en  observant  que  ^  d après  le  jo!"  i5j 

d.c6sj:==:  —  irsînô:,      d.cos/ix  =  — /idrsîniw, 

formules  d'après  le»}oelles  l'expression  de  cosnac  trouyée  ci^essus^ 
donne ^  en  faisant  sinar-=^,  divisant  par  dx^  par  2n,  et  changeant 
les  signes  dans  chaque  membre^ 

-^{(2;;) +(n+:iXv)-'"-h  ^""^^^f "^^(y)— '+ etc.  } ^' 


de  réqnation  dîllférentiellè  dii  second  ocdre^  rapportée  qi-deesn»  (p4|ge  a&O;  nukû 
il  Ta  traitée  par  des  moyens  tenant  plutôt  au  Calcul  intégral  qu'au  Calcul  dilTéren- 
tlel  ;  c'est  pourquoi  j*ai  préféré  suivre  le  procédé  de  M.  Lagrange  ,  qui  d'ailleurs  a 
poussé  plus  loin  ce  snfet  ; .  voici  cependant  la  manière  simple  dont  Euler  est  parvenu* 
i  l'équation  différentielle  déjà  citée  : 
En  désignant  par  z  le  cosinus  de  Tare  x,  et  par  5  celui  de  l'arc  nx,  on  aura  (58) 

j     ^^  dg  -    — ds 


d  où  il  suit  évidemment  que 

nâz  ds 


»/i— »•         |/i— ^' 


et    n*dB*(i— j*)  =  dj*0— »')• 


Si  on  différentie ,  en  regardant  dz  comme  constante,  puisqu'on  traite  x  et  x  comme 
des  fonctions  de  iB^  et  si  l'on  divise  par  ds.j  on! obtiendra 

,  ds         -dV    ,  d*i    • 

équation  qui^  lorsqu'on  y  change  a  en  p  et  j  en  ^^  devient  celle  de  la  page  2B4} 
cette  dernière  n'est  donc  pas  particulière  à  la  fonction  yz=i(^p  -j-  |/p*— i}»«onpeut 
en  effet  s'assurer  qu'elle  est  vérifiée  aussi  en  posant  ^  =  (p —  j/p*— i)»  ,  et  l'on 
verra  dans  le  Calcul  intégral ,  qu'elle  est  satisfaite  en  général  par 

€  €t  C  étant  des  constantes  indéterminées  on  arbitraires  :  voilà  pourquoi  la  mênae 
équation  admet  la  fonction  j^^s:  ces  nar,  qui  n'est  qu'un  cas'  particoUer  de  lâ  pré- 
cédente. 
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Tous  les  termes  a  exposant  négatif  disparaissent,  eniixvfe  de  cette  ex- 
pression^ lorsque  n  est  un  nombre  entier  positif;  il  ne  reste  que  ceux 
à  exposant  positif  de  la  première  série,  qui  est  la  même  que  la  deuxième 
série  du  tableau  de  la  page  85., 


loo.  L'équation 


'^-p%-r'4+^'=' 


donnera  la  loi  da  développement  de  la  fonction  Çp -f-  y/p^^iy     sui- 
vant les  puissances  ascendantes  de  p ,  eu  y  supposant 

jr=:  J-^Bp  + Cp'+ Dp» -^  etc. 
Le  résultat  des  substitutions  correspondantes  à  cette  hypothèse  sera 

^-  («»j5  —  1 J5  +  2.5D)p 

-j-  (n'C—2C  —  2C+5.4E)p* 

+  (n*D—$D-~.2.5D'h4'5F)p* 

+  ln'E'^4E^Z.4E  +  5.6G)p* 
'  etc. 

cl  en  égalant  séparément  à  zéro  chaque  terme,  il  viendra,  par  les 
réductions. 


s=:  o 


(»•—  i)5+a.5/)=:o 

(»•—  9)/)+4.5F=o 
(n«— i6)£?-|.5.6G=:o 

CtC; 


C  =  -. 


n'A 


d'où 


a. 3 

E^      »'("'--0^ 
9.3.4 

fl.3.4,5 

/;. n'(ii«— 4)(«'~i6)> 

a.3.4,&.6 
etc. 


Les  deux  premiers  coefficiens  ^  et  j5  sont  encore  indéterminés  6m» 
ce  calcul  coqame  dans  le  précédent;  mais  on  ejn  obtient  directement 
la  valeur,  en  £ûs9nt  p=Of  dans  les  e:q>re$sion«  des  fonctions  r  et 

3^,  qm  sont  ^    ^         


(;»  H-  Va»*—  iy:=A  +  Bp  +.etc. , 
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et  qak  doaimrt  dms^ 

Quant  au  dëyeloppement  de  (^— Vj^'dT)»»,  on  le  déduira  de  celui 

de  (p  +  Vp^ — 0%  ^"^  changeant  les  signes  qui  dépendent  du  radical , 
ce  qui  ne  fiiit  rien  à  Téquation  dtfférentieUe  où  ce  radical  ne  se  trotiye 
point.  Ce  changement  ëtaot  etlècttté  seulement  vd^ns  les  équations  qui 
déterminent  les  dçux.  premiera  coefficiens  A  ei  B  y  savoir.: 

(;,-V^^=:T)-=./r+^;,+  e^c.,      !^5£r^S^  =  5H-élc. 

il  vient,  lorsqu'on  feit,)?  =o,,^ 

et  si  on  représente  ]^r  jfetB'  ces  dernières  valeurs,  on  aura 

En  prenant  la  sonmie  de  ces  deqpc  déveli^pemens^  on  obtiendra 

formule  dans  laquelle 

Tant  que  n  séria  un  nombre  entier^  ces  deux  quantités  seront  réelles; 
la  première  se  réduisant  à  séro  quand  n  est  impaire  ,  à  ±a  quand  n  t$l> 
paire,  selon  que  ce  nonilM^e  est  4e  la  forme  4^ou  4^+^  l-^^^cconde 
quantité  devient ,  dan«  le  premier  cu^  dtan  et  zéro  dans  le  seconde 
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Avec  ces  valeurs  on  tombe  sur  la  première  et  la  cinquième  se'ries 
ascendantes  du  tableavk  de  la  page  85  ;  mais  pour  arriver  à  un  résul- 
tai indépendant  de  la  forme  du  nombre  /i,  il  feut  exprimer  les  radi- 
caux* imaginaires  au  moyen  de  Téquation 

( cos  jcsb  V— I  sin  xy  zzzcos  nxzk  V^— i  sin nx.         (Introd.  48.) 

Lorscp'on  y   Eût  a?s=:-  ,  ce  q«i  correspond  à  mix  toRt ,  cùsxts:^, 
on  en^  déduit 

(rt:V:irF)«=:cosî^±  >/in&inî^; 
on  aura  de  même 

(=fc  V—  i)*^,*  =  cos  i^ ^  rb  V—  i  sm  ^^ ^  ; 

on  en  conclura  • 

€t  par  conséquent 

résultat  où  Fou*  voit  que  le  concours  des  deux  séries  sera  nécessaire 
pour  exprimer  cosnx,  toutes  les  fois  que  le  nombre  n  ne  sera  point 
entier  et  positif. 

Si  on  différentie  les  deux  membres  de  ce  résultat^  en  écrivant  ç  k 
la  place  de  sin  x,  et  d'après  les  formules  du  n*  x5,  on  en  déduira 
l'expression 

OÙ  Ton  retrouve  la  septième  et  la  troisième  séries  du  tabltau  cité. 

—  *  *  .  • 
loi.  Ce  qui  précède  achève  de  démontrer  l'ensemble  des  formules 
^  tableau,  puisqu'on  est  parvenu  aux  séries  dont  on  dérive  toutes  les 
autres  (page  84);  mais  pour  ne  rien  laisser  à  désirer,  il  &utmohtk-er 
<^e  q^Q  deviennent  ces  dernières  lorsque  te  nombre  n  n'est  pas  entîet; 
î^  Vais  donc  chercher  à  priori  te  déy^^ppemeut  de  cos  m?  et  de  sianx^ 

54* 
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suivant  les  puissances  ascendantes  de  sinjt  oa  de  q.  En  substittiant 
\f\ — (jj^  à  cosx,  éCq  à  sînar,  dans  les  expre^ions  du  n*  fyj  de  lln- 
iroduclion  y  on  obtiendra 

a  côs  /«:  =  (  v/ï^^"  +y  V/^^)'  +  (  V^i— 9'  ^  f  V^)'^ 


et  en  observant  que  Vi — 7**  V-^  i  =  V?* —  i  >  on  recomialtra  qoe 

\/7^=r7"=^p=7  >/^r=r7=— .v':~î  V9»~i  (*),  d'où 


r 


Cela  posé,  les  fonctions  {pzkiS/p* — i)"  devenant  (y±  V^» — i)",  lors- 
qu'on change  ;e7  en  ^,  il  s'ensuit  que  ces  dernières  doivent  satisfaire 
à  réquation 

formée  de  -ceUe  du  n*  gg,  par  le  même  changement,  et  qu'en  faisant 

j^  =  ^  -f.  -Sy  +  Cy^  +  ^7*  +  -^y*  -f-  etc.  , 

}e^  coefficiens  A  y  By  C^  D^  Ey  etc.  auront  encore  Ifes  valeurs  trou- 
vées d^ns  le  n""  loo  :  écrivant  donc  y,  au  lieu  de/7,  dans  les  dévelop- 
pemens  de  {p  +  \/p^—iy  et  de  {p  —  \/p* — i)",  obtenus  page  270; 
multipliant  le  second  par  (V' —  O"?  et  le  premier  par  ( — y' —  i)"  ^ 
on  aura  ceux  de  (n/i— y'  +  yV^ — 1)*  et  de  {\/i — y* — q  \/ —  i)"; 
et  prenant  la  somme  et  la  difierence  de  ces  derniers,  on  trouvera 

acos/«c==={^'(V'=^)-  +  ^(— V^=7)-}{i— ^^  ) 

H-  {ffi  VCZ7)«  +  J?  (-.  V^iY)  {q  -  etc.  }  y 

n  N/=::rsîn72jr={^'(  V/^TT)"  —  ^  (_  V^^TT)"}  [i  ~  Jy»  +  etc.  )  ( 
+{5'(V^^^)'-^C-V=^)"}{7-etc.  }  j' 


on 


(♦)  On  parrâcçt  auflâ  à  cette  relation ,  f n  observant  qnt  j/^*— 1  étant  imaginaire , 
doit  avoir  éfflrd  à  b  remarque  d'après  layaielle  y/II^ .  l/.Ilc=:~|/S,etne  pas  prendre 
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a  entnettadit  pour  J,  A' y  B y  By  leurs  valeurs,  les  coefficiens  de 
la  première  et  de  la  seconde  série^  deviendront  respectivement^  dans 
la  valeur  de  2  cos  nx  y 

et  dans  Celle  de  2  \/ — ^^isin/ior, 

(-V=:7)-  ( v/=:7)--. < s/ziT)-  (-v^r73-=:o,    __        __  ___ 

^  Substituant  c«8  valeurs,    l'imaginaire  disparaîtra    de    Texpressioa 
ûfe  sinno;,  et  on  aura 

-„.    -        f  "'-.1    "•(«*— 4)    /        n»(n»— iO(n*— 16)    ...     1 

8Hi«x={  «y. L__Jy»  +  >L_^a__âZ^._etc.}. 

Ces  formules,  qui  sont  la  sixième  et  la  deuxième  des  séries  ascen« 
dantes,  dans  le  tableau  4^  la  page  83,  offrent  cette  particularité  ,  qu'elles 
coQYiennent  également  à  toutes  les  valeurs  de  n  \  mais  la  première  ne 
se  termine  pas  lorsque  n  est  impaire ,  et  la  seconde  lorsque  n  est  paire* 
En  les  différentiant,  chacune  en  particulier,  comme  on  Fa  déjà  fait 
dans  les  numéros  précédons  ,  on  en  déduira  les  formules 

sm/iar^;7{/iy^-i_iZyS+        ^i\^     ^y^-^etc,}, 

cosna:=;^{    i—  "^—^  ?' +  \  ^  /g\  4^'y^— etc.}, 

qui  sont  la  huitième  et  la  quatrième  des  séries  ascendantes  du  tableau 
^i^é,  et  se  terminent  dans  le  cas  où  leurs  correspondantes  ci-dessus 
▼ontàrineni. 

\jt%  considérations  précédentes,  réunies  à  celles  que  Ton  trouve 
dans  rintroduction  (47 — 5o  inclus.),  offrent,  à  ce  que  je  crois,  sur 
l'expression  des  sinus  et  des  cosinus  des  arcs  multiples ,  en  puissances 
de  l'arc  simple ,  un  ensemble  plus  complet  et  plus  uniforme  que  ce  qu'on 
a  publié  jusqu'ici  sur  le  même  sujet.  Il  se  présenterait  encore  dans  la 
1.  35 
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comparaison  des  formules  quelqnearenutrques  uMez  curieQMf  ;  ttiia  je 

ne  saurais  m'y  arrêter  ici. 

xoa.  Le  développement  des  puissances  du  cosinus  de  Tare  simple^ 
par  les  sinus  des  arcs  multiples,  obtenu  par  la  considération  des  ex- 
pressions imaginaires  9  dans  le  n^  54  de  Hntrodoction^  peut  se  déduire 
aussi  de  la  différentiation  employée  comme  ci-dessus.  Si  l'on  prend 
^scosx"^  on  aura  successivement 

df  =  —  ndx  cos  or"""'  sinx^ 
dy  ^^^  dj?  sin  g 

V    *^  C08X     ^ 

doii 

njrsiaa:  -j-^  cosa:=:0. 

Supposons^  avec  M.  Lagrange^  auquel  ce  procédé  est  dù^ 

^==^cos/»3r4-^cos(m---i)j:+ Ccos(»^--2)jc4-^cos(i»-»5)x'+*  etc., 

^ y  By  Cy  Dy  etc.  désignant  des  coefBciens  indéterminés,  et  substi- 
tuant ce  développement  de  jr  et  celui  de  d^,  dans  Téquation  difiereu"* 
tîelle  trouvée  ci-dessus,  elle  deviendra  ^ 

nsiax{^A(îùsmx*^Bcos(m^^\)x  +  Ccos(i»i— a)^*f*  etc.  ^\^^ 

Si  Ton  observe  que 

sin  otcos  mx  =  j  {sin(/72-f-i)je  —  sîn  (m— i)r)  , 
cosop  sin  mx  =  \  {sîn(/w-f-i)x-f-  sin  (/w— i)j:}  , 

et  que  Ton  applique  cette  transformation  à  tous  les  produits  analognes^ 
aux  précédens,  on  en  déduira,  en  ordonnant  par  rapport  aua;  aîaus  dca 
multiples  de  Xy 

{nJ/ —  7»^}  sin  (m -f- i)ar 
4-  {nB — (jnr—\)B)ûnmx 

4-  {nC  —  nA  —  (m~ii)C—mJ         }  sîn(/?i— i)ar   V  _ 
H-  {«/?  —  «5  —  (m— 5}Z7  —  (m— 1  )B)  sin  (m— 2)x    ^  "^  ^* 
H-  {nE  —  nC^  (/w— 4)£ ^  (/7i-^a)C}  sin(/7t— 5)a: 
•+•  etc. 


Digitized  by 


Google 


lœS  FONCTIONS,  à75 

Le  coefficient  de  chaque  siHus  étant  égalé  séparémeut  k  térp,  donnera 

(i^— »+i)i?  c=s  o, 
(/ï~iii-f-3)C  —  {n'^^A  =  o, 
(iv— ,ii4-5)X?  «^  (/2+wi — i)j5  =  o, 
(,1^7,^4.4)^  _  (,14^71— ;x)C  =  o, 
etc. 

On  ne  peut  prendre  à*la-fois  Jzs^o  et  j5=o,  pour  «alis&ire  aux  deux 
premières  équations  ;  car  cette  suppositldn  rendrait  nuls  tous  les  coeffi- 
ciens  ultérieurs  Cy  D^Ey  etc.;  mais  en  faisant  m:=ny  la  première 
équation  se  vérifie^  A  restant  indéterminé ,  et  la  seconde  donne  B:=zoz 
il  vient  ensuite 

C=ÎJ^,      D=:^É,       E  =  ^C,      4?=:ÎÎÇ:5/),   etc.. 

d'où  il  résulte 

D'après  ces  yaleurs,  <m  a 

cos  jc"  =  ^  |co8  B«  "4-  -  cos  (/^— a)x  +  ■    ""  ■  cos(n-r4)<^  +  etc« }  » 
pour  déterminer  AfOn  fera  arsso^  d'où  on  tirera 

.  =  ^{,+;+"-^  +  "^"T;^^P^+etc.}==:^(,H-0-==a'^, 

uics-^^  et  par  conséquent  la  même  formule  que  dans  le  n*  54  de 

rintroduction.  Il  Êiut  se  rappeler  que  Ton  en  déduit  le  développement 
de  sinj^  (p^g^  9^)- 

io5.  En  parcourant  les  diverses  manières  d'appliquer  la  différentiation  Uâtgedesë^a- 
au  développement  des  fouettons  en  séries,  je  te  dois  pas  omettre  <^^e  |^^°^^*^'j^"'^ 
<|u'employa  Maclaurin  pour  parvenir  à  la  forarale  db  n""  84^  ^^o»  \t  d^stdoppcr  ks 
secours  da  théorème  de  Taylor-  '"^""- 
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Soit       .  * 

jr  =  J  +Bx  +  Ca:*  +  Dx^  +  JBx*  +  etc. 

En  dijÛTérentiant  plusieurs  fois  de  suite  cette  expression^  on  trouyera 

^   z:zB^2Cx+     ZDx^+         4Ex'  +  elc. 

,J^=:       x.nC    +a.5Z>x+      5.4£a:»+etc. 

2^  =  1.2. 52)     +a.5.4Ea:  H-etc. 

etc. 

d'où  Ton  voit  que  les  indéterminées  A^  jB,  C,  Z),  etc.   peuvent  se 
déduire  des  valeurs  que  prennent^  par  la   supposition  dex  =  09   ^ 

fonction  j'  et  ses  coefficiens  différentiels  -^  ,   g^,    j^,  etc.  j  car  si  JT, 

y  y  jr%   F*,  etc.  désignent  ces  valeurs^  les  équations  ci^dessus^  dans 
l'hypothèse  de  .r=:o  ^  se  réduiront  à 

Y    =  J  \  (  A  —Y 

r  ^  B        à        k  jS  =  r' 

Y'  =  1.2C      l    j»^^    J  C  =  — 


d'où 
r^=  I.2.3Z?  i  i  2)  = 


etcw  J  l   etc. 


et  par  conséquent 

r  =  r  +  r'  î  +  r'  ^  +  r*  -^  +  etc. 

•^  •  i     *  i.a    •  1.2.3    ' 

•  ^* 
104.  On  peut  obtenir  de  même  le  développement  dune  fonction   de 
deux  variables;  car  si  on  suppose 

u=z  A  -^  Bx  ^  Cj 

+  Dx^^  Exj  4-  /y* 
4-  etc. , 

les  lettres  Ay  By  C^  etc.  désignant  des  quantités  indépen^ntes  de  ar 
et  de  ^,  et  qu'on  différentie  cette  équation  par  rapport  à  j:  et  par  rap- 
port à^,  plusieurs  fois  de  suite,  de  manière  à' obtenir  les  expressions 
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des  coefficiens  différentiels  g-  >  g-->  J^  9  à^  >  etc.,  on  aura^  en 
égalant  à  zéro  xeïjr,  après  les  différentiations , 

du  ^^  "g  du ^  .     • 

dr  '  4^  *""       ' 

d^='-^^^      dïd^=^-^-^>     dyî  =  ^-^^>   ^*^-- 

à  l'égard  de  ^ ,  on  trouvera  sa  yaleur  en  cherchant  celle  de  la  fonc- 
tion u,  lorsque  x  eijr  sont  nuls  :  on  aura  donc  la  même  formule  que 
celle  du  n*  93. 

io5.  La  formule  du  n*  io3  est  liée  avec  le  théorème  de  Tajlor  ^ 
de  manière  qu'on  en  peut  déduire  aisément  ce  théorème ,  en  s'aidant 
de  l'équation  différentielle  partielle  qui  caractérise  toute  fonction  com- 
posée de  la  somme  de  deux  quantités  variables.  Eu,  éffet^  si  Ton 
pose  i/z=f(x'+'h)y  et  que  Ton  regarde  en  premier  lieu  x  comme 
une  constante^  on  développera  1/  suivant  les  puissances  de  h,  par  la 
formule 
^  U+ir^  +  U'—  +  U'  -^  +  etc. , 

tfy  17',  17',  ITy  etc.  désignant  ce  que  deviennent  les  fonctions 

.     du'      dV      d^u^ 

lorsque  &=io.  Mais  si  on  Ésiît  x+hz=iafy  il  en  rétultera  f  (jkt+A)  =  ((x')  ^ 
et  ou  aura  d.f(a:')  z=LÎ!{x')dx\  de  quelque  manière  que  varie  x'  ;  d'où  il 
-  suit  qu'en  &isant  varier  à-la-fbîs  x  e\  hy  il  viendra  doj'ssdLx+d^^  ^* 
^e  par  conséquent  la  difféwptielle  complète  de  t{x^h)  sera 
''(x')(dr-}-d^)  ou  f(j:+A)dr-+-r(a;  +  /t)dA,  expression  dans  laquelle 
le  Coefficient  différentiel  relatif  à  x  est  le  même  que  celui  qui  est  re- 
latif à  A  :  on  aura  par  conséquent 

— dÂ —  =*     S      —  u^  -t-  '*;. 

on  trouvera  de  même 

dVf(x+ft)  _  à,i\x^}i)  _  d£(£+A)  _  d'.f(:r+A ) 
W        ■"         3Â         • dx        "^        d*-*    "^^ 


l 
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et  en  (général 

'~dï=  dx»      • 

On  pourra  donc  substituer  ^à  ^;  Élisant  ensuite  As=o,  ce  qui 
change  «'  en  f  (j?)  ,  on  trouvera 

et  en  représentant  f(a:)  par  u,  le  développement  de  la  valeur  que  prend 
«,  lorsque  x  devient  x+h,  sera 

duA  ,  d'à  A«    ,   d»H     y      ,     . 

comme  S  résidte  du  diëorinae  de  Taylor. 

io6;  0*  passe  d'une  manière  analogue,  de  la  formule  dn  n»  r«4  ^  ^'^^ 
tension  du  théorème  de  Taylor  pour  deux  variables;  car  en  posant  ^nt 
la  fonction  f (jc -f* A, ^ ■+•*), 

ce  qui  la  change  en  {(x', y),  on  a 

d.f(y,  y)  =  Pdxf  H-  <?<^  =  P(Ax  rH  dA)  +  Q(Af  -hàk)i 
d'où  Ton  conclut 

àT" s;         » 

d.fjx+h.y  +  k)  _4.fix+h,y  +  k) 

et  en  8*élevant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  arriverait  a 

d'-^-fÇjy  +  ft,  jf  +  ft) d"^"  f(a?+^t^  +  ^). 

mais  conune  le  développement  de  la  fonction  ppojposée ,    suivant  les 
puissances  de  h  et  de  ^,  aurait  pour  terme  général,  d'après  le  n*  104, 

d'^'f  (j-f  A,  y  +  fe)  ^"fr* 
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en  fiôsant  hss^o,  â:;=o^  après  les   differentiations ^  il  suit  à$  ce  <|ui 
Tient  d'être  prouvé,  que  ce  terme  général  serait 

. ,    _\    _t:^  . ou  n-rr-r^ 


dr^dy"       i.a..  .m.i.a. . .  n  3!r*dy" 


1  .a.,  .m.i.a. 


ce  qui  rentre  dans  la  formule  du  n*  35. 

On  étendrait  sans  difficulté  ces  considérations  a  un  nombre  quelconque 
de^variables;  et  il  esc  k  propos  de  remarquer  qu^elles  ne  supposent  que  les 
préliminaires  de  la  différentiation,  donnés  dans  les  n^  4*^^  i ,  et  pour- 
raient par  conséquent  servir  à  rendre  l'exposition  des  principes  du  Cal- 
cul différentiel  indépendante  de  la  démonstration  des  n^^  17  et  18;  mais 
cette  marche ,  plus  simple  en  apparence  que  celle  que  j'ai  suivie,  sem- 
Uerait  peuWètre  moins  ^rigoureuse. 

107.  La  considération  des  4^tions  différentielles  partielles  don)  on 
vient  déjà  d'appercevoir  Tusage,  a  conduit  à  des  développemens  très-- 
généraux;  tel  est  celui  d'une  fonction  quelconque  ttsEs^CT*),  J'  étant 
une  fonction   liée  avec  la  variable  indépendante  x  ,  par  l'équation 

j  =  F[a+a:(p(7)], 

les  caractéristiques  F  et  ^  désignant  des  fonctions  données  quelconques. 
En  différentiant  cette  équation  par  rapport  à  a:  et  par  rapport  à  a  ^ 
il  viendra 

éliminant  ensuite  F'[^+x(p(^)],  on  trouvera,  après  les  réductions; 
mais  puisque  k,  o^  4(7*)  >  ^^  dépend  que  de /-,  on  aura  ^euIemesC 

d'où,  en  éliminant  4'(/)>  ^^  tirera 

du  dy        du  dy 

dx  da       àaàx  ^ 
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mettant  pour  ^  sa  valeur  ^(j)  j^,  et  faisant,  pour  abréger,  ^0")=» 


il  viendra 


du  Au  ^_^^  dtt  ^^^      du 

dx  da  ""^     *  d»  """      da  " 


on  pourra  donc  substituer  à  g-  la  quantité  z  g-; 

Si  on  difiërentie  Téquation  précédente  par  rapport  à  a:,  il  viendra 

ddu  I 

2  — — 

^  =  — g-^;  mais  la  quantité  iSg^  n'étant  autre  chose  que  ^(^)4''C7)a^j 
c'est-a-dire  une  fonction  de  jr  multipliée  par  ^  ^  on  pourra  la  regar- 
der comme  le  coefficient  différentiel  d'une  nouvelle  fonction  dejr  que 
nous  représenterons  par  u^  et  nous  aurons  alors 

diT  _  ^  du  ^^  _^  _  d't/  ^ 
3a  da  dx  doxla  * 

En  intervertissant  Tordre  des  differentiations  ,   il  en  résultera 

d  — 
d^u dW  dx  ^ 

dx*        dadx  "^    da     ' 
or  il  faut  observer  que  la  relation  ^  ^zz  z  -^  ^  a  également  lien  à  Té-^ 

gard  de  m",  et  que  par  conséquent  -^  z=z  z—i  cela  est  facile  à  vérifier, 

puisque  u'  représentant  aussi  une  fonction  de^,  on  doit  avoir,  conmie 

ci-dessus  , 

du'dy        du'  dy 

«^   ..«iM  _  «sL  7-r—  Q^ 

dx  da        da   dx  '      - 

Mettant  donc  dans  l'expression  de  T^^po^^rg^  sa  valeur  2g^,  et  en- 

•-  '         du'  -m  .     ,  du  1*1  r 

^uite  pour  g— la  quantité  JSg-   quil  représente,  on  trouvera 

,      du'  ,       da 

d*a  da  da 

dx*  da  da 

£n  différentiaut  cette  dernière  équation  par  rapport  à  x^  on  obtient 
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dra  gp=="aïcdâ"'  ^^"*^*  ^dS^^'Ha  *  ^'  întcrverlîssanl  Tordre  des 

"^   d-*il 
Merenbations,  on  aura  ap=gsq:j=-d5r;maisonaaus5i^^^a^. 

«l  par  conséquent  %^^^:   donc  ^  =  -j-i£. 

En  gênerai,  si  a^=      ^0-      >  «"  faisant  a^'  35  =  ^-35 , 

n— I  entre  parenthèses  désignant  le  nombre  des  accens  que  doit  pox^ 
ter  la  lettre  u^  et  non  pas  une  pnissance^  on  trouvera 

d»a         d"a*'  •  •  •  C«-0        d"ri*  •  '  •  •  C»-0 
dx»  ■**      dxdo»""*      "^       dtf*""'da;      ' 

et  à  cause  de 

dj/».  ...(«-0         clu*'-''C«--o  d« 

ds   "■"■^"  da    ""  "^       3£* 

u  viendra 

«  du 

-,         d— ^»»^i: 

d*a dg 

da*  ^^      da— *     • 

Cela  posé^  les  valeurs  des  coefficiens  différentiels  3^  >  ^  *  •  •  3p;>  prises 

dans  l'hypothèse  de  ar=:o^  étant  aussi  celles  des  cœf&ciens  des  termes 
du  développement  de  la  fonction  u  (io3)^  on  aura 

77  ,      dux    ,  da  jc*  -,  •       da        «•         1     »^ 

'      dai     '       da      i.a  '        da*^*      i.a.3.  ..n  '  ' 

en  désignant  par  U  ce  -que  devient  u^  lorsque  xzrsio.  Cette  suppo- 
sition^ fsdte  dans   l'équation  ^  =  F  [aH-a:^(j^)],   donne   ^  =  F(a), 

|^=F(a)^  valeurs  qu'il  fiaiudra  substituer  dans  z  ou  ^(jr)  et  dans  ^r- 

C'est  à  M.  Laplace  qu'est  due  la  formule  ci-dessus,  et  la  manière  dont 
il  l'obtient  ne  diffère  de  la  précédente  que  par  quelques  légers  chan- 
gemens  que  Tordre  de  cet  ouvrage  rendait  nécessaires. 

Dans  le  cas  particulier  représenté  par  l'équation  jr  =«+^^^(7')^  on 

tua  simplement  j^= a  «t  ^ssi  ;  {/,  js  et  ^  deviendront  respective* 

X.  56 
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ment  •v|/(^)/?(^)  et  '^'(a);   et  par  conséquent  le  défela|nP^^^^(  ^^^ 

+ +^"i:2'<°>-...s...„+..o. 

>o8.  M.  Lapiace  a  étendu  ces  rechefclkeâf  aux  fonctions  d'un  nomLre 
tpielconque  de  variaMes^  âliafogaes  à  cette'  que  nous  irvons  considérée 
àÊttm  le  A*  fvéeédeiitf  mai»  tm  fsmvrhgs  de  1»  nature  de  eeki-ci  ne  coxb« 
portant  pas  tou9  l«s  détail»  quf'il  a  ineérés  dans  so&  itttéresaant  Menasoire, 
nous  nous  bornerons  k  ce  qui  regarde  les  fonctions  de  deux  variables , 
et  en  exposant  k»  ap^âces  ingénieux  qu'il  a  employés  dans  cette 
recherche  ,  nous  remplirons  le  but  que  nous  nous  sommes  pro^ 
posé^  celui  de  faire  connaître  les  procédés  analytiques  les  plus  re» 
marquables. 

Soit  u  une  fonction  quelconque  des  deux  quantités  j^  et  js^  détermir 
nées  par  les  deux  équations 

JF  et  F^y  f  éf  ^  ^.  désignant  aussi  des  fonctions  quelconques.  Si  on 
avait  particularisé  ces  dernières^  et  que  la  forme  des  équations  ci- 
dessus  permit  l'élimination ,  on  parviendrait  à  connatfre  séparément 
les  valeurs  de  jr  et  de  iS^  en  ^  et  ^^  5  et  ^  ;  du  doit  done  regarder  le& 
deux  premières  quantités  comme  des  fonctions  des  quatre  dernières  , 
et  en  les  différentiant  soUs  ce  point-de-orue  f  oti  formera  les  coeiHciens 
difféï'entiels  suivans  t 

Pour  abréger^  j'ai  écrit  seulement  ^  au  lieu  de  ^(j'y  z);  j'en  userai  Je 
même  i  l'égard  de  ^,  (  r,  !&}  ;  et  je  ferai  observer  que  les  fonctions  «^ 
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1?  et  ^,  9  ne  contiennent  qu'implicitement  les  rariaUM  I  ftt  »i?t 
En  supposant  ^  et  a:  nuls^  il  en  résultera 


3?*=* 


H^  ==  JP^(à).^  I      'Oï^  trouvera 
dans  leyg  mêmes 
circonstances     1  35  ^=^  ^»C^) 


s  =  ^.(*)-^.' 


M  deviendra  fonction  de  a  et  de  &  seulement^  puisqu'alor^ 

j=>F(a)      et      z=^F,(b)i 

or,  en  observant  que  «  ne  dépend  explicitement  qae  de^  et  de  ;;,  et 
mettant  les  rdeurs  de  ^,  ^,  ^,  ^,  t»  aom 

du         dttdy    .    dttds        du 


du         dttdy    .    fxuoz        au  ^^ .  .   ^ 

ar  =  d^3r  +4i3F  =  #  -^  w-^ . 

du        dudy     ,    dudz        du  jy  ^,v 


et  parce  que 


,     >  il -viendra  <   ,         , 

lûrsq[cie  a;;ao  ^et  ./=:<>. 

Gcmcevons  pour  un  moment  ^p&e  Ton  ail  tiré  de  Téquation 
s  2=  jP,  (6  H*  ^x  )  ^  valeur  de  2,  et  qu'on  l'ait  substituée  dans  la  fonc-^ 
tion  u\  cette  fonction  ne  dépendra  {dus  alors  que  des  variables  j  et 
or,  et  dans  les  différentiations  relatives  à  ^^  il  suffira  d'avoir  égard  à  la 
première  9  puisque  la  seconde  est  une  des  variables  indépendantes;  mais 
si  on  chasse  en  même  temps  z  de  Féquatîon  ^=^(â+  <^)  >  la  fonc-> 
tion  ^y  lorsqu'on  différentiera  par  rapport  a  <^  pourra  être  considérée 
comme  ne  renfermant  que^:  on  aura  donc^  en  vertu  du  u*  107^ 


4Î*tt  '^   da 

dt*  dot*' 


I 
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et  par  conséquent 

Il  est  clair  qne  le  développement  de  d'.^^se  déduira  de  celui  de 
d'.^g^,  en  y  mettant  ç^  pour  ^,  d.^*  pour  dç,  d'.ç»  pour  d*^,  et 
ainsi  de  suite:  on  pourra  donc^  au  lieu  de  ^^9  écrire  seulement 

p^ i  mais  cette  dernière  quantité  étant  égale  à  ^^  lorsque t est nul^ 
il  en  résultera 

dt"dx»  ""^         da"^* 

Tout  étant  semblable  entre  les  yariables  j*  et  z,  t  et  x^  a  et  (^  oa. 
aura  aussi 

d-«  •»— 

djc»  di»-»      ^ 

équation  qu'on  pourra  changer  en 

d«-».^ 

dx»  •^    di»--*    * 

en  écrivant  ^,  au  lieu  de  ^/^  et  en  substituant  au  lieu  de  ^1  ir^^va» 

leur  ^  y  dans  le  cas  ou  x  =r  o  ;  mais  il  £iudra  avoir  Tattention  de 
remplacer  ^,  par  ^^  dans  le  résultai.  ' 

Mettons  cette  expression  de  g-^  dans  celle  dcg-^g^,  trouvée    ci- 
dessus^  il  viendra 

d-+-•^-^^ 

d"H-v_°^        Vd^dr/ 
di^tix*  "^      da"^*di*^'     * 

en  se  rappelant  toujours  qu'il  faut  substituer  9"*  à  9^  <p/  ^  ç»,  et  aprè^ 
les  différentiations^  &ire  <=so  et  ;r=o. 
Les  opérations  précédentes  nous  ont  procuré  Tavantage  de  ne  fliire 

dépendre  le  coefficient  3^53^  que  de  celui  du  second  ordre  g^  ,    et 
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les  ditfS^rentiatiûns  relatives  à  a  et  à  i  ne  causeront  aucun  embarras  y 
puisqu'elles  se  présentent  sous  une  forme  très-simple  lorsque  t  ^\  x 
sont  nuls  ,  ainsi  qu'on  a  dû  le  renaarquer  au  commencement  de  cet  ar- 
ticle, n  ne  reste  donc  plus  qu'à  déterminer  l'expression  de  xj-»  ce  qui 
sera  facile. 
En  différentiant^  par  rapport  à  x^  l'équation  ^=:^(p,    il  Tiendi*a 

d*tt    d*tt  >     dtt  d^  ^ 

dxdt  *"  darfa  '^     '     da  dx  ' 

d       — 
dtt  dw  ^        j  d*tt  ^  dé    ,    dad^    •-.  .    _ 

or  on  a  g^=  dï^-   ^^''^  dïdi  =  ^ -dST* +  dScû'  Mais  (p  expri- 
mant, ainsi  que  u^  une  fonction  quelconque  de  7*  et  de  z,    il  existe 
entre  tz^^  '^^  même  relation  qu'entre  ^  ^^  ^«  ^^  ^^^ura  donc  en-- 
d^         -.    d^      j>   » 

d»»  ^^     d»a     ,    ^  d^,  dit    ,    ^  d^  du 

aeai  =  ^*' dSî  •*•  ^  di  dft  +  ^  -  dî  as  > 

et  comme  il  Êiut  changer  f  en  f"*,  ^1  en  ^/,  il  viendra 

d*i^        ^«^  .  d^K     .      ^-.^  ,^,  d^,  du    .       ^«-.,^  .df  dtt 

a^=<P"?."daï  -^  '^^^^    -d^  dï  -^  «^"-'^•'aî  ds  ' 

bien  entendu  que  ^  et  ^,,  ainsi  qiie  Uy  seront  réduits  à  des  fonctions 
de  a  et  de  6,  en  mettant  au  lieu  de^*  et  de  z  leurs  valeurs,  lorsque  f  et  Jtr 

sont  nuls.  Ayant  formé  ainsi  g-j',  que  nous  représenterons  par  CT^""*""^, 

on  aura  pour  le  terme  général,  du  développement  de    la    fonction 
proposée  , 


da"^'di»-*    •  i.a. 


chacun  des  termes  s^obtiendra  individuellement,  en  prenant  pour  m 
et  pour  n  tous  les  nombres  entiera  o,  ^%  ^x  ^%  ^^^'^ 


109.  Sî,  dans  les  formules  qui  terminent  le  n*  107,  on  fidt    0:=:  y,;*  Tfc^^ïtoe  ^ 


on  aura  I  équation 


'et  la  série 
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à  laquelle  M.  Làgrange  «6t  parvenm  par  induction,  en  dév^oppant  les 
racines  défi  équatiom  alg[ébrique6  littérales.  On  l'appdle  êWKwemlt  ie 
théorème  Ae  M.  Lagrange:  elle  iBait  époque  dans  lliistoire  <k  l'Analyse  ^ 
par  rapport  au  dé¥eloppemeut  des  fonctions  en  séries  ;  et  son  importance 
m'engage  à  entrer  dans  quelques  détails  sur  ses  applications,  qui 
ofifrent  d'ailleurs  des  singularités  remarquables. 

Proposons  -  nous  pour  premier    exemple,    de   tirer   de  Téquation 
et — /3/-+5.^"  =  o   une  expression  de^.  En  mettant  cette  équatioa 

sous  la  forme  ^  5=  |  +  ^^,  et  la  comparant  avec  ^ = a  +  ç  (jr\  on  t 

et  laisfiaât,  pour  abr^^,  ^  m  lien  de  9^  en  trouire 

4'(a)^(a)»  =  no*^^—  ^ ,      4'(a)^(«)«  8=  MT^^^^,      etc. 
et  par  conséquent 

*^  i  P    '  i.a  l3»         f 

n*  ■ .  '  ■     ■  «^  — H^"   ■  -t-  etc.  1 

Uéquation  proposée  doit,  en  général,  donner  autant  de  valeurs  pour 
jr'  qu'elle  a  de  racines  ;  mais  le  développement  ci-dessus  n'exprimant 
qu'une  seule  de  ces  valeurs,  on  peut  demander  k  quelle  racine  il  se 
rapporte,  et  M.  Lagrange  y  a  répondu,  en  observant  que  puisque  ce 
développement  s'évanouit  lorsque  a=o^  il  doit  dériver  de  la  racine 
que  cette  hypothèse  fait  évanouir  dans  l'équation  proposée ,  ncine  qui 
est  la  pins  petite  de  toutes  ,  tromme  on  va  le  voir  pour  le  cas  particu-* 
lier  «  — /S;--f.5.^»s=:o, 
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tifs  rseincs  de  edtto  âernière  éqiuttioa  8<mt 
Of»  »  prcaaouaremettt) 

d'où  on  tire 

et  ne  prenant  que  le  signe  inférieur^  on  obtiendra 

•érie  qui  ert  pf  ëctôément  ce  que  devient  Fetprenioa  de  /%  trouT^e 
ci-dessus^  lorsqu'on  7  fait  /»=  i  et  /7t=:2* 


iio.  Le  prMëdé  par  lequel  M.  Lagjrdiige  a  Tertfié  cette  propriété    * 
de  sa  formule^  dis  donner  k  deTeleppement  qui  se  rapporte  à  la  plus^ 
petite  racine,  est  trop  curieux  pour  ne  pas  Tinsérer  ici.  U  a  remarqué,, 
dès  les  premiers  temps  où  il  s'est  occupé  de  cet  objet ,  que  si  on  fai«^ 
sait  \{f)  =^",  le  développement 

JT"  =  ^•  — 7  tf--r«(p(a)  — — aS"^^  ~  etc. 

qu\>n  obtenait  alors,  comprenait  d'abord  des  termes  où  Texposant  de  a 
était  négatif,  et  que  leur  somme  prise  à  part  exprimait  celle  des  ra<^ 
eines  de  l'équation  proposée,  élevées  chacune  à  la  puissance  «— /i,  e'est'-^ 
i-dîre,  que  si  *,  j8,  5^,  <r,  etc.  désignent  les  racines  de  l'équatioa 
«  — ^  +  Ç  i^f)  =  o  ,  Tensemble  des  termes  dans  lesquels  l'exposant 
de  a  est  ftégalîf,  re^ésente  la  foncrîoni 

2^  +  ^  +  5?  H- etc.; 

tt  voici  comment  il  a  prouvé  depuis,  cette  djeroière  propositioar 
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Soit  k  le  coefficient  de   la  plus   haute  puissance  de  ^  dans  pÇ^)^ 
on  aura 

prenant  les  logarithmes  de  chaque  membre  et   différentiant^  on  ob« 
tiendra  successivement 

convertissant  en  série  chaque  terme  du  second  membre  de  la  dernière 
équation^  on  formera  une  série  dont  le  terme  général  sera 

{5^  +  1)^4-^  + etc.  }7-, 

et  la  quantité  qui  multiplie  jr*  aura  par  conséquent  pour  expression  le 
coefficient  de  la  même  puissance   dejr,  dans  le  développement  de  la 

fonction     ^ ~^  j/  x*  Pour  obtenir  ce  coefficient,  cherchons  celui  de 
la  fonction  ^,  v  ,  en  supposant  que 

ip(jr)  =  B.^  B,y  H-  B^y^  +  B^f  +  etc. 
Si  Ton  observe  que 


ny)      _Ky) 


l^H 


on  pourra  développer^  suivant  les  puissances  de^^,  la  fraction  propo* 
sée,  qui  deviendra 

fjy)      fiy)Hy)  .  Hy)Hyy      Hy)^(iyy  .rtr 
série  dans  laqueUe  il  ûiudra  introduire  les  développemens  des  fractions 


1 


«-j'      ia-^yy      ia^yy      ^^^' 
qu'on  peut  obtenir  par  la  formule  du  binôme;  mais  on  les  déduit  sud-» 
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cesâvement  les  uns  des  autres,  en  observant  que 

etc. 

Ceh  posé,  la  fraction  -^  fournira  dans  le  tenue  général  la  partie 

qoi  s'arrête  au  tenue  divisé  par  la  première  puissance  de  n;  cette  pai^ 
tie  étant  réduite  au  même  dénominateur^  devient 

el  revient  par  conséquent  à  -^ijr^y  pourvu  que  l'on  borne  le  déve- 
loppement aux  termes  dans  lesquels  a  est  affecté  d*un  exposant  négatif. 
Cette  conséquence  subsisterait  encore  quand  on  écrirait  f(a)  f  (a)  y  au 
iieu  de  {(à),  puisque  ce  produit  est  de*  la  même  forme  que  f(^);  ainsi 

le  terme  général  du  développement  de  ■  ^Ji  "^  serait  encore  exprimé 
par  -MîÛâjr»,  dans  les  mêmes  conditions  que  cirdessus; 

Si  maintenant  on  diâCerentie  par  rapport  à  ^ ,  Texpressioii  ■ '^Vi  > 
on  atira  le  coefficjient  de  7"  dans  la  différentielle  de  la.  fonction 
"^^^r^y  prise  de  même  par  rapport  k  a;  or   celte  dernière    est 

^i^î^.ia:  il  ei^  donc  évident  que^d^-^^l^  est  le  coefficient 

de/»  dans  le  développement  de  la  fonction  —-^^7^^  ^^  observant 
toujours  de  ne  prendre  que  les  termes  dans  lesquels  a  a  un  exposant 
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Par  les  mêmes  rdsons^   le  coefficient  de  y^  dans  le  développement 
de  Syjî^lL^  serait       ■  „t-,      t  ^^   diffe'rentiant  deux  fois  par  rapport 

2i  a^  chacune  de  ces  fonctions  ^  le  résultat  fourni  par  là  seconde  don-- 
nera  le  coefficient  de  j^  dans  le  développement  de  celui  quW  tire  de 
la  première  :  en  effectuant  le  calci}l^  on  trouvera 

et  divisant  par  2 ,  on  en  conclura  que  l'assemblage  des  termes  de  Fex-- 
pression  ~-;d*  J,ti  '  >  ^^^  lesquels  a  a  un  exposant  négatif^  forme 
le  coefficient  de^"  dans  le  développement  de    y  ^^3  . 

On  prouverait  de  la  même  manière^  que  le  coefficient  de^^  dans 
le  développement  de  la  fonction  —  /^j_  y   >  ^* 

et  ainsi  de  suite;  ensorte  que  le  ternie  général  du  développement  de 

f(^) 

fM     _   


en  se  bornant  aux  termes  où  l'exposant  de  a  est  négatif. 

Il  est  visible  que  les  différentielles  successives  de  cette  expression  , 

relatives  à  «,    correspondent  à  cdles   4e    k  fonction  ~_^^- , 

prises  dans  la  même  hypothèse  |  et  l'on  en  dédoit^  par  de  simples  dîf- 
ierenkiations^  le  coefficient  de  /'  dans  les  développemens  des  ^Emctions 

La  fonction   spéciale  qu'il  s'agît  de   développer   étant  ^'  ~Xi/v)  ^ 
il  faut,  dans  la  série  çi-de$sus,  changer  f  (^)  en  ir-^'Cj);  mais  pour 
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pins  de  g^éralité,  M.  Lagrange  y  substitue  4'(/)('~*^'(/)}>  4  ^^ 
signant  une  fonction  rationnelle  et  entière  de^.  Si,  pour  abréger,  on 

f«"*  ^^  =  *(*)»  e*  qu'on  écrive,  au  lieu  des  fonctions  ^(a)  et  '*"(«), 
les  lettres  ^  et  i'  seules,  il  viendra 

*  -  *^'  +       i       (d-  *^  --  d.  *??'  } 

.  ■♦"  tÙs^  i^''  **'-  ^'-  **'^'  >  +  «*^- 

on  observera  ensuite  que 

^d.i'^=i'^-f.<P*' 

3^d».*?»=:-^d-(4d.i'^')  =  gi-.{d'.*0'+Jd-.ç'i-} 
etc. 

En  mettant  ces  valeurs  dans  chaque  terme  et  réduisant^  on  obtiendra 
l'expression 

eù  le  coefficient  de  j^  est  précisément  là  série  dn  vf  109;  mats  dans 
Tusage  auquel  elle  est  employée  ici^  il  n'en  £atiit  pousser  le  dévelop^ 
pement  qu'aussi  loin  qu'il  y  a  des  termes  oii  la  lettre  a  est  affectée 
d'exposans  négatiis. 

En  prenant  4C/)  =  i  >  ^^^  d'obtenir  le  tenue  général  du  développement 

d®  al!^+^3Ô^  ^  ^^^^^  4  W=ï  >  'ï'(^)=  ?Ph:>  etl'on  a  par  conséquent, 
en  n'embrassant  que  les  termes  qui  contiendront  des  puissances  néga-^ 
tires  de  a ,  ' 

{  ;^4- g;^+  ^  +  etc.  j^-. 
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ou,  en  ne  prenant  que  le  coeflGicient  de ^•"' ,  et  écrîvantu  — i;  à  la 

place  de  n. 


1  ^± 


s=a  »-.n«-»r^(«)  — g^- ^  g^; etc., 

résultat  très-remarquable ,  puisqu'il  offre  le  moyen  de  calculer  immé- 
diatement,  par  des  différentiations  ^  la  somme  des  puissances  négatives 
des  racines  des  équations  algébriques^  On  en  déduirait  celles  des  puis- 
sances positives,  en  ne  l'appliquant  à  l'équation  proposée  qu'après  avoir 

écrit  dans  celle-ci  -  au  lieu  de^. 

Le  résultat  indiqué  ci-dessus  ne  répondant  qu'à  la  fonction  parti- 
culière    *      ^'w/       il  reste  encore  à  savoir  à  quoi  répond  le  terme 

général  de  la  fonction  \!}^Tt/^\  i  pour  y  parvenir,  il  &ut  se  rap- 
peler que 

_L-=:£(^  ^  _i_  ^     t    ^  _2- +  etc.; 

et  que  par  consëquent, 

^-y+fiy)        *->^/8-y^>-y^       ' 

Cela  posé,  -^z  étant  une  fonction  rationnelle  et  entière  de^,  on  pourra 
la  diviser  par  a  "—y^  jusqu'à  ce  qu'elle  ne  renferme  plus  j ,  et  si  m 
désigne  l'exposant  de  son  degré,  le  quotient  sera  du  degré  #»-— i.  On 
peut  aisément  découvrir  la  forme  du  reste,  en  partant  de  l'équation 

"^^  =  a--'  H-  et— ^+. ....  ^f^^    0lém.  iJlg.)  , 

d'après  laquelle  il  est  évident  que  4(*)  —  M^f)  ^st  divisible  par  ccr-^: 
£tt  représentant  le  quotient  par  jF(flt,  y)^  il  viendra 

eu  opérant  de  même  sur  la  fraction  ^^^,  et   sur  toutes  les  autres; 

p — y 
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«m  trouvera 


Les  fonctions  ^(<*,7^)^jP(i8,  7),  etc.  étant  entières  et  du  degré  m^i; 
ne  sauraient  avoir  plus  de  m  termes ,  dont  le  dernier  sera  affecte  au 
plusde^-*î  a^elà  de  cedegré,  le  développement  du  second  membre 
de  l'équation  précédente  ne  comprendra  plus^que  les  termes  provenant 
du  développement  des  fractions  que  ce  membre  renferme;  donc  en 
prenant  n'^  m,  son  terme  général. sera 

donc  c'est  à  la  fonction 

^«+1    1^  ^i    T*  yH-i    t-  exe.  > 

OU  bien  à  la  fonction 

en  mettant  n— - 1  à  la  place  de  71 ,  et  prenant  '1r(a)  ss  —^  >  que  ré«* 
pond  la  série 

lorsqu'on  s'y  borne  aux  termes  contenant  des  pui^ances  négatives 
de  a. 

1 1 1  •  n  teste  encore  à  examiner  à  quoi  répond  la  série  entière.  Le 
nombre  de  ses  termes  à  exposant  négatif  augmentant  avec  la  valeur 
de  n,  il  s'ensuit  qu'il  n'y  aurait  aucun  terme  à  rejeter  de  la  série , 
si  on  regardait  cette  valeur  comme  infinie;  mais  on  ne  voit  pas  ce  que 
pourrait  signifier  alors  la  fonction 

U  n'en  serait  pas  de  même  du  rapport  de  cette  fonction  à  la  suivante  , 

4W^4W.^4(2l)j.etc   • 
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car  ce  rapport  peut  se  mettre  sous  la  forme 

et  sî  et  désigne  la  plus  petite  àeè  racines  cù,  fi,  y,  et%,  les  diviseurs 
f  ~Y>  C^T»  ®*^*>  P^^^^°^*  é*^^  rendus  aussi  grands  qu'on  youdra  par 
Faugmentation  du  nombre  n,  la  limite  de  l'expression  totale  sera  a', 
d'où  il  résulte  que  si  Ton  désigne  par  11  (a)  la  fonction  ^—^^lafonctioa 

n(a)  +  i-n'(a)fCa)  +  etc. 

aura  d'autant  plus  de  termes  communs  avec  le  développement  de  ct% 
qu'on  y  supposera  n  plus  grand^  puisque  les  premiers  termes  du  quo- 
tient ne  dépendent  jamais  que  d'un  certain  nombre  des  premiers  termes 
du  dividende  et  du  diviseur  :  or  c'est  ime  propriété  très-remarquable 
des  séries  ci-dessus,  que  leur  produit  et  leur  quotient  sont  ce  que  de- 
viendrait la  série  du  numérateur,  si  on  y  substituait  à  la  fonction  'îr(a)  le 
produit  ou  le  quotient  des  fondions  "^(a)  et  U(a). 

On  s'en  assure  en  multipliant  en  effet  l'une  des  séries  par  Vautre:  'et 
pour  abréger,  je  n'écris  que  les  lettres  i^  et  n,  comme  je  l'ai  déjà  £ut 
plus  haut:  il  Vient 

•+-«tc.. 


où  il  &ut  se  rappeler  que 

da*  **    -^  dâ 


'  H/ï  ^  *"^*    Art 


%£n  résulte  d*abord  que 


*  4a    ^         da  da    ' 
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on  â  0iiftnt6 

d.+'V        ^^  d*+    ,      ^d(^  d* 

et  par  ces  valeurs  oa  trouve  que 

*  ^  •   a         da     ^^  fl        da 

revient  à 


Ce  calcul ,  dont  la  marche  eat  suiBsaiaiment  indiquée  pour  qu'on  puisse 
rétendre  à  un  plus  grand  nombre  de  termes  ^  montre  que  le  produit 
des  séries  proposées  est  de  la  forme 

"»^n4*<?-ar-+- alla    "    -^^-i 

qui  est  la  même  que  celle  que  prendrait  la  première  série  en  "P^  si 
Ton  y  remplaçait  cçtte  éencitoo  |^r  le  prodvii  de&  foBCtîoBS  "P  et  n. 
Si  on  représente  donc  par  ("?)  la  %^ri6  eu  '^^et  paj  (fi)  la^^érie.  4&  n  ^ 
on  aura  l'équation  identique 

(^)(iT)=:C*.n), 

qui,  d'après  le  sens  attacEé  ci-dessus  aux  parenllièses,  exprime  que  le 
produit  des  séries  en  'i^  et  en  II  est  lé  même  que  la  série  qu'on  for- 
merait avec  k  fonction  égale  au  .produit  é^s  fonctions  '^  et  17. 

En   &kant  le  produit  It^^II  s^  A  ^   Vexation    pfécédaiitô    devient 
{^)  (n)  =  (a)j  et  donne 


mais  n  =  T-  :  donc 


(.,-("); 
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et  par  conséquent  le  quotient  des  séries  en  ^  et  en  fl,  est  identkpie 

avec  la  série  formée  du  quotient  de  ces  fonctions.  ^ 

De  cette  dernière  équation ,  qui  est  indépendante  de  la  forme  des  fonc- 
tions £1  et  "i^^  on  conclut  que  le  quotient  des  séries  formées  avec  les 

fonctions  ^^^  et^^^,  est  identique  avec  la  série  formée  du  quo- 
tient de  ces  fonctions  ^  c'est-à-dire  en  remplaçant  **•(«)  par  V;  et 
comme  le  quotient  des  premières  séries  considérées  en  entier^  répond 
à  A' y  et  étant  la  plus  petite  des  racines  de  l'équation  <«— /4-f(/)=^> 
ou  aura  enfin 

a' =  a' +  ^a-^^Ca)  H- ^  i^^*  H- etc.  ; 

série  qui  se  change  dans  celle  du  n^  i  lo ,  lorsqu'on  y  met  «—^  au  Kcu 
de  r  j  d'où  suit  cette  conséquence  :  la  série 


r-^^-î<r^'»W-îï;i^^'- 


etc. 


qui^  lorsqu'on  n'en  prend  que  les  termes  affectés  d'exposans  négatifs, 
exprime  la  somme  des  puissances  du  degré  —  a  de  toutes  les  racines 
de  Féquation  prppoftée,  étant  considérée  avec  tous  ses  termes^  offre 
alors  l'expression  de^la  puissance  -*-/»  de  la  plus  petite  de  ces  racines. 

ii!2.  On  passe  sans  difficulté  du  développement  de  a'  à  celni  d'one 
fonction  4(«)  qui  serait  de  la  forme 

Jl/*' 4- iVi*' H- P«*  4- etc. , 

parce  qu'en  prenant  séparément  les  expressions  des  termes  Ma^,  Ncl', 
Pet',  etc.,  et  les  ajoutant,  il  vîiant 

Mif  ^    Na^^    Ptf    Hù  etc...,.  =  4(i»), 

et  en  changeant  a  en  j^,  on  retombe  sur  l'expression  générale  de  4(/) 
donnée  dans  le  n^  109.  Cette  manière  d'étendre  la  formule  trouvée  ci- 
dessus  ,  offrirait  une  démonstration  du  théorème  de  M.  Lagrange^  très* 
complète  pour  les  fonctions  rationnelles  et  entières ,  mais  moins  directe 
et  moins  générale  que  celle  qu'en  a  donnée  M.  Laplace^ 
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'  M.  hsigmïge  remarque  encore  que  si  Ton  fait  a  =  o  dans  Téquation 
a — /-4"^(^)=o,  elle  se  réduit  SLjr=z<pÇjr)y  sans  perdre^  au  fond, 
rien  de  sa  généralité  ;  mais  il  faut  aussi  faire  a  =  o,  après  le  développe- 
ment des  termes  de  la  série 

^-(7)  =  4C«)  +  \  4'WK«)  +  ^-^i^y  +  etc. 

Une  dernière  remarque  qu'il  ne  faut  pas  omettre  ici,  c'est  que  par 
des  cbangemens  de  forme  convenables,  opérés  dans  Téquation  proposée, 
lorsqiY'elle  est  algébrique ,  M.  Lagrange  est  parvenu  à  tirer  de  son  théo« 
rème  les  développemens  des  diverses  racines  de  cette  équation;  mais 
nous  renverrons  pour  ces  détails,  au  Mémoire  cité  à  ce  sujet  dans 
la  Table. 

ii3.  n  est  facile  de  Toir  que  le  théorème  de  M.  Lagrange  présente 
de  nombreuses  applications.  Il  donne  d'abord  pour  le  retour  des  suites 
une  formule  générale  qui  comprend,  comme  cas  particulier,  celle  qui 
termine  le  n*  58  de  l'Introduction ,  et  fournit  un  procédé  régulier 
pour  en  développer  successivement  tous  les  termes. 

Soit  pour  exemple  l'équation  indéfinie 

z  =  ajr^fyr*  +  yf  +  etc.  ; 
en  lui  donnant  la  forme 

i~-r-^*(/S4-3:r  +  Jy^4-etc.)=:o,  ;.  ! 

et  la  comparant  à  ^~'X  +  ^(j')  =  o,   il  viendra 


s 


et  mettant  en  dehors  des  différentiations    indiquées,    le  facteur  cons^ 
tant  — ,  qui  multiplie  ^*  (  /3  +>/  +  etc.),  on  trouvera 

7»  =  a"  —     —      lï"-^'  (jS  -f-  3^^  -f-  JVi*  +  etc.) 
n        d,a»^(g4->g  +  Jg*4-etc.)*  ' 

n        dV  fl"'»^(j8  +  >a-f  fg*  +  etc.  y 


i.a.3«^  da* 

4-  etc.  <e 


I. 


33 
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En  faisant  »s=:i,  effectuant  les  opérations  indiquées^  changeant  7* 
tn  X,  a  en  -  y  ce^  fi^  y  y  etc.  en  a^  by  c,  etc.  ^  on  déduira  de  cette 
formule  la  série  indiquée  page  99. 

Si  le  nombre  des  termes  de  Téquation  proposée  est  limité  >  cette  for* 
mule  donnera  la  puissance  n  de  la  plus  petite  de  ses  racines  y  et  dans 
le  cas  contraire^  l'expression  de^"^  d'après  le  retour  de  la  série 

z  :=  itj+^/*4->:r^  + Jy  +  etc"; 

mais  cette  expression  correspondra  encore  à  la  plus  petite  des  valeurs 
que  peut  avoir^;  on  s'en  convaincra  en  observant  que  le  retour  de  la 
série  qui  exprime  le  sinus  par  l'arc,  dans  le  n*  58  de  l'Introduction,  ne 
nous  a  donné,  pour  le  développement  de  l'arc  par  son  sinus,  qu'une 
seule  série  conduisant  seulement  à  la  valeur  du  plus  petit  des  arcs  dont 
le  sinus  est  j' ,  puisque  cette  valeur  s'évanouit  par  la  supposition  de 
^sso,  tandis  qu'elle  devrait  être  m^y  m  désignant  un  nombre  entier 
quelconque,  et  tt  la  demi-circonférence. 

Quelqu'élégant  que  soit  l'emploi  du  théorème  de  M.  Lagrange ,  dans- 
l'opération  du  retour  des  suites,  il  me  semble  qu'on  ne  peut  pas  le  re- 
garder comime  indiquant  la  loi  des  formules  auxquelles  il  conduit,  du 
moins  à  cause  de  l'usage  où  l'on  est  d'ordonner  ces  formules  par  rap-^ 
port  aux  puissances  de  la  lettre  z  ou  de  la  lettre  a ,  suivant  la  dénomina- 
tion de  cet  article  ;  car  avant  d'effectuer  les  différentiatjons  indiquées,, 
il  faut  préalablement  développer  les  puissances  successives  du  polynôme 
(j3  +  3^fl5  +  cTfl*  4-  etc.);  et  en  supposant  cette  opération  faite,  le  pro-^ 
cédé  exposé  dans  le  n**  Sg  de  l'Introduction,  qui  ne  repose  que  sur 
des  considérations  très-élémentaires  ,  devient  très-commode  et  présente 
dans  la  dérivation  des  coeiBciens  une  loi  extrêmement  simple.  J'ai  cru 
d'autant  plus  à  propos  de  faire  cette  remarque,  que  bientôt  la  liaison 
intime  que  toutes  les  recherches  analogues  à  celles  qui  nous  occupent^ 
ont  avec  le  développement  des  puissances  d'un  polynôme  de  la  forme 
a  +  fix  +  yjp*  +  etc.  sera  mise  en  évidence. 

Par  rapport  aux  équations  transcendantes,  le  théorème  de  M.  Lagrange 
a  de  très-grands  avantages  sur  les  procédés  dont  on  se  servait  avant 
qu'il  fat  connu.  Pour  en  donner  un  exemple,  je  prendrai  l'équation 

•*"  j^  =  a  -f-  ctsin^. 
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^lû  erprîme.  tme  relation  générale  du  premier  degré  y  entre  un  arc  et 
son  sinus  ^  et  j'en  déduirai  le  développement  de  1^.  La  comparaison 
de  cette  équation  avec  a — J^Hf-^(^)=o,  donne  <P(/)  =  *sin^;  et 
faisant  4'(j)  =  l/'>  il  viendra 

-,    sino*  ,-   sîn  &' 

II 4-  Les  considérations  précédentes  mènent  aus»[   à  des  formules    Fomiiief  aif- 
Irès-commodespourla  résolution  numérique  et  approchée  des  équations  i^é^i^^o^Z 
quelconques;  mais  avant  d'exposer  ces  formules^  je  prendrai  cette  re-  "^«"?"«  ^^  ^ 
cherche  dès  son  origine.  Soit  entre  x  et  des  quantités  données,   une 
équation  quelconque  tt=o,  et  que  l'on  sache  que  l'inconnue  x  diffère 
peu  du  nombre  a;  si  on  écrit  a  au  lieu  de  x^  u  deiviendra  fonction  de 
a^  et  aura  une  valeur  d'autant  plus  petite  que  a  sera  plus  près  de  la  valeur 
de  X.    En  représentant  par  a  -f-  A  cette  dernière ,  et  par  i/  ce  que  de* 
vient  alors  u^  il  faudra  que  i/=o,  c'est-à-dire, 

mais  comme,  par  l'hjrpo thèse,  a  est  déjà  très-proche  de  x^  h  est  né- 
cess^rement  une  petite  quantité  :  en  négligeant  donc  les  termes  où 
«lie  s'élève  au-delà  de  la  première  puissance,  on  aura  seulement 

àa 
Lorsque  h  sera  déterminée,  au  moyen  de  cette  équation,  ou  fera 

c*est-à:;<Iire  qu'on  mettra  dan  A  et  dans  jz>  ^  ^  'a  place  de  ^ ,  et  l'ex- 
pression de  h  deviendra  celle  de  //.  En  continuant  d'opérer  de  la  même 
manière,  on  trouvera  des  valeurs  de  x  de  plus  en  plus  approchées* 

Pour  appliquer  cette  méthode,  cherchons  la  valeur  de  x  dans  l'équation 

a?»  —  100  =  0, 
par  laquelle  il  est  visible  que  ^  doit  tomber  entre  5  et  4;  nous  pren- 
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drons  donc  ^=s:5,5  pour  la  première  valeur  approchée^  puis  ^passant 

aux  logaridunes^  nous  obtiendrons 

:rlx  — lioo  =  o        et        w=  ala  —  lioo  =  —  0,09576. 

En  faisant  usage  des  logarithmes  ordinaires,  .dont  le  module  est  o,4^4^9 
{Inlrod.  ay),  nous  aurons  (i5) 

g^  =  la  +  M  =  0,54407  4-  0,43429  5=  0,97856  , 

d'où 

—  0,09576  +  o,97836A  =  o , 

et  par  conséquent 

donc 

or  =  5,598, 


Une  seconde  opération,  dans  laquelle  oii  prendrait  aiss.  ^,598,  doiH 
nerait  une  valeur  encore  plus  exacte. 

ïi5.  Si  on  avait  deux  équations ^i/=:o  et  l'sso,  entre  jc  et  j^,  et 
que  a  et  &  jfîissent  des  valeurs  approchées  de  ces  inconnues,  on  met-* 
trait  ^+A  au  lieu  de  x,  A  +  A*au  lieu  àty\  et  on  trouverait,  parla 
formule  du  n*  :kq ,  en  ^négligeant  les  produits  et  les  puissances  de  & 
et  de  ^, 

I     du  A    ,    du  ft 

,     di/  A    ,    dv  6 

^-*-dïî+dîr  =  ^- 

Ces  équations  serviraient  à  détennin*  les  corrections  A  et  A:;  faisant 
ensuite  a+hz=:d^  b+k=:V  et  a:=fl'+A',^  =  A'+/:',  on  trouverait 
encore  comme  ci-dessus,  les  valeurs  des  nouvelles  corrections  ht  et  Kp 
et  on  continuerait  d*^opérer  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  fut  arrive  à  des  ré- 
sultats suffisanunent  exacts. 

Prenons  pour  exemple  les  deux  équations 

af  ^jrl  —  1000  5=  o,  x^  +/*  —  xoos:,o^ 
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et  snf^posons  qu'après  divers  essais,  on  soit  parvenu  à  reconnalfare  que  le 
plus  grand  des  deux  nombres  cherchés  doit  être  compris  entre  4  et  5,  et 
le  plus  petit  entre  2  et  5  :  prenant  x  pour  le  premier,  j-  pour  le  se- 
cond, et  faisant  4>5=a,  2,5  =  é,  on  aura 

«  =  a*  +  è*  -—  1000  r  s=  a*  +  i*  —  100 


^"=^1,  +  ^ 

^=5'U+i«»-' 

^  =  *.!*  + s* 

g  =  a»la  +  «i- 

•     ' 

du       dv'       du       di/           , 

On  calculera  les  quantités  w,  p,  2^,   ^,   ^,   ^,  en  observant  que  les 

logarithmes  indiqués  sont  népériens,  et  on  formera  les  deux  équations 
du  premier  degré, 

—  Iâ0,2^^  +  .2178,252^  -f-     18,957^  =  0, 
+      4^720  -f-      8o,458A  -J-  175,786^:  s=-o, 

d'où  on  tirera  A=o,o56,  â=— o,o52,  et  par  conséquent  £H-A=:y=:4,56, 
i-|-^  =  *'  =  ^>45  :  utie  seconde  opération,  effectuée  sur  leis  nombres 
m'  et  b\  donnerait  des  valeurs  beaucoup  plus  approchées. 

1 16.  La  marche  tracée  dans  les  deux  articles  précédens  est  la  plut 
commode  pour  effectuer  le  calcul  arithniétique  des  valeurs  approchées 
des  inconnues;  mais  elle  laisse  à  désirer  leur  expression  en  série  con-t 
vergente.  Cette  expression  peut  s'obtenir  en  appliquant  à  Téquatioa 

,    du,    ,    d*u  A»     ,    dV    A^       .      . 

tt+  T-A-j-  x^  —  4-  T-3 5.+  etc.  =  o  , 

'     da       '     da*  1.2    '    da^i.a.o    '  * 

la  méthode  du  retour  des  suites ,  soit  par  la  formule  du  n""  58  de  Fin* 
troduction,  soit  par  celle  du  n"*  iiS;  pu  trouvera  la  série 

,  u  da»         .  \da»y         da  da'^     . 

ordonnée  suivant  les  puissances  de  u. 

Euler  a  donné,  pour  le  même  objet,  une  série  qui  rentre  implicite-» 
ment  dans  la  précédente,  mais  dont  la  loi  est  plus  simple;  il  y. est 
parvenu  en  considérant  x  comme  fonction  de  k  ^  et  cfaerdânt  quelfai 
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«8t  la  Talent  que  prend  x  lorsque  u  s'évanouit,  c'est-à-^dire  qn'aya&t 
réquadon  ç(x)=:o>  il  fait  ^(x):=s  u,  et  conçoit  que  Ton  en  ait  déduit 
a^  s=  «{"(u) ,%{/ représentant  une  fonction  inverse  de  celle  que  désigne  9« 
Cela  posé,  si  Ton  change  premièreitnent  u  en  u^g<,  et  x  en  x', 
il'  viendra 

prenant  ensuite  g^sz-^Uy  x^  se  changera  nécessairement  dans  ce  que 
devient  x  lorsque  u  devient  u — u  ou  o,  et  sera  par  conséquent  une 
f acine  de  l'équation  proposée.  En  la  désignant  par  « ,  on  aura  donc 

dr  tt    ,    d*jf    u*         d'x      a*       , 

du  1    '    du'   i.a        du'  i.a.a    *  ' 

série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  u ,  et  qui  pourra  devenir  con- 
vergente, si  r<5n  y  met  pour  x  un  nombre  a  qui  rende  la  fonction  u 
très-petite. 

On  peut  xnettre  cette  série  en  nombre,  sans  connaître  l'équation 
x^^'^Çu),  en  déduisant  de  l'équation  ^a:)=:a  les  coefficiens  dif- 
férentiels g-  >  TT>  ^^<^*i  AU  moyen  des  formules  suivantes: 


éf  —  • 

au        *3u' 

^ 

dx 

dx 

d«»  ^^    dx 

•Âl> 

d«x 
tfor        ^-  du' 

dx 

a;?—  dx 

•as» 

etc.. 

obtenues  dans  le  n*  6i; 

Voici  le  calcul  par  rapport  à  l'équation  x'szioo,  dont  nous  nous 
fiommes  déjà  occupés.  On  posera 

tis:xix  — lioo,         d'oà        glssi+iar, 

«til  Tiendra 9  en  employant  d^abord  les  logarithmes  népériens,  pour 
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simplifier  les  différentielles  successives , 

etc.  ; 
puis 

""  i  +  Ix        ax(i+lxy        lGxXi+Ix)4"+'aje(i+lx)*J  **  ~"^^- 

Oa  fera  encore  a:=5^5;  mais  il  faudra  prendre   d'abord  \x  dans  lé 
système  népérien,  ce  qui  donnera 

\x  sss  1,25^7630^       *llOO  =ss  4>^S>703^ 

et  par  conséquent 

tt  =  —  0^2204998  ,       I  -f-  Ix  =  :i,a52763o. 

On  pourra  ensuite  regarder  ces  résultats  comme  des  nombres  natarels, 
et  se  servir  des  logarithmes  ordinaires  pour  calculer  les  differens  termes^ 
de  la  çérie  qui  exprime  (t.  £a  so  bornant  aux  trois  premier^ ,  on  aum 

et  tt  =  5,59727,  yaleuv  qui  n'est  en  défaut  que  d'environ  une  unité 
sur  le  dernier  chiffre* 

Il  est  à  propos  d'observei:  que  si  Ton  exprime  les  coefficiens  différent 

•  1     dx    d*x  1  ^  .         du       d*tt  , 

tiels  ^>  jT>  c^^'^  par  les  coefficiens  x^,   -r^^  etc^,   au  moyen  des 

relations  rapportées  ci-dessus ,  et  que  l'on  substitue  les  résultats  dans 
l'expression  de  <ty  puis  qu'on  y  change  x  en  a  et  et  en  a+A,  on  ob-- 
tiendra  pour/i,  la  série  de  la  page  Soi. 

-  117^  La  marche  précédente,  modifiée  convenablement,  s'étend  à  la 
question  du  n""  ii5,  ainsi  que  l'a  fait  voir  M.  Lagrange.  En  regardant 
les  quantités  x  et  y  comme  des  fonctions  de  u  et  de  t^,  et  cherchant 
ce  qu'elles  deviennent  lorsque  u  se  change  en  i^+g'  ^^  ^  en  p--^/,  on^ 
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aura,  par  la  formule  du  n*  ajy 


dx        ,    dx 

d»x     .    .    •     d*x     ,    ,    d'x 


x'szx-h  ^^g  -^^^l 


^i.aldu»  e    "^^  duduS'-  ^dv»  *  / 
H-  etc. , 

+  etc. 

Cela  posé^  si  Ton  désigne  par  a  et  &  des  valeurs  "approchées  de  x  et 
àe  jr  y  et  par  x'  et  y  les  valeurs  exactes  desquelles  il  doit  par  consé- 
quent résulter  M+g'  =  Oj  t>  +  /=o,  il  viendra  g^= — tt,  /=— ^, 
Il  et  i^  représentant  alors  les  valeurs  particulières  que  prennent  ces  fonc- 
tions lorsqu'on  y  substitue  a  pour  a:  et  b  pour  j^.  Retenant  toujours  les 
lettres  h  et  k,  pour  les  corrections  af  —  x  et  y  — jr,  on  obtiendra 
donc 

en  observant  de  &ire^  après  les  différentiations,  x^si^a^  yt=^h^  dans  ci 
et  dans  u^  aussi  bien  que  dans  les  coefficiens  différentiels  de  x  et  de  j^; 
mais  la  recherche  de  ces  derniers  demande  quelques  attentions  de  plus 
que  dans  le  cas  précédent^  à  cause  qu'il  s'agit  de  fonctions  de  plusieurs 
variables. 

Je  ferai  d'abord,  afin  d'abféger  les  calculs, 

dw  == /Tidr  4- nd;^ ,  d^=:;7dr  + ^i^, 

ensorte  que 

du  da  àif  àv 

'^  =  ai>      '^^dj?*     P^'-So^      ^~d^* 

Cela  posé,  il  fiaiut  se  rappeler  que  les  coefficiens  différentiels  ^  et 
^sont  formés  dans  l'hypothèse  de  ^  constant,  de  laquelle  il  suit  d^=o; 
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en  anra  donc,  dans  cette  hypothèse, 

d'eu  il  suit 

dr    ,       dy  do:    ,       dy 

*='^d:r  +  '*cb>    ^=^5:  +  ^£' 

et  de  la  combinaison  de  ces  équations,  on  tirera 

dû  nui'^np^       du  *^  mq^^np* 

Les  coefficiens  j-  et  h^  étant  relatifs  à  la  variable  (^  seulement,  sup- 
posent dttso,  et  dépendent  par  conséquent  des  équations 

o  =  mdx  +  nàjr  ,       dt'  z=pàx  •+•  yd;^, 

qui  sont  équivalentes  à 

dj:    i       dy  .  do?    ,      dy 

et  donnent 

dx      ^       »       .     *   5ï  —     —m  ^ 
dv  """  np— m^  *  di/ "^  up— mç* 

Les  coefficiens  différentiels  du  second  ordre  s'obtiendront  aisément  ptt 
la  différentiation  successive  de  ceux  que  Ton  vient  de  trouver,  et  au 

moyen  des  valeurs  précédentes.  Soit  pour  exemple  ^  s  P;  on  anra 
^  =  ^^ ,  où  il  ne  s'agira  que  de  substituer  ^  g^  sa  valeur. 

Si  on  met  dans  lès  développemens  de  A  et  de  A  les  valeurs  des  coef- 
ficiens différentiels 

dx      djr      dx      djf 

et  que  Ton  se  borne  aux  preipiers  termes,  on  retombera  sur  les  ex« 
pressions  qui  résulteraient  des  équations  dont  on  a  fait  usage  dans 
le  n"*  ii5;  c^est  pourquoi  je  ne  m'arrêterai  point  à  faire  aucune  appli- 
cation des  Tesultats  ch-dessus. 
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ii8.  Les  calculs  du  n*  ii6  conduissntk  u»«l  formule  tete-eléguite, 
obtenue  par  M.  Paoli,  qui  s'est  occupé  avec  succès  du  développement 
des  fonctions  en  sârîes.  In  efiecftuani  le  retonr  dte  la  suite 

o=s«-4-T---f-j h T-« ï H"  etc. . 

il  est  parvenu  à  donner  au  résultat  une  forme  remarquable,  savoir, 

A       ,    AàA    .   ,   AàjAàyf),^   ,  ^d(^d(.^d^}  .^  ^  ^,^ 

oviA  désigne  —(3^)  '• 

Cette  formule  se  conclut  très~&cilement  de  la  série 

-> dxu  ^^  d*x  u*        d^     u*      , 

* — ^  —  S  T  "T"  3?  TTi  ""  5?  7X3  "*"  *'''^' ' 

indiquée  sur  la  page  Zo%i  car  on  peut  donuûr  aux  expressions  des 
coefficiens  différentiels  de  or  cette  forme 


du  "■"  d^^^  \.dx  /     ^ 


dx 

Au         _ 
dr* 

d«ar       _^  dx         i  AA*\*^j    Adii\-» 
dî?^*^"£r^da  ^SVdar/     ^'  \da?/     * 


[û*^"^'    dx    •dtt'~\dj?/  lia;*      '  * 


d^x 
etc. 


en  observant  que  dx  doit  être  constant  dans  les  seconds  membres  dies 
équations  ci-dessus^  puisqu'on  y  regarde  u. comme  fonction  de  or;  écri- 
vant ensuite  a  au  lieu  de  x^  dans  leacoeffîciensdifférentielsoiiu  est  regardé 

^comine  fonction  dejc^  faisant  *^^^"**(3^/^  *  substituaaA  les*  valeiw 
résultantes  de  g-^  j^,  etc.,  et  remarquant  enfin  que  *=:fl4-/i^puîs- 
qu'il  désigne  la  valeur  exacte  de  or,  on  AbtkOtfiUa  k  «^iftdft  M.  FàioU. 
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119.  M.  Paoli  déduit  du  développement  précédent  celui  de  •>]/(x), 
^  désignant  une  fonction  quelconque  ;  et  pour  cela  il  part  du  déT&> 
loppement 

que  fournit  1^  dieoràme  de  Taylor,  lorsque  dans  4^(x)^  on  change  Jt: 
en  a-f-A^  et  il  y  substitue  les  videurs  de  h  et  de  ses  puissances  :  ce 
calcul  le  conduit^  par  induction ,  à  une  formule  ordonnée  suivant  les 
puissances  de  u^  qui  peut  s'obtenir  directement  comme  il   suit  z 

En  concevant  que  x  soit  fonction  de  u,  4'C^)  sera  une  fonction 
de  u,  «t  si  Ton  y  change  a  en  u  -Hj"  j  ^^  ^^™  ^^  develo]^emeiit 

La  fonction  «4/  et  ses  coefficiens  différentiels  ne  renfermeraient  qu^ 
u ,  si  Ton  avait  remplacé  a:  par  son  expression  en  u}  naais  dans  leur 
état  primitif^  on  a 

dvt     '   d>l     dx        cLr  û-j 
5»'*"da?'da"**'dB3S* 

dÉi        d^— ^^ 

#4         dtt   dx d^     ydg  dx/ 

S?^"dr*di*  "~di*         d»        > 

dy,_^dî?    dj:_  dr  '^tS^VdliaS'yf  . 
dtt' —   dx  •3u — dû  dx»  * 

etc,, 

valeurs  qu'il  fsiudra  subslituer  dans  le  développement  d-dettus,  poqc 
rapporter  à  la  variable  x  les  différentiations  indiquées  par  rapport  à  u. 
Cela  posé  9  si  l'on  conçoit  que  le  changement  de  u  en  u-^g  ré- 
ponde k  celui  de  x  en  a-j~^>  on  aura  u^g=zOy  d'où  g:=z^^u}  et 
les  coefficiens  différentîeb  de  u  se  rapporteront  à  la  valeur  x^smz 
faisant  donc 

dx i    /d«\-»  .^^        /^"N""* 

E— "dîT— kdSy       ^    ^— ~\d5y    ' 

da 
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on  aura 

,#dMa^dWnl««  +  etc., 

en  se  rappelant  de  changer  x  en  a  dans  la  fonction  u.  On  pourrait 
aussi  laisser  partout  la  lettre  Xy  et  n'effectuer  son  changement  en  a 
qu'après  les  différentiations ;  on  aurait^  sous  cette  condition^ 

La  dernière  formule  et  celle  dun"*  ii8^  fout  la  base  des  recherches 
de  M.  Paoli  sur  le  développement  des  fonctions  en  séries.  S'il  £aiut 
que  la  quantité  a  soit  une  valeur  approchée  de  x^  pour  que  ces  sé- 
ries deviennent  convergentes ,  il  suffit  que  la  même  quantité  soit  in- 
dépendante  de  o:^  pour  conduire  à  un  développement  de  cette  variable^ 
exprimé  par  toutes  les  autres  quantités  comprises  dans  l'équation  i^=o; 
et  si  cette  équation  renfermait  d'autres  variables  j  yZ^  ^^!^ry  m^  pour- 
raient entrer  aussi  dans  4(*^)  >  ^^  obtiendrait  encore  le  développement 
de  X  et  de  '\^{oc)y  en  prenant  pour  a  une  fonction  quelconque  de^,  Zy  etc. 
Les  séries  remarquées  par  M.  Paoli  ne  laissent  donc  rien  à  désirer  du 
côté  de  la  généralité  ;  maislesopérations  successives  qui  s'y  trouvent  indi- 
quées exigent  de  très-longs  calculs  ^  et  ne  conduisent  point  encore  à  des 
développemens  ordonnés  par  rapport  aux  variables  indépendantes  de 
l'équation  proposée  ;  c'est  pourquoi  ce  géomètre  ne  se  borne  pas  à  ses 
premières  séries.  Il  considère  en  particulier  Téquation. 

ar  —  a  —  ç(a:)  =  o^ 

qui  revient  à  celle  dont  M.  Lagrange  s'est  occupé ,  et  par  laquelle 

A^ î— =--.x^^—^  — ^  — etc;t 

d^  àx        dx*        dx* 

do; 

la  substitution^  de  cette  valeur,  et  le  déveFoppement  du  calcul  des 
premiers  termes  de  l'expression  précédente  '\{^)\  conduisent  M.  Paoli 
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au  théorème  de  M.  Lagrange.  Je  ne  le  fiuivrai  ptâ  dans  ces  opéra- 
tions^ ayant  déjà  démontré  le  même  théorème  d'une  autre  manière; 
mais  je  donnerai  un  exemple  des  artifices  analytiques  à  Taide  desquels 
il  ordonne  par  rapport  aux  puissances  des  yariables  j^^  2^  le  dévelop- 
pement de  X  tiré  d'une  équation  iisso  comprenant  x^  y  et  %. 

i:ao*  Concevons  qu'on  ait  tiré  de  Féquation  u=:o^  la  valeur  de  x  ^ 
elle  sera  fonction  des  autres  variables j^  et  2;;  il  en  sera  de  même  de 
la  fonction  4('^)  >  ^^  ^^  terme  général  de  son  développement  sera  y 
d'après  le  n*  gS,  ^ 

i.a..,mdy*.  i.a...nd6*-^       * 

en  ayant  soin  de  faire  T'sso^  et  z=o^  après  ^ les  dijOTérentiations  ; 
mais  alors  Féquation  a=o  ne  contenant  plus  que  x  et  des  quantités 
indépendantes  de  j^  et  de  2  ,  si  l'on  suppose  que  a  soit  une  de  ses  ra- 
cines simples ,  on  pourra  lui  donner  la  formé  (x— a)^=:o  ^  et  dans  son 
état  général^  elle  sera  réductiUe  à  la  forme 

ix^a)A^Vj^Vz^Oy 

V  ^\V  étant  des  fonctions  de  x^yy  Zy  qui  ne  deviennent  pas  infcnie» 
lorsque  l'on  y  Eut  j^=o^  2  =  0.   Sous  cette  forme  on  en  déduti 

.  a  —  ^  +  -i--L —  =  o  ; 
et  si  Ton  fait 

on  sera  conduit  à  Técpiation 

a  —  a:  4-  ^{x)  =  o  , 

qui  répond  au  changement  de  ^  en  a:  et  de  a  en  «t^  dans  celle  du  n*  109  r 
on  aura  donc^  par  le  théorème  de  M.  Lagrange^ 

pourvu  qu'après  les  difierentiations  on  change  x  en  «  dans  le  second 
membre. 
Cette  valeur  de  4C^)  ^^^^  substituée  dans  je  coefficient  du  produit 
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^J8%  iii<ik{aé€ft-idefiaas^  il  deviendra,  en  «ippoftaat  q«e  4(^)  oomîennt 
in^lkilwtieat  jT  «t  z^  pus  séparant  ia  partie  iouiépeudaiite  «de  la  fonc- 
lioB  f  ^  et  £dsant^  ptMV  alNT^^^  /n-l-^ss/*, 

expression  où  il  faudra  regarder  les  \uriables  x^  ^  et  z  comme  mdé- 
pendantes  y  faire  x  =  a  après  les  différentiations  qin  se  rapportent  à 
la  première^  et  supposer  les  autres  nulles^  après  les  ^lifférentîations 
qui  s'y  rapportent 

Si  l'on  £ût  attention  a  la  forme  de  la  valeur  de  ^(x)^  on  verra  qu'il 

est  iatt^yie  de  pousser  au«-delk  da.  terme  ,  ;  tdjg^  ^  ^^^  renfermée 
entre  les  accolades^  paice  que  la  funtité 

OÙ  la  somme  des  exposans  de^  et  de  z  n'est  pas  moindre  que  r^^if 
ne  ae  tnouverait  paf  délivrée  de  ces  variables  par  les  r  dîfferentiation 
qui  knr  Mut  mlatives,  et  s'évanouirait  par  conséquent  ^  lorsqu'on  les 
égalerait  à  zéro  :  on  pourra  donc  prendre   l'expression 

i.a«..7ndy"*.i.3. .  .ndz*  (    x      '^i.adr *    *^  i.a.  ..fxlx^*  /  ' 

pour  la  seconde  partie  du  coefficient  cherché. 

Quoique  cette  expression  n'aille  plus  à  l'infini ,  on  peut  l'abréger  en- 
core en  cherchant  à  lui  donner  la  forme  du  développement  de  quelque 
fonction  connue,  sur  laquelle  en  puisse  opérer  avec  facilité ,  et  pour 
cela^  M.  PiMili  observe  que  puisqu'il  £iut  fidre  x=zcLj  après  les  diffé- 
rentiations qui  se  rapportent  à  cette  variable,  la  série 

1    ^^  i,fldr'** ^"i,a,^.  ràsfi^ 

est  éqiûwlente  à 
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Là  yênté  Ae  c«tt«r  ranannjae  se  recoimaft  ea  diftfrmtnBrt  un  ferme 
quelconque  « 


comme  un  produit  de  deux  Êicteurs^  d'après  la  formule  du  n*  91 ,  et  en  ob- 
servant que  les  coefficiens  différentiels  duâicteur  (jd— a)'""'  s'évanouissent 
tùiosy  excepté  celui  de  L'ocdve  Pr^s ,  qui  est  i^a.î.  ♦•.•^r-^)(>3jU 
Les  deux  différentiatîons  relatives  à  /  et  à  z^  qu'il  Ëiut  encore  effectuer 
sur  l'expression  précédente ,  stq>posant  ces  variables  indépendantes  de 
X,  peuvent  être  transposées  (38);  et  3  est  permis  d'écrire 

en  considérait  la  série  comprise  entre  les  accolades  ^  comme  si  elle 
devait  aller  à  l'infini ,  puisque  les  termes  qui  suivraient  ^  '^  y  dispa-^ 
raissent  dans  les  dfflerentiations  relatives  à  ^  et  à  2  ;  mais  la  série 

^-^  -4-     ^'^^     •!- ,  ^^'     -j-  etc 


on  peat  donc  introduire  <— ^^ifi  '**"-^}  à  la  pkce  de  l'expression 

^ZT!"^  ;(x:r;ô* ^rçpc-^y* 

et  fl  yienf 

i.a....(r— i)dar-' 
A  cette  expression,  M.  Paoli  joint  la  suivante  i 

'^        -^  1. a... n»dy".  1.3... nag* '•^  •' 

i.3....(r— i)dx^»  * 

dont  le  re'suTtat  est  o,  lorsqu'on  a  effectué  les  differentiationt  et  cBxûgé 
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> 


J  en  «t,  ainsi  (ju'on  le  verra  plus  bas;  et  par  cette  additiod,  <iui  n'al- 
tère point  la  valeur  de  la  première  formule,  on  a 

..a...Cr-Odr-r',.a...mdy-.i.a...«Ji''l^L  V        x-^fA^ 

or 

l^(^)H.l(,~^)=lHx-)0-i)}-KA--W^>. 

et  mettent  Ma  place  de  .p  sa  valeur  iÛl+^,  on  obUeW 

1  (^(x-«)  — ^?}  =  1  {Aa>-ct)~  r/  -  r*}=  i«. 

Substituant  cette  valeur  dans  la  dernière  expression  rapportée  ci-dessus, 
à  laquelle  on  ajoutera  la  première  partie  du  terme  général,  mdiquee  sur 
la  page  5io,  on  aura  pour  résultet  final , 

»  d'(J,'lK) 

i.a...mdy".i.3...nd»«  i.a.  ...(r— x)da/-  * 

en  faisant,  après  les  différentiations,  7=0,  z=o  et  a:=«. 

Il  reste  à  montrer  -que  l'erpressiou 

jr-.  fa>-cty ^ 3-.  {4'lAa!'^)} 

'  i.a....(rwi)da:^'  ~"^* 

employée  ci-dessus  ,  s'évanouit  dans  les  circonstances  indiquées.  Il 
faut  d'abord  observer  que  la  quantité  l^(a:-«)  étant  indépendante  des 
variables  jet  2,  peut  être  transposée  avant  les  différentiaUons  qui  se 
rapportent  à  ces  variables,  et  que  le  numérateur  de  l'expression,  peut 
s'écrire  ainsi  : 

d'=' .  (ar— «)'  1 A  (x — a)  M , 
M  désignant  le  coefficient  différentiel  de  ^î.',  par  rapport  aux  variables 
r  et  z.  On  voit  alors,  par  la  formule  du  n*  91 ,  que  la  différentiatioa 
indiquée  conduit  à  un  résultat  de  la  forme 
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et  tpe  les  termes  dans  lesquels  le  fecteur  (a:-**oi)  aura  le  plus  petit  ex« 
posant , seront  ceux  du  développement  de  d'"".(jc — ayiJ[(a: — et). 
En  l'effectuant  par  la  formule  déjà  citée  y  on  trouvera 

l^(a:— flt)d^'(x— flt)'  -i-  (r— i)  d  [  l^(x— a)]  d'— (x— -ct)^  +etc.  = 
{l^(a>- a).r(r— i). .  .2(j>--a)+^~j.r(r— i). .  .5(j:— a)*+etc.}dr'-".' 

Dans  la  fonction  qui  multiplie  dx,  le  second  terme  se  réduisant  à 
z(r— i)*...3(jc— a),  et  tous  les  suivans  prenant  une  semblable  forme, 
s'évanouissent  lorsque  x:=sa.  A  l'égard  du  premier  terme,  qui  revient  à 

r(r^i) . . .  2(a>— flt)î-^(x— flt)=r(r— i) . . .  2{(a:— a)l^-|-(ar — a)l  (x — et)}  , 

la  supposition  de  x=«,  dans  le  produit  (x— ci)  1  (x — a),  annuUant  le 
premier  facteur  et  rendant  le  second  infini,  laisse  de  lambiguité  sur 

la  vraie  valeur;  mais  si  l'on  fait  x— -«=:-,  il  viendra     • 

(x— a)l(x— a)  =  —  -^, 

expression  qui  tend  k  devenir  zéro  à  mesure  que  ùê  augmente,  puisque 
le  rapport  des  logarithmes  aux  nombres  correspondans  diminue  sans 
cesse,  ainsi  qu'on  peut  s'en  assurer  par  l'inspection  des  tables  de  lo« 
garithmes,  ou  par  la  comparaison  des  progressions 

77  I  :  10  :  loo  :    looo,    etc. 
7   o  .    I    .     ^     .       3     ,    etc.  ; 

ou  en  verra  d'aHleurs  la  démonstration  dans  le  chapitre  suivant,  où 
on  trouvera  des  procédés  pour  obtenir  la  vraie  vdeur  des  expressions 
qui  se  présentent  sous  une  forme  indéterminée. 

lai.  Je  n'ai  supposé  dans  l'équation  lisso,  que  trois  variables;  mais 
il  est  aisé  d'appliquer  le  procédé  de  M.  Paoli  aux  équations  qui 
en  contiennent  un  nombre  quelconque:  c'est  ce  qu'il  fiiit  dans  son 
Mémoire  ;  il  s'occupe  même  du  cas  où  l'on  aurait  plusieurs  équations 
simultanées.  Il  a  été  conduit  à  ces  formules ,  en  cherchant  h.  prouver 
un  théorème  très-remarquable,'donné  sans  démonstration,  par  M.  Laplace, 
dans  les  Mémoires  de  t Académie  des  Sciences  de  Paris^  pour  Vannée  1777. 
Ce  théorème  répond  au  cas  où  l'équation  u  =c  o  ne  renfermerait  que 
deux  variables  x  et^;  la  formule  obtenue  sur  la  page  3is  de-» 
Tient  alors 

1/  40 
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on  il  faut  faire /rrrô  ei  x:sstu,  après  les  diffërentiations^  et  les  w 
cherches  de  M.  Paolî,  supposaût  que  la  quantité  J  ne  contienne  pas 
le  facteur  x — et,  sans  quoi^  "deviendrait  infini,  montrent  que  la 
formule  ci-'dessus  ne  s'étend  pas  an  cas  où  le  £icteur  x— a  serait  mul-> 
tiple  dans  le  premier  membre  de  l'équation  w,  quand  on  y  fait  j"=o. 
Dans  ce  cas,  où  Féquatlon  proposée  serajit  de  la  forme 

u  =  J(x  —  a)<  —  t7)r  ==:  o  , 
If.  Laplace  indique  Tekpr^ssiop 


i     9 


et 


maïs  elle  produit  un  développement  qui  ne  satisÊdt  pas  à  Téquation 
proposée.  •  . 

Soit  pour  exemple  l'équation 

(x^ay  ^r  (fi+yxy  z=z  o, 

de  laquelle  on  tir«  immé^tement 
don  il  smt 

An  lien  de  ces  deux  développemens,  k  formule  de  M.  Laplace  donne 
seulement  la  série 

qui  est  égale  à  k  moitié  de  leur  somme,  •c'est^^à-dito,  qui  tient  ie  milieu 
entre  eux;  il  en  est  de  même  dans  tous  les  cas  où  le  facteur  x — a  est 
élevé  à  une  puissance  supérieure  à  la  première.  Je  renvoie  les  lecteurs 
qui  désireraient  entrer  dans  ces  détails,  au  Mémoire  de  M.  Paoli,  (T.  IV 
du  Recueil  de  la  Société  Italienne)^  ou  au  Supplément  à  ses  ElemeiUi 
d^Jlgebra. 
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iM.  M«  Hipdenburg  s'éUnt  Uvré^  d'après  les  idées  de  luetLaH»)  aur  Rechercbeiinr 
les  combinaisons,  à  des  recherches  relatives  au  de'yeloppement  des  poly- ^il*^ f*'nc^^ 
nomes  de  la  forme  (flt-f./Sjc^-j'jc^-f-J^jr^etc.)**,  ce  sujet  attira  l'attention  poJynomct. 
de  plusieurs  Analystes:  les  uns  le  traitèrent  par  des  procèdes  analoguçs  à 
ceux  de  la  dîffércntîatîon  ;  les  autres  s'en  servirent  pour  réduire  ces  pro- 
cédés en  fommles  générales.  De  là  sont  nées  l'analyse  combinatoire  et  les 
méthodes  de  dérwation.  Parmi  ces  dernières,  on  doit  distinguer  celle 
^'a  donnée  AAogast,  dans  son  Traité  des  Dérwations  ^  et  celle  dont  se 
sert  M*  Rramp,  dans  ses  Élémens  ^Algèbre.  J'ai  déjà  indiqué  générale- 
ment le  but  de  l'analyse  combinatoire  {Int.  20)  ;  c'est  aussi  plutôt  le  but 
que  les  règles  des  méthodes  de  dérivation ,  que  je  me  propose  d'exposer 
ici,  et,  comme  je  l'ai  dit  dans  une  autre  occasion,  pour  marquer  la 
place  que  ces  recherches ,  dout  ou  s'occupe  encore  fort  peu  en  France, 
doivent  tenir  dans  l'analyse  transcendante.  Il  y  aurait  sur  leur  nature ji 
sar  les  espérances  qu'elles  offrent  par  rapport  aux  progrès  futurs  de  la 
science,  et  même  sur  leur  dénomination,  des  observations  à  faire  qui 
tiendraient  trop  de  place  au  milieu  des  calculs  ^  et  que  pour  cettQ  rai^ 
son  j'ai  insérées  dans  le  Discours  préliminaire. 

Le  premier  problème  que  s'est  proposé  Arbogast,  est  de  développer 
suivant  les  puissances  de  <r,  une  expression 

f  (a  +  jSx  H- j'o;' 4- J\r' 4- etc.)  ; 

f  étant  \sl  caractéristique  d'uue  fonction  quelconcjue. 

Il  est  aisç  da  remari|uer  que  ce  développ^Kieut  est  à  l'^prd  dn  tbé^* 
rème  de  Tajlor,  ce  qiia  le  développement  du  polyuome 

(a  +  /Bjc  4-  yx^  +  JW^  +  etc.)"" 

est  par  rapport  h  celui  du  binôme;  car  le  théorème  de  Taylor  est  te 
type   du  développement  général  de  toutes  les  /onctions  de  quantités 

binômes. 
Pour  l'appliquer  à  la  fonction  proposée    ci-dessus ,  il   hxA  mettre 

d'abord    sous  la  forme   d'un  binôme  la  quantité  soumise  à  la  caracté« 

ristiqne    ^i  et  je  poserai  eu  conséquence 

*  +  jSor  +  y^  +  ^^^  +  etc.  ==  d  -4-  ^x  , 
eusorte   que 

^  =  /3  +  7^  +  cTo:'  +  etc.  ; 

tegarcUnt  alon  a  cpmme  la  variable,  to  cooime  sou  accroissement. 
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et  représentant,  pour  abréger,   (p(<x)  par  ^  seulement,  on  aura 

ç,  («4-/^)  =  ?  H- 5^ -H- a;J  —  +  g-J  7^  4- etc. 

L'application  de  la  formule  de  Taylor  a  rejeté  sur  les  différentiations 
relatives  au  premier  terme  a ,  tout  ce  qtd  tient  à  la  nature  de  la  fonc* 
tion  proposée  ;  et  le  développement  ne  dépend  plus  que  de  celui  des 
diverses  puissances  entières  et  positives  du  polynôme  algébrique  /. 

Si  on  voulait  obtenir  le  terme  multiplié  par  x",  dans  le  développe- 
ment cherché,  il  faudrait  prendre  le  prentûer  terme  dans  la  n**'  puis- 
sance de  f,  le  second  dans  la  (/i— i)'"',  et  ainsi  de  suite.  Représentons 
en  général  le  développement  de  f  par 

T'.+  T\x+T^^'+ 4-  7>^ , 

ensorte  que  l'exposant  de  la  lettre  T  marque  la  puissance  à  laquelle  est 
élevé  le  polynôme  /,  et  l'indice  inférieur,  celle  de  la  lettre  x  dans  le 
terme  que  l'on  considère;  d'après  cette  notation,  qui  se  rapproche  beau- 
coup de  celle  que  nous  avons  employée  dans  les  n^'  21  et  Sq  de  l'intro- 
duction, le  terime  général  du  développement  de  Ç(^+^^)>  sera 

formule  qui  montre  k  liaison  annoncée  plus  haut  (iiS)^  entre  le  déve- 
loppement des  puissances  du  polynôme  algébrique  n  et  celui  des  fonc- 
tions en  général  :  on  en  déduirait  en  effet  tout  de  suite  le  terme  général 
de  ce  développement,  si  l'on  avait  l'expression  du  coefficient  indéter* 
miné  T',  ;  et  voilà  comment  l'analyse  combinatoire,  qui  donne  des  règles 
pour  former  ce  coefficient ,  s'applique  au  sujet  qui  nous  occupe. 

i!i5.  M.  Paoli,  en  suivant  une  marche  que  je  vais  tracer,  d'après 
lui,  a  cherché  à  remplacer  ces  règles  par  des  procédés  tirés  inmaédiate- 
ment  de  la  différentiation. 

En  appliquant  le  théorème  de  Maclaurin  (io3)  au  développement  du 
polynôme  i',  le  coefficient  de  x'y  dans  son  développement,  sera  ex- 
primé par 

d^r 
1 .  a  . . .  sdx*  ^ 

lorsqu'on  aura  fait;r=o,  après  les  différentiations;  et  par  conséouent 
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le  terme  gênerai  indiqué  dans  le  n*  précédent  pourra  s'écrire  ainsi  : 

li.2...nd*»    '^i.a...(/ip-Od*''"*    dx     "^1.2... (n— 2)d*«-*  1 . adof         f  .-•. 

(  '*"i.a...(n-^)dA==5i.a.3dx3*""+"ai  i.s. ..(«— j)dx"^    ) 

eq  observant  d'y  faire  arsso  après  les  différentiations^  ainsi  que  dans  ^, 
qui  se  réduit  sl  fi",  valeur  du  coefficient  T^o- 

Le  polynôme  t  prendra  lui-même  la  forme  fi+lfx,  en  posant 
i'=:5^4-crx  +  fcr*4-  etc. , 

et  ,    sera  le  coefficient  de  af  dans  le  développement  de  (jS+^x)'; 

mais  l'expression  {N)  peut  s'appliquer  à  ce  dernier^  en  changeant  a 
en  fi  y  t  en  ^  y  Ql  substituant  la  puissance  r  à  la  fonction  f^  ou,  pour 
plus  de  simplicité,  laissant  f  à  la  place  de  (/3H-/'a:)',  et  ^  à  celle  de  jS, 
puisque  cette  dernière  lettre  représente  la  valeitt  de  <,  lorsque  x=o: 
il  viendra  par  ce  moyen, 

i.a...jAc'       i.a...«it'      ***  i.a  ...  (j— i>lt'-*     dx~  f  .  '  . 

cil  il  est  à  remarquer  que  le  polynôme  t^  a  un  terme  de  moins  que 
le  polynôme  t.  On  pourrait  ramener  de  même  la  détermination  des 
coefficiens  différentiels  des  puissances  de  t,  à  celle  des  coefficiens  des 
puissances  d'un  polynôme  f,  ayant  un  terme  de  moins  que  f',  et  ainsi 
de  suite  ;  mais  il  sera  plus  simple  de  chercher  à  tirer  chacun  des  coeffi- 
ciens différentiels  d'une  puissance  quelconque  de  t,  de  celui  de  l'ordre 
inférieur. 

Pour  cela  on  écrira  5 «f*  i  ^^  H^u  de  $y  dans  la  formule  précédente^ 
et  21  viendra 

A'-^'.f '  d*-^'.r  -^,  .       d^r     à.e*  \ 

i.a...(j+i)dr^'         j.a...(j+i)dt'-«-*  "*"  i.2...jdi'  dr   (.p. 

ju         d^-'.r        d»Y'-*  d.r      d'.t^      rW- 

"**"!. a... (5 — i)dt'-«  i.adx» ***   dr   i.a»..jdx') 

La  comparaison  de  cette  formule  avec  la  dernière,  montre  qu'on  peut 
passer  de  l'une  à  l'autre  par  les  opérations  suivantes  :. 
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I*.  Différentier  le  premier  terme  de  la  formule  {A)  (terme  ou  U  n'y  à 
aucune  di£fërentîelle  de  z'),  en  y  faisant  varier  /  comme  fonction  de  x; 

écrire  dans  le  résultot  ^  an  lien  d^  g;^»  ^  diviser  par  le  nouvel  expo* 
saut  de  t  :  on  trouve  ainsi 

2*.  Différentier  tous  les  termes  de  la  formule  (^),  en  n'y  fusant  va- 
rier que  ^ y  par  rapport  k  x,  et  diviser  par  l'exposant  de  son  ordre ^ 
chaque  nouveau  coefficient  différentiel  de  l\ 

Si  Ton  &it  àù  même 

Z'  s=  J^  +  €x  +  Çx»  -i-  etc- , 
/•  =  6  H-  Ç^  +  etc. , 
etc. , 

on  exprimera  le  coefficient  différentiel  ^  ^  ^  sàoif  P*^  ^  •oivan*  la  foï- 

mule  {J)^  et  Ton  passera  au  coefficient  ^  ^  (j+Odc^-»-*^^^"^^^^^^ 
règles  ci-dessus^  c'est-à-tdire^  en  regardant  €  comme  constant,  excepté 
dans  le  premier  terme  ,  où  il  n'entre  aucune  différentielle  de  f^  et  où  il 

finit  ABoag^T  ^  en  f,  puis  diviser  par  le  nomvd  ei^osMH  de  f.  On 
opérera  de  même  à  l'égard  des  fonctions  ultérieures  f^  f^  etc. 

Si  Ton  obsflrve  avec  aUentîon  la  manière  dont  s'etiehakient  les  opàr*- 
lions  indiques  ci-dessus  ^  on  reconnaîtra  qu#  pour  former,  l'une  après 

Tautre,  les  valeurs  de  ^ — g-;,  en  commençant  à  -j-jîlfkut  feîre 

varier  t  dans  les  seuls  termes  où  .n'entrent  point  les  différentielles 
de  t  y  c'est-a-dire,  t%  f^  etc.,  faire  varier  f  dans  les  seuls  termes  où 
il  n'entre  aucune  des  différentielles  de  t^  c'est-k-dire  les  lettres  f^ 
/*%  etc.  Il  est  visible  que  cela  revient  k  ne  faire  varier  au  plus  çuedeux 
lettres  dans  chaque  terme  de  V expression^  saisir j  celles  qui  portent  le 
plus  daccenSjSi  toutefois  elles  sont  consécutii^es ,  autrement  ne  faire 
varier  que  la  lettre  portant  le  plus  étaccens;  et  chacfhe  fois  que  l'une 
de  ces  lettres  prend  un  exposant  plus  élevé,  Ufaut  diviser  par  cet  èxpo^ 
fiiMt. 
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Voicî  les  six  premières  valeurs  de         '    <;,  formées  d'après  cctlç 
sègle: 

d.t'       d.tr   - 

d».('       d».f     «^'    _i_^**' •#•  J-^*'  i» 

rod^î  — "dF*  o  "»""a?"^^"t*"dr''^' 

d*.r  d*.t'     t'*      .  d<.t'  t*» 


i.a.. 


d'.f      _  d«.  r     «^«     .  d».f    f*     ,,  d^.t'/  if'  -,  tr*    f\ 

124*  Ces  valeurs  o£Br«nt  nne  particnlarité,  très-remarqnaBle  :  les 
nombres  qui  expriment  combien  la  lettre  t  doit  porter  d'accens^  font 
dans  tous  les  termes  une  somme  égale  à  l'exposant  de  Tordre  du  coef- 
ficient différentiel  relatif  à  /,  dans  le  premier  membre^  et  conqprennent 
les  diverses  manières  dont  cette  somme  peut  ètrç  composée^  par  Fad* 
dition  des  nombres  depuis  i.  En  j^nrenant  pour  exemple  la  sixième  va« 
leur^  on  voit  que  dans  le 

i*' terme  f^   =it.i.i.i.t.iy  d'où  1-1-1+1+14-1+1=6,  enôpartîesf 
a*"*...»  €^f=it.t.f.t.f....*..  i+i+i+i+«       ss6,  en5 

^    ••••W's=<vy.i' i-f.,+a+a        «ej^"* 

4— {t'ef i+a+3  =6,)enS 


a'V^ss /.«'.!'' 1+1+4 

J—. . .  Mef i+a+3 

....M" 


yc 14-5  s=a,; 

5*^ </V' a-H  s=6,5ena 

r 3-H3 

6*"* . . . .  r* 6  s=6,  en  1. 

Je  reviendrai  sor  cela  dans  1«  trobième  Toluine  de  ce  Traitée 
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125.  On  doit  se  rappeler  que  dans  la  recherche  qui  nous  occupe^ 
il  faut  faire  a:=  o^  après  les  différentiations.  Cette  hypothèse  réduisant 
à  leur  premier  terme  les  polynômes  représentés  par  les  lettres  t^  iy  f^ 
fy  etc.  9  ces  lettres  deyront  être  remplacées  respectivement  par  0^ 
y^  S'y  €y  etc.;  et  si  on  fait  en  outre  r==n— -i  dans  la  première  des  for- 
mules de  la  page  précédente^  rs=/i —  2  dans  la  seconde^  et  ainsi  de  suite^ 
puisque  Ton  suhstitue  les  résultats  dans  la  formule  {N)  page  517^  on 
trouvera  pour  le  multiplicateur  de  jc%  dans  le  développement  de  U 
fonction 

^  (a  4-  jSjc  4-  y^ +AW^  •+•  etc.) , 

l'expression 


i.fl...(it— fl)d*»-l    à»"       a     **"    diS     "^   J> 


i.2...(/i-3)d*-4    d^  a.3  "*"    à^^'^'^    àT    i^ 


I  .a. .  .(/i-4)d*»-^l-diiïTM'*"'"3F'â  "* +""ar'V^'+7;+"irM  * 


d«    '** 

dans  laquelle  il  n'entre  que  les  quantités  qt^e  doit  contenir  le  résultat 
final. 
U  est  visible  que  la  règle  énoncée  page  Si 8^  pour  la  formation 

des  valeurs  successives  de  ^    y  s'étend  à  celle  des  quantités  qui 

multiplient  ci-dessus  les  coefficiens  différentiels  de  ^C^)^  en  traitant 
0j  y^  Sy  etc.  comme  des  fonctions  de  x^  et  en  observant  que  le 
rang  des  lettres^  dans  l'alphabet^  répond  aux  accens  que  portent  les  ty 

puis  substituant  y  k  x^y  S  k  j^yetc.^  et  diminuant  l'exposant  de  /S 

d'une  unité,  lorsqu'on  passe  à  un  nouveau  coefficient  Le  dernier  terme 

"^^f^y  est  compris  dans  cette  formation  ;  car  /S  ne  devant  point  porter 

4'exposans  négatif»^  l'expression  s'arrête  au  terme 

d"-»-^'^  d .  g«"»-t-'      d^ 
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Par  la  même  raison  »  il  £iut  exclure  du  développement  de  chaque  ligne 
de  cette  expression ,  les  termes  où  l'exposant  de  /3  est  moindre  que  celui  de 
la  caractéristique  d  qui  le  précède. 

Au  moyen  de  ces  remarques,  l'expression  ci-dessus  se  déduit  sans  peine 
de  son  premier  terme;  et  l'on  peut' par  conséquent  calculer  un  terme 
quelconque  du  développement  de  la  fonction  ^,  sans  passer  par  cevçt  qui 
le  précèdent.  Le  lecteur  pourra  s'exercer  sur  le  développement  du  7* 
terme,  c'est-à-dire  de  celui  qui  est  affecté  de  x*,  que  j'ai  rapp<Mrté 
ci-dessous. 


Première  partie  de  l'opération. 


d«*C«) 


i^* 


i.a...6d««' 

■  i.a...5d*»  <W   "^ 

■i.a...4d*4l   d/S»     a    "^  djB 

■i.a.3d»»l'^0**"dF 
d»»f«")     fd».jS»/J»    .        \  .  d.iS 


lia?  iiFU'^^V'^Tr^/ 


;.      dy(*)   d^ 


Deuxiime  partie  f  opération  effectuée. 


.i.a...b"d** 
d>f(*) 


i.a...5d«*" 


Dans  la  première  partie ^  j'ai  laissé  les  différentialions  en  évidence^ 
afin  que  Tapplication  de  ]a  règle  de  la  page  précédente  fût  immédiate. 
D'ailleurs,  enabserrant  la  marche  des  coefficiens  numériques  et  des 
exposans  introduits  par  les  différentiatiops  relatives  à  jS  ^  il  est  facile  de 
modifier  la  règle  de  manière  à  déduire  directenient  l'une  de  l'autre  ^ 
toutes  les  lignes  de  la  deuxième  colonne. 

ia6.  S'il  fallait  effectuer  le  développen^ent  4^  la  fonction  p,  on  trou^ 
verait  peut-être  plus  court  de  déduire  chaque  terme  de  celui  qui  le  pré- 
cède, que  de  les  calculer  séparément  un  à  un,  comme  on  Ta  indiqué 
ci-dessus,  et  cela  peut  s'effectuer  par  la  simple  application  de  la  règle 
de  la  page  5i8. 

En  premier  lieu,  si  dans  l'énoncé  de  cette  règle,  qui  exprime  la  dér 

rivàtion  des  valeurs  successives  de  '    4  ; ,  on  remplace  les  lettres 

t,  f,f,  Cy  etc.,  par  j3,  j.,  /,  6,  et(?.,  conformément  au  rang,  que 

X.  4» 
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ces  dernières  tiennent  dans  leur  alphabet  (i35),  on  aura  un  procédé 
très-commode  pour  déduire  successivement  les  uns  des  autres^  tous 
les  termes  du  développement  de 

,     (fi  +  yx  +  J'x^  +  ejc^^  etc.)"» 

et  qui  offre  un  complément  très-utile  à  ce  qui  a  été  dît  dans  les  n^  19 
et  20  de  V Introduction. 

Le  même  procédé  s'applique  immédiatement  à  la  fonction 

^  {  a  +  /3jc  +  yx^  +  cfbr*  +  âr*  +  etc.)  ; 

car  si  dans  la  formule  (N)  (page  3 17)  on  écrit  /i+i  au  lieu  de  n, 
on  passe  à 

i.a.../iit»dx^i.a...(n— i)dA»-*   i.ad*?»  ^i.fl...(n-a)d*»^iTûI5E^         "*^      ^' 

d*-^» d^.t»">       •         d»       d"^  I 

'*"i.3...(ii— 5>1**-»  i.a.Md^*  *  *  ^d*  i.fl...nd«»         } 

OÙ  Ton  voit  qu'à  Texceplion  du  premier  terme  ,  il  n'y  a  que  t  qui  ait 
varié;  ensi^rte  que  le  multiplicateur  de  chaque  coefficient  dlffiereidîel 
de  ^y  dans  (N')ySe  déduit  immédiatement^  par  la  r^Ie  de  U  page  ii% 
du  multipUeateur  du  même  coefficient  dans  (N)  :  il  y  a  seultment  à 

écrire  en  tête  du  résultat  le  terme .    i\j'a.i ^"*"**   On  peut  en- 

core  comprendre  ce  terme  dans  la  règle  ^  en  regardant  (p  comme  une 
lettre  qui  précéderait  imn^diatement  ty  qui  ne  peut  par  conséquent  pas 
varier  dans  les  termes  où  se  trouvent  les   différentielles  de  ty  et  en 

remplaçant  ^  par  t.  Je  laisse  au  lecteur  le  soin  de  s'exercer  sur  des 

exemples. 


12J»  On  a  déjà  vu  dans  un  assez  grand  nombre  d'occasions^  le  parti 

qu'on  pouvait  tirer  du  dévdbppement  du  polynôme^  et  par  conséquent 

de  la  formule  précédente  et  des  règles  qui  servent  à  U  construire  :   je 

n'insisterai  donc  pas  beaucoup  «ur  ce  sujet;  mais  cependant  je    crois 

devoir  revenir  sur  la  recherche  des  sommes  des  puissances  des  racines 
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des  ëqnatiûiis  algébriqaesy  recherche  très-împorUnte  en  Analyse.  On  a 
obtenu  dans  le  n"*  96^  l'équation 

— flx — ialr* — la^x^  —  etc.  ^ 

—bx^{b^x^—^b^x'  —  eic.  i  =  £x  +  Cx^ -h Dx^  +  Ea:<  +  etc.  ; 

— ex— f  c*a:'-^çc'a:'-«etc.  ) 

en  posant 

1  (i+fix^yx^^J'x^  4-  etc.)  cxs  -B^  4.  Cjc*  +Z)jc»  4.  etc.  ; 

l'on  aurait  doue  Fexpressiou  immédiate  de  —  i  (^H-A"+6«+etc.), 
ou  de  — -5,,  si  Ton  connaissait  le  coefficient  de  x*  dans  le  dévelop- 
pement de  la  fonction  logarithmique  ci-dessus.  Or  si  Fou  fait  d'abord 

/3  +  >x  +  «Tx*  +  etc.  =  t, 
le  coefficient  de  x"  ^   dans  le  développement  de 

l(et  +  fix  +  yx*  ^J^jc»^  elç), 
sera 

d».U       ^^  '  d—'.U         d.r-'    ,  d""^.U  dVe«-^ 

*^    d«t   i.a...(/»^)d«»^'' 

En  effectuant  les  differentiatîons  relatives  à  a,  et  faisant  ensuite  asi^ 
il  viendra 

le  signe  supérieur  répondant  au  cas  oii  n  est  impair^  et  le  signe  infériçur 
au  cas  contraire.  On  éviterait  ces  doubles  signes  eu  posant 

^  -f-  T'jc  +  ^^*  H-  etc.  a=z'*^t. 

Il  suit  de  ce  rapprochement  ^  que  les  règles  du  n""  i^S  fourniront  un 
moyen  très-simple  et  très*£xpéditif  pour  développer  l'expression' de  S^, 
sans  passer  par  celles  qui  la  précèdent  ;  on  voit  aussi  qu'on  y  arriverait 
égaleixieiit  par  la  connaissance  des  coefficiens  du  polynôme 
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puisque  .  ces    coef&ciens   ne   sont   autre    chose    ({ue  les  valeurs    de 


d'.r 


i.a  ...^djc^* 


128.  Il  est  souvent  très- commode  de  pouvoir  exprimer  les  coeffi- 
ciens  d'une  équation  algébrique  par  les  sommes  des  puissances  de  ses 
racines  {CompL  des  Élém.  ^Jlg.);  cette  question  revient  à  trouver 
)8,  j/,  etc.  au  moyen  des  quantités  By  Cy  Z?,  etc.  du  n*  précédent, 
et  se  résout  en  transformant  en  nombres  l'équation  logarithmique 

c[ui  donne 

On  pose 

BJ^Cx-^  Da^  4-  Ex^  +  etc.  c=:  l, 

il  en  résulte 

I  +  /Sx  +  yx*  4-  S'x^ +  fwc*  s=:  tf^f 

m 

et  Ton  voit  que  les  coef&ciens  /S,  y  y  J'y..., /a  sont  respectivement 
égaux  à  ceux  des  puissances  Xy  x^y  a? .. ..  af^y  dans  le  développement 
de  la*  fonction  e";  celle-ci  résulte  de  la  fonction  e*"*"^,  lorsqu'on  y 
fait  ce=o.  En  substituant  dans  la  formule  (iV)  du  n*  i^S,  e«  à  ^(a), 
effectuant  les  différentiations  et  faisant  ensuite  €tz=.Oy  on  trouvera  que 
le  coefficient  de  x*,  dans  le  développement  de  e^y  est  exprimé  par 


i.a...ii      ''"  i.a...(n^i)  ""iîc       *"  i.a...(/i— a)  i  .adr^*""'"  i.3...(/i— Odj;:"-"* 

Les  coeffîciens  différentiels  de  ty  pris  relativement  à  x,  se  formant  tou-« 
jours  comme  on  la  prescrit  n*  laS,  il  faut  également  faire  ar=o, 
après  les  différentiations,  mais  substituer  B  ^  ty  Cà^,/>à<%  etc.^ 
et  se  rappeler  que 


^==-5.,       C7=-.^,      I>  =  -^, 


etc. 


lag.  Quoique  la  forme  donnée  dans  ce  qui  précède  à  la  quantité  dont 
se  compose  la  fonction  ^  soit  particulière,  les  procédés  qu'on  en  a 
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déduits  s'appliquent  à  cette  question  très*-géaérale:  développer  j  suivant  les 
puissances  de  x^  la  fonction  <p(y)^y  désignant  une  Jonction  quelconque 
de  X.  La  difficulté  tient  à  toujours  former^  sans  réduction^  les  quantités 

'■^,    ^,    ^,    .u=.  (94) 

puisque  ^Çj)  étaut  au  moîus  implicitement  une  fonction  de  x  ^  on  a 
encore^  par  le  théorème  de  Maclaurin^ 

pourvu  que  l'on  fasse  orso^  après  les  différentiations. 

Pour  parvenir  à  Texpression  des  coefficiens  différentiels  de  ^(j^), 
par  rapport  à  la  variable  x,  il  suffît  d'observer  que  si  l'on  change  x  en 
oH^dr^  en  même  temps  quej^  devient 

la  jfonclion  (p(jr)  devient 

et  que  Ton  doit  parvenir  à  un  résultat  identique^  indépendamment  de* 
dr  y  en  substituant  dans  ^(j),  au  lieu  de  j^^  le  développement  de  son 
nouvel  état  ;  on  a  donc  cette  équation 

d'oîi  Ton  conclut  que        *^^\  ■ ,  est  égal  au  multiplicateur  de  dr"  dans 

le  développemie&t  du  second  membre;  et  ce  développement  rentre  dans^ 
celui  de 

^  (ût  4-  /3jc  H-  yx^  +  J'xf  -h  etc.), 
en  changeant  dr  en  x^  et  faisant 
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Je  ferai  encore  Remarquer  que  si  dans  lexpression  de  ^^-^^^,0n 

supprime  le  dénominateur  i.^..  .ndx^y  on  aura  celle  delà  différentielle 
^iéme  ^'jj^Q  fonction  quelconque ,  dans  l'hypothèse  où  la  différentielle 
de  la  variable  dont  elle  dépend  immédiatement  ne  serait  pas  constante; 
et  il  faut  observer  que  dès  1772,  M.  Lagrange  avait  ramené  au  dévelop- 
pement des  fonctions  la  recherche  de  ces  sortes  de  différentielles. 


i5o.  Si  l'on  compare  les  procédés  indiqués  ci-dessus  avec  les 
principales  règles  énoncées  dans  le  Traité  des  dérwalions  y  on  recon- 
naîtra sans  peine  l'identité^  non-seulement  du  but  des  calculs ,  mais 
celle  de  leur  marche  et  de  leurs  résultats.  Les  quantités  qu'Arbogast 
appelle  dérivations  immédiates ,  et  qu'il  marque  par  la  caractéristique  D^ 
reviennent  aux  coefliciens  différentiels  pris  relativement  aux  quantités 
ty  ^y  fy  etc.:  la  différence  ne  consiste  qu'en  ce  que  le  calcul  des  déri- 
vations prescrit  de  substituer  immédiatement,  à  chaque  différentiatîon , 
suivant  l'observation  du  n*  1 25,  les  premiers  termes  des  polynômes  tyf^ 
fy  etc.  A  l'égard  des  coelHciens  différentiels  de  ^ ,  relatifs  à  x,  comme 
leur  dérivation  n'est  pas  immédiate,  le  D  qui  les  indique  est  précédé  d'un 
point ,  et  les  opérations  qu'il  faut  £aire  pour  les  obtenir  sont  rappor- 
tées au  premier  terme  du  polynôme.  Dans  le  développement  des  fonc- 
tions y  les  coefHciens  différentiels  étant  ordinairement  divisés  par  les 
produits  i.a,  1.2.3,  etc.;  Arbogast  exprime  cette  circonstance  en 
écrivant  un  c  sous  la*  caractéristîtpie  D. 

La  métibode  de  M.  Kramp  diffère  principalement  de  celle  d' Arbogast, 
en  ce  qu'il  joint  aux  dérivations  que  j'ai  indiquées  page  347 ,  les  pro* 
cédés  de  l'analyse  combioatoire ,  pour  obtenir  les  coefficiens  pris  des 
termes  du  développement  àes  puissances  de  polynôme  (12  a).  D'ailleurs 
ses  dérivées  primaires  sont  les  coefficiens  différentiels  relatif  aux  va- 
riables ty  fy  fy  ctc. ,  €t  SCS  dérwées  secondaires  y  ceux  delà  fonction, 
pris  par  rapport  à  x.  Il  considère  ensuite  les  déris^ées  réciproques ,  qui  ne 
sont  autre  chose  que  les  coefliciens  différentiels  de  la  fonction  inverse 

de  la  proposée.  Par  exemple,  u  étant  fonction  de  x^  et  ayant  j^'^^etc. 

pour  dérivées,  j-,  t-j,  etc.  seront  ses  dérivées  réciproques.  On  a  vu 

dans  le  n*  116  comment  Texpression  de  celles-ci  par  les  premières  donne 
des  formules  pour  le  retour  des  suites;  c'est  aussi  par  ce  moyen  que 
M.  Kramp  traite  la'même  question. 
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Examen  des  pâleurs  particulières  que  les  coefflciensd^érmtiels 
prennent  dans  certains  cas. 

iSi.  JLis»  fonnules  de  développement  obtenues  dans  le  chapitre  pré-    Deicat  oh 
cèdent,  nposeï^  toutes  sw  des  valeurs  particulières  que  prennent  les  J^^^*^*®^ 
coefficieos  différentiel ,  et  ne  peuvent  par  conséquent  s'appliquer  qu'aux  devienaeatin- 
cas  où  ces  valeurs  sont  assignables ,  ce  qui  n'arrive  pas  toujours.  La  ^''* 

fl 
fonction  j^ SB* H- (a:  — «)%  n  étanl>  i ,  en  ofire  ua  exemple  très- 
simple;  car  en  la  différentiant  on  trouve 

et  la  supposition  de  jcss:^,  qui  dûm^^jr^s^b^  rendm  infime  U  valeur 
de  ^.  Il  en  est  de  même  des  coefficiens  difierentiels  des  ordres  supé- 
rieurs, parce  que  chaque  différentiation  augmente  Texposant  de  x — a^ 
au  dénominateur.  On  le  voit  aussi  en  développant,  suivant  les  puis- 

«aaces  de  h,  U  valeur  de  Xpe—-a-^hy';  il  vient  alors 

-^ rrrri *  +«*^- 

et  toutes  les  puissances  de  (x-^^a)  étant  négatives  à  partir  du  second 
terme,  ce  terme  et  les  suivans  deviendront  ipfînis  quand  on  ferai  a:=ui}. 

mais  la  même  supposition  réduit  (or— a  4- A)"  à  A",  valeur  dans  laquelle 
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h  est  élevée  à  une  puissance  fractionnaire  y  et  qui  par  conséquent  n'est 
point  comprise  dans  la  forme  générale  du  développement  de  f(jc+A). 
où  il  ne  se  trouve  que  des  puissances  entières.  Cette  contradiction 
n'infirme  en  rien  les  raisonnemens  du  n*"  i8;  et  la  manière  très -satis- 
faisante dont  elle  s'explique,  en  remontant  à  la  considération  des  ac- 
croissemens  respectifs  des  variables  et  des  fonctions  qui  en  dépendent, 
fournit  une  nouvelle  preuve  que  cette  considération  est  Forigine  la 
plus  naturelle  que  Ton  puisse  donner  au  Calcul  différentîeL 


i33.  Lorsqu'à  une  même  valeur  de  la  variable  x  y  conespondeat 
plusieurs  valeurs  de  la  fonction  jr ,  cbacune  de  ces  dernières  doit  avoir 
son  accroissement  particulier  ;  c'est  ce  qui  résulte  ei^^effet  de  la  diffé*- 
rentiation  des  fonctions',  soit  explicites,  soit  implicites.  Occupons-»nous 
d'abord  des  premières.  ^ 

Une  fonction  de  cette  nature  n'a  plusieurs  valeurs  qu'autant  qu'elle 
renferme  des  radicaux  qui  sont  susceptibles  du  double  signe  ri=,  ou 
d'un  nombre  d'expressions  égal  à  celui  des  racines  des  équations  al- 
gébriques à  deux  termes,  dpnt  on  peut  les  concevoir  dérivés  (Élém. 
d'Alg.).  Ces  radicaux  passant  aussi  dans  les  coefficiens  différentiels  de 
la  fonction,  les  rendent  en  même  temps  susceptibles  de  j^i&ieurs  va^ 
leurs,  dont  l'emploi  successif  dans  la  série 

fournit  autant  de  valeurs  pour  y  qu'en  avait  ^.  C'est  ainsi  que  dans 
tous  les  états  par  lesquels  passe  la  fonction,  se  perpétue  le  nombre 
de  valeurs  que  comporte  sa  fcmne,  et  qui  ne  saurait  chaoger  tant  que 
cette  forme  demeure  la  mém4l» 

Soit,  par  exemple, 

en  prenant  alternativement  le  radical  avec  le  signe  +  et  avec  le  signe-»-, 
On  aura 


Digitized  by 


Google 


DES  COÈFFICIENS  DIFFÉRENTIELS.  5ao 

'  (l*oii  il  résultera 


y  =  *+(x-^)'  +  i(^-«r7-J(^-'»)"^^  + 


etc. 


% 


mais  la  valeur  a:=a  Êusant  disparaître  le  radical  \/x — a,  et  rendant 
égales  à  6  les  deux  yaleurs 

si  le  développement  de /^  conservait  la  forme 

J.4.  PÀ  +  QA*  +  Bh^  +  *yA*  4-  etc. , 

P,Q,  R,  S  y  etc.  étant  alors  des  fonctions  rationnelles^  on  n*obtiendrait 
plus  qu'une  seule  valeur  consécutive  a  jrzszb,  tandis  que  pour  toute 
valeur  de  or^  aussi  peu  différente  qu'on  voudra  de  la  quantité  a^lg, 
fonction  proposée  reprend  les  deux  valeurs  dont  elle  est  en  général 
susceptible.  Le  développement  ci-dessus  ne  convient  donc  point  pour 
passer  de  la  valeur^=:6  aux  valeurs  qui  lui  sont  consécutives;  mais  par 
la  substitution  de  a^h  au  lieu  de  or^  dans  l'expression  même  de  la 
fonction  proposée^  le  radical  devenant  vXj  il  se  conserve^  et^  par  son 
double  signe  ^  reproduit  les  deux  valeurs 

qui  naissent,  comme  on  le  voit,  de  l'irrationnalité  dont  l'accroissement 
h    est  alors  immédiatement  affecté. 

La  même  chose  arrive  sans  que  la  fonction  proposée  devienne  en* 
tièrement  rationnelle.  Lorsqu'elle  contient  plusieurs  radicaux,  c'est  asses 
qu'un  seul  s'évanouisse,  pour  que  le  nombre  de  ses  valeurs  diminue;  et 
il  ne  peut  plus  se  rétablir  qu'en  faisant  porter  à  l'accroissement  de  la 
variable  un  exposant  fractionnaire.  Voici  un  exemple  de  ce  cas  ; 


L.a  supposition  àejcssza,  qui  ne  fait  disparaître  qu'un  seul  des  radicaux, 
rend  néanmoins  les  eoefficiens  différentiels  infinis,  et  cela  parce  que/  est 
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en  général  susceptible  des  quatre  valeurs 


rx 


qui,  lorsque  le  radical    V^ — «  disparaît,  se  réduisent  à 

Toutes  ces  valeurs  reparaissent  dès  qu'on  écrit  a^h  au  lieu  de  «r, 
parce  qu  il  vient 

i  —  ^ï  +  V/o— c+^,     b  ^  l^  —  v^^^_o+A. 


Il  faut  remarquer  que  le  radical  V'o — c+Â  peut  encore  se  développer 

suivant  les  puissances  entières  de  h;  mais  il  y  a  toujours  le  terme  A*  où 
Taccroissement  de  x  est  affecté  ^'irrationnalité.  Il  faut  remarquer  encore 
que  quoique,  dan^les  fonctions  proposées,  je  n'aye  pas  mis  aux  radicaux 
1«  double  signe,  ils  se  comportent  comme  s'ils  portaient  ce  signe,  parce 
qu'il  faut  toujours  les  envisager  dans  le  calcul,  comme  exprimant  les 
racines  de  l'équation  qu'on  obtiendrait  en  les  fusant  disparaître,  et 
qui  serait  ici  du  quatrième  degré. 

Quoique  les  exemples  ci-dessus  soient  très-particuliers ,  ils  suffisent, 
ce  me  semble ,  pour  faire  concevoir  que  toutes  les  fois  que  la  fonction 
dont  on  développera  Taccroîssement,  perdra  momentanément  quelques* 
uns  de  ses  radicaux,  par  l'effet  d'une  valeur  particulière  de  x,  alors  l'ir- 
rationnalité  qui  a  disparu  tombera  nécessairement  sur  l'accroissement  A, 
et  le  développement  ordonné  suivant  les  puissances  entières  de  cette 
quantité,  ne  pourra  pas  représenter  le  passage  de  cet  état  particulier 
de  la  fonction,  à  l'état  consécutif;  mais  du  moment  que  x  a  changé, 
les  radicaux  reparaissant  indépendamment  de  A,  la  fonction  proposée 
reprend  sa  forme,  et  la  détermination  de  se^  valeurs  consécutives  peut 
se  faire  par  la  série  de  Taylor. 

Telle  est  la  circonstance  où  l'on  dît  communément  aujourd'hui  que 
le  théorème  de  Tajrlor  est  en  défaut.  Je  ne  sais  si  cette  manière  de  par- 
ler est  bien  exacte,  et  si  ce  que  l'on  regarde  alors  comme  un  paradoxe, 
n'est  pas,  comme  tous  les  paradoxes  analytiques^  plutôt  une  perfection 
de  l'Analyse  qu'un  défaut,  puisque  c'est  un  moyen  d'indiqfusr  les  excep* 
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tiens  qnî  ont  lieu  ilans  les  formules ,  et  de  montrer  en  même  temps 
comment  elles  se  lient  aux  autres  cas.  On  s'en  convaincra  dans  le  cas 
actuel,  en  examinant  de  <{uelle  manière  l'existence  des  exposans  frac- 
tionnaires de  h  dans  le  développement  dey,  rend  les  coefficiens  diffé- 
rentiels infinis. 


iS5.  Donnons  à  l'expression  de  y  la  forme  générale 

y  s=^  +  />A*+  Qh^ +  Th'  H-etc; 

la  fonction  y  ëtant  formée  du  binôme  x^h^  est  soumise  à  la  con- 
dition 

par  lac[uelle  les  coefficiens  différentiels  dey,  pris  en  ftîsant  varier  Xy  se 
déduisent  de  ceux  que  donne  la  variation  de  h;  et  Ton  passe  ensuite  aux 
coefficiens  différentiels  de^,  en  faisant  A=z:o.  €ela  posé,   un  terme 

cpielconque  T^A*  en  produit,  dans  Fexpression  de  <^,  un  de  cette 
forme 

tant  que  le  nombre  n  sera  au-dessous  de  €,  l'exposant  £— «n  étant  posi- 
tif, la  supposition  de  As=o  fera  évanouir  ce  terme^  et  si  le  nombre  < 
est  fractionnaire ,  Texposant  €«— -^  passera  du  positif  au  négatif,  sans 
s'évanouir.  Dans  ce  dernier  cas,  qui  a  lieu  dès  que  n  surpasse  €,  le  terme 
devient  infini  lorsqu'on  y  Êdt  A=o^  et  par  Conséquent  aussi  la  valeur 

de   T*^  ^  dont  il  fait  partie  (♦). 

II  est  visible  aussi  que  si  les  termes  a  exposans  fractionnaires  sont 
précédés  par  des  termes  où  l'exposant  est  entier,  il  y  aura  des  coeffi«* 


(^  La  considération  dés  limites  conduit  au  même  résultat;  car  si  »  pour  une  fonc- 
tion quelconque  ^^  on  a  y  ==y  +  Th^  +  etc. ,  il  Tiendra 

•2l^  =  r&— »  +  etc., 
quantité  dont  le  premier  terme  aura  pour  linûte  o  «  n  «^  i  »  et  détiendra  infini  si  s <[  i  • 
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ciens  différentiels  qui  auront  une  Taleur  finie.'  La  fonction 

m  étant  un  nombre  entier^  présente  la  réunion  de  ces  circonstances. 
Le  développement  de  la  valeur  correspondante  à  «-f-A  est,  par  le 
théorème  de  Taylor, 


et  on  a 

tant  que  n  sera  moindre  que  -^  les  puissances  de  j?*~a  ctant  posi- 
tives s'évanouiront  lorsqu'on  fera  â:s=:a^  et  on  aura  seulement 

n  arrivera  même  qu'un  certain  nombre  de  coefficîens  différentiels  se» 
Tont  nuls^  si /7i<^^   puisque   la    première   partie  de  l'expression  de 

-^y  s'anéantit  dès  que  n  surpasse  m  (  2J  )^  et  que  la  seconde  s'anéantit 
aussi  jusqu'à  ce  qu'on  ait  /i>S. 
Le  développement  immédiat  de  l'expression 

qui  résulte  de  celle  de  y  quand  on  y  fait  ^=:/i4-^>  offire  les  mêmes 
circonstances^  et  il  s'y  trouve  aussi  une  lacune  dans  les  exposans  de  h^ 

quand  /7i<-. 

i34*  n  faut  bien  observer  que  dans  ce  qui  précède^  c'est  la  quanp* 
tité  comprise  sous  les  radicaux  qui  s'anéantitj  car  les  radicaux  pour^ 
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raient  aussi  disparaître^  s'ils  étaient  multipliés  par  un  &cteur  que  la 
valeur  particulière  de  x  rendit  nul;  mais  par  rapport  aux  fonctions 
explicites^  ce  cas  ne  fait  point  exception  à  la  forme  du  développement 
de  la  série  de  Taylor,  parce  que  les  radicaux  qui  ont  disparu  dans 
la  valeur  de  la  fonction^  reparaissent  dans  sescoefficiens  différentiels. 

Si  Ton  avait ^  par  exemple^ 

7*  5=  *  +  (a:  — a)  Vx  — c, 
on  obtiendrait 

et  dans  la  supposition  de  x=:a,  qui  ne  donne  que  ^=6^  on  a 

valeur  implicitement  double^  puisqu'elle  renferme  un  radical.  La  même 
chose  aurait  lieu  pour  les  coefiîciens  différentiels  des  ordres  supé- 
rieurs,  et  par  conséquent  on  obtiendrait  deux  séries  pour  exprimer  j^,  ce 
qui  rétablirait  le  nombre  des  valeurs  dont  la  fonction  proposée  est*  sus^ 
ceptible  par  sa  forme. 

Soit  encore  __^^ 

il  viendra 

Ce  résultat j  qui  contient  encore  à  tous  ses  termes  le  fisicteur  x— ^x 
5'anéantit  quand  on  £dt  x^szaj^  mais  en  le  différentiant  on  trouve 

g2^  =  av^-c 


et  la  supposition  de  xzsane  réduisant  ce  dernier  coefEcient  qu*à 

en  fournît  deux  valeurs  qui   rétablissent  le  nombre  des  développe 
anens  de  y» 

Le  radiçil  n'a  reparu  ici  91'au  second  ordres  en  g^énéral  il  ne  i 
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paraîtra  qa'à  fordce  m,  lorsque  la  foncdon  proposée  sera  dt  U  finm6 


car  en  Êdsant  (jc— a)"«=  *,  V^?  — «5=»»  on  »>  par  le  »•  91, 

dV=  d",te=M'2  4-  -  dfd— a  +  î^fcl^ d*fd-^8 +  «dv, 

expression  dont  tous  les  termes  s'évanouissent  tant  <{ue  n  est  moindre 
que  /n,  puisque  les  quantités  ^,  di,  dV,. . .  .d"*""*^  contiennent  toutes 
le  facteur  x^—a  (22);  mais  quand  n=:m,  comme  alors^ 

il  vient 

Le  radical  se  conserve  ensuite  dans  tons  les  ordres  tup^ieurs^  par  le 
terme  affecté  de  d'^d'^^js^  et  les  soivans  seront  tous  buIs^  pidsque 
d"^'f,  d*-^,  etc.  erso* 

il  est  à  propos  de  remarquer  que  si  ^  dans  les  expressions  qui  nous  oc* 
cupent,  on  faisait  passer  sous  le  radical  le  facteur  x-^a,  les  coefficiens 
différentiels  se  présenteraient  d'abord  sous  la  forme  de  |« 

La  fonction  j'z=:b^(x — a)  \/a:  — c,  par  exemple^  donnerait 

d^  fl(j?— c)  (x^à)  +  (x—ay 

et  la  sappositioii  de  ars=ra,  anéantirait  «n  même  temps  le  mmiératenr  et 

le  dénominateur  ^^  ^>  ^   cause  du  facteur  x^—a^  commun  à  Fun  et  à 

l'autre;  mais  si  on  réduisait  la  fraction  à  sa  plus  simple  expression^ 
on  aurait 

•      dx  Sk\^'x^  ^ 

expression  qui  revient  à  celle  qu'on  a  trouvée  plus  haut^  et  se  réduit 
à    V«*-^>  loi^que  x;ssm. 

iS5.  Passons  maintenant  aux  fonctîoiis  implicites;  eUes  olErent  les 
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dhreraes  circonstances  que  nous  venons  d'exposer.  Chaqne  coefficient 
différentiel  n'étant  qu'au  premier  degré  dans  l'équation  de  son  ordre, 
par  laquelle  il  est  déterminé,  n'acquiert  plusieurs  valeurs  que  par  la 
substitution  de  celles  de  la  fonction  primitive,  et  des  coefficiens  diffé- 
rentiels des  ordres  inférieurs  (  47  ).  Si  donc  parmi  ces  dernières  il  s'en 
trouve  qui  soient  égales,  il  y  aura  nécessairement  réduction  dans  le 
nombre  des  séries  qui  expriment  le  second  état  de  la  fonction  proposée. 
Soit  l'équation  £^=0,  entre  xetjT}  on -aura  généralement 

au  i 

dtt  ,       .  du  ji  j,   ,        dy  dx  | 

di^+^4r  =  o,      dou     ^  =  -j7,;  1 

dy  I 

! 

mais  quand  une  valeur  particulière  a::=ia^  rend  égales  plusieurs  des  va- 

leurs  de^,  1^  fonction  1^,  qui  ne  contient  plus  alors  que  les  quantités  ! 

jr  et  a,  prenti  la  forme  U^j — *)",  et  donne 

Cette  valeur  devenant  QuUe  lorsque  jr^ssb  et  que  m>  i  ,   celle  de  | 

^  deviendra  infinie,  si  ^  ne  s'évanouît   pas ,    et  prendra  la  forme  ^  ] 

s'il  s'évanouit,  ce   qui  arrive   quand   il   a    pour  facteur   a;— -a   ou 

/-*.  ^ 

La  fonction  f=zb  +  \x—a,  qui  nous  a  déjà  servi  d'exemple,  con- 
duit à  l'équation 

de  laquelle  on  tire 

2(jr^b)djr^àx=:0,      d'oïl      ^===^^-i-j^. 

La  supposition  de  ^=:^,  dans  l'équation  primitive,  donnant  7=^, 
il  en  résulte  ^  =s  -,  de  même  que  dans  le  n*  i3a. 
L'équation 

offre  un  exemple  du  cas  où  les  quantités  -^  et  ^    s'évanouissent    eu 
même  temps;  car  elle  donne 
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expression  que  la  substitution  de  x^=ia  et  de  j'^si  rend  %.   Sa  Traie 

valeur  est  infinie^  puisque  ^=ô+(a:— a)^    donne  ^^l  :=:  .(x—- a)~^; 

mais  pour  le  voir  d'après  1  équation  proposée^  il  âtut  remonter  à  la  gé- 
nération des  équations  différentielles  à  deux  variables. 

i56.  On  a  Yu^  n""  4i>  ^^  ^^^  équations  naissent  de  la  substitution 

de  0:+  h  et  de  j^  T""^  g^ — '+'  ^^^•>  ^^  ^^^  ^^  ^  ^*  ^  J"»  ^^^ 
une  équation  primitive  u:=sOy  et  qu'on  les  forme  en  égalant  successH 
vement  à  zéro  le  coefficient  de  chaque  puissance  de  h,  dans  le  déve- 
loppement du  résultat.  Si  quelque  valeur  particulière  de  x  ùit  évanouir 

les  fonctions  -^,  t^,  les  termes  affectés  de  la  première  puissance  de  h 

disparaissant  d'eux-mêmes,  la  première  équation,  g^ -f-'p/^sso,   ne 

peut  rien  apprendre  sur  la  valeur  de;?;  il  faut  donc  avoir  recours  à  la 
seconde  Ç=o,  qui  dépend  delà  différentielle  seconde,  ainsi  qu'on  peut 
le  conclure  du  n*  4^>  «^  d'ailleurs  on  le  voit  sur-le-champ,  lorsqu'en 
vertu  de  la  liaison  des  variables  x  et/,  on  regarde  u  comme  une  fonc« 
tion  implicite  de  x,  puisque  sous  ce  point-de^vue  le  résultat  de  la  substi^ 
tution  de  x+A,  dans  z^;sa,  revient  à  la  forme 

tt  +  ;îidM- +  j^  d»«  —  H-:î^  d'a-^  H- etc.  s=o; 
•    dx       1    '    dx»     ^  i.a    •    dar         i.a.o    '  ' 

OÙ  ^dii,  ^d*£i,  ^d^tt,  etc.  désignent  les  différentielles  de  i^  prises 

en  faisant  varier  les  fonctions  implicites  de  x. 
La  différentielle  à*u,   qui  est  en  général 

se  réduit  à 

lorsque  ^=0,  et  conduit  &  une  équation  de  la  forme 

toilà  donc  ^  donné  par  une  équation  du  second  degré; 
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Si  les  coefficiens  T^^.JZJ'y  gri>  s'évanouissent  aussi,  on  fera  usage 

de  la  différentielle  troisième,  qui,  se  réduisant,  dans  cette  hypothèse,  à 

donnnera  pour  déterminer  ^,  une  équation  de  la  forme 

Si  tous  les  termes  de  cette  dernière  s'évanouissent  encore  d'eux-mêmes , 
il  Êiudra  recourir  à  la  différentielle  quatrième,  et  ainsi  de  suite;  et  lé  de- 
gré auquel  montera  ^,  dans  ces  diverses  équations,  rétablira  toujours 

le  nombre  de  valeurs  que  doit  avoir  le  second  élat  de  la  fonction. 

Les  hypothèses  précédentes  Ëdsant  disparaître  d^,  dy  ,  etc,  des  di^ 
férentielles  successives  de  x/,  on  voit  que  pour  former  les  équations 
relatives  à  ces  hypothèses,  il  sufEt  de  différentier  lequatioii  proposée 
uzzzOy  en  y  regardant  dxet  d;"*  comme  constans,  et  en  poussant  le 
calcul  ju^u^à  ce  que  Ton  parvienne  à  un  résultat  que  la  substitution  des 
Taleurs  particulières  de  a:  et  de  ^  ne  fisse  pas  entièrement  évanow. 

En  traitani  ainsi  l'équation  (jr — ^/— -(or— a)*=;o,on  trouvera 

5(  j  —  byàf  —  2(x  —  a)àx:ss  o, 
a*  5(7"  —  b)àjr*  — »  adx*  ss  G  ; 

et  la  différentielle  seconde  doimera  les  valeurs 

j^.  —  -fc=         I 

qui  deviennent  infinies  cpznà  jr  ss  b. 

li'équation  (j  — *)'  —  (x»— a)*(dp— c)=ao  étant  aussi  différentiée 
deux  fois  de  suite  ^  conduit  à 

3i(/— A)dy  —  2(ar  —  £i) (jc  —  c)dr  —  (a^  — a)*dr  =a  o, 
^dy*—  a(x  — e)dr*  —  ^Çx'^a)da:^  =  o; 

et  en  Élisant  x=:a,  on  tire  de  la  différentielle  seconde, 

de  même  que  dans  le  n*  i34« 

I.  45 


Digitized  by 


Google 


5S8  CHAP.  HT.  DES  VALEURS  PARTICULIÈRES 

Avec  un  peu  d'attention ,  on  remarquera  que  le  succès  du  procédé 
dont  on  a  fait  usage  ^  tient  à  ce  que  la  diffërentiation  abaisse  la  puis-^ 

sance  des  facteurs  égaux  qui  peuvent  se  trouver  dans  les  fonctions  g^, 
^,  lorsque  son  exposant  est  entier;  il  faut  donc  que  réquaticui  u=o 

soit  rationnelle  y  et  que  par  conséquent  on  ait  d'abord  fait  disparaître  les 
radicaux  y  si  elle  en  contenait. 

Les  variables  étaient  séparées  dans  les  exemple  ci*dessus;  en  voici 
QVL  elles  sont  mêlées  :  premièrement  Téquation 

de  laquelle  on  tire 

(4^  —  aajrx)àx  —  (ax^  -^Sbjr^)^  =  o.  # 

Si  Ton  fait  ar:=so^  on  a  en  même  temps  ^"  =  0^  valeurs  qui  font  éva* 
nouir  tous  les  termes  de  Téquation  diffierentieHe,  et  il  faut  pousser  jus- 
qu'au troisième  ordre  pour  parvenir  à  un  résultat  qui  ne  s'anéantisse 
pas;  car  il  vient  successivement 

La  dernière  de  ces  équations  étant  mise  sous  la  forme 

se  réduit  à 

lorsque  Jcsso,  et  donne  les*  trois  valeurs  réelles 

11  arrive  quelquefois  que  plusieurs  des  valeurs  de  £-    sont    imagi-^ 
naires.  Ce  cas  est  celui  de  l'équation 

ax^  +xy  —  ay  =  a  , 

dont  les  différentielles  première  et  seconde  s'évanouissent  par  la  sv^ 
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pasitian  de  Xsç=o;  la  différetidelle  troisième  se  réduisant  à 

6aâjc^ — 6adjr^z=:0,      d'où       ^  —  1=0, 

donne  seulement  ^  =  i  >  et  les  deux  autres  valeurs  sont  imaginaires* 


i5j.  On  doit  être  convaincu^  par  les  propositions  et  les  exemples 
prëcédens^  qae  les  exceptions  dont  la  série  de  Taylor  est  susceptiblei 
he  sauraient  se  rapporter  qu'a  dfes  cas  particuliers^  et  sont  une  suite 
nécessaire  de  la  Conservation  des  formes  des  fonctions ,  ainsi  qu'on  l'a 
avancé  dans  le  n*  i5i.  M.  Lagrange^  qui  aie  premier  complété  l'ex-r 
plication  de  ces  exceptions ^  remarquées  sous  d'autres  rapports,  dès 
l'origine  du  Calcul  différentiel,  a  employé  les  mêmes  principes  à  prou- 
ver quelle  développement  du  second  état  d'une  fonction  ne  pouvait  en 
général  contenir  aucune  puissance  fractionnaire  de  i'acclrûissemekit  de 
la  variable. 

'  En  efiTet  ce  développement  ne  doit  pas  fournir  plus  de  valeurs  que 
â'en  comporte  la  natute  de  cette  fonction^  ou  le  degré  de  Téquation  qui 
la  détermine;  or  tant  que  les  coefBciens  -P,  Q,  etc.  de  la  série 

^  4.  />Â*  +  Qh^  +  etc. , 

recevront  des  valeurs  difiërentes  pour  chacune  des  valeurs  de^^  elle 
oârira  dans  toutes  ses  parties  un  nombre  de  résultats  égal  à  ^  celui  de 
ces  valeurs.  D'un  autre  côté ,  des  puissances  fractionnaires  telles  que 

A*,  h^y  etc.,  auraient  par  elles'^mêmes  un  nombre  de  valeurs  égal  au 
dénominateur  de  leur  exposant  (Élém.  d'Alg.);  et  conome  il  ne  parait 
pas  dans  la  nature  de  la  chose,  de  condition  implicite  pour  employer 
une  de  ces  valeui^  préférablement  à  toutes  les  autres,  il  s'ensuit  que 

le  même  terme,  Ph^  aurait  autant  de  valeurs  qu'on  en  f>eut  former  en 
combinant  de  toutes  les  manières  possibles  celles  du  coefficient  P  avec 

celles  de  A*  :*on  voit  donc  par  là.  que  le  nombre  des  séries  résultantes 
surpasserait  celui  des  valeurs  de  la  fonction  proposée,  et  il£aiut  obser* 
ver  que  les  racines  iiûâginairès  compteraient  dans  ce  no|pbre,  puisqu'elles 
5ont  comprises  dans  celui  que  comportent  les  équations  algébriques. 

Ce  raiscmnement  cesse  d'être  applicable,  quand  le  nombre  des  valenra 
des  coefficiens  P,  Q,  etc.  vient  à  diminuer  sans  pouvoir  se  rétablir  à  l'égard 
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des  temes  ultérieurs  de  la  aérie;  et  ce  sont  alors  les  puissances  frac*" 

tionnaires  de  raccroissement  qui  y  suppléent. 

i38.  M.  Lagrange  examine  aussi  s'il  n'est  pas  possible  queledéy»» 
loppement  du  second  état  de  la  fonction  contienne  des  puissances  né- 
gatives de  h^  pour  certaines  valeurs  particulières  de  a:  seulement ,  car 
on  a  déjà  vu  (17)  que  cela  ne  pouvait  avoir  lieu  en  général.  Ces  va- 
leurs particulières  sont  celles  qui  rendraient  infinie  la  fonction  proposée. 

Dans  ce  cas  où^=-y  on  aura-=:o^   et  en  nommant  a  la  racine   de 

cette  équation^  on  peut  la  concevoir  sous  la  forme  iT  ^^3  U ^t 
devenant  ni  nul^  ni  infini.  II  résulte  de  là 

y  —  (te— a)*  *      y        (x+A— a)»        ~  1^  T  ^ 

quand  Ton  &it  x-siza'i  et  il  est  évident  alors  que  j^^  peut  renfermer  des 
puissances  négatives  de  A.  C'est  ce  qui  arrive  à  la  fonction  ^=^^i:;^>' 

dans  le  cas  où  0:=:^^  et  à  la  fonction  y^=::AXy  dans  celui  où  jc=o;  de 
là  vient  aussi  qpi'on  ne  peut  développer  celle-ci  en  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  de  x.  La  marche  de  cette  dernière  fonction  oflGre 
encore  quelques  particularités  remarquables  que  je  ferai  bientôt  connaître; 

i3g.  Il  est  encore  à  remarquer  que  la  série  de  Taylor  devient  illu«^ 
soire  pou^  toute  valeur  qui  rend  imaginaire  l'un  quelconque  de  ses 
termes;  et  que  cela  peut  arriver  sans  que  la  (onction  soit  clle«-méme 
imaginaire^  comme  y  par  exemple  ^  à  la  suivante  : 

jr  7SS  b  -^  jr*(x— «y. 

Lorsqu^on  y  fait  a:=o^  elle  donne  jrz=zB  ;  mais  eaipassant  à  ses  coef&-^ 
ciens  différentiels  ^  on  forme  les  expressions 

g  =  ax(x^af  +  i  x^  (x^ap, 

^=  2ix^ay  ^oxix^ap^lx^Çx^àfK 
etc., 
dont  la  première  devient  o,  et  toutes  les  autres  sont  imaginaires. 
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n  est  aisé  de  former  sur  ce  modèle  des  fonctions  dans  lesquelles 

l'imaginaire  ne  paraisse  qu'à  tel  ordre  qu'on  voudra;  et  en  examinant 

leur  marche^  on  voit  que  la  valeur  j'sss  6  n'est  précédée  ni  suivie  im-^ 

médiatement  d'aucune  autre  ^  puisque  l'expression  j'ssi-l-Jic^Ca:— ^)* 
est  imaginaire  pour  toutes  les  valeurs  négatives  de  x^  et  continue  de 
l'être  pour  les  valeurs  positives^  tant  que  x  <Câ  9  il  est  donc  tout  simple 
que  l'expression  du  second  état  de^  devienne  alors  imaginaire.  On  verra 
encore  mieux  dans  l'application  aux  courbes^  ce  que  signifie  cette  cir^ 
constance  analytique. 

140.  Dans  les  cas  particuliers  ou  le  calcul  différentiel  se  refuse  à  l'ex^ 
pression  du  développement  de  f  (x+ft)^  il  &ut^  si  la  fonction  est  ex- 
plicite, développer  immédiatement  les  radicaux,  ainsi  qu'on  l'aîÊnt  dana 
le  n*  i3i.  La  fonction 


y  =  (a— a:)»  VS?— P, 
que  je  prends  encore  pour  exemple,  mène  à 

=  — (5a»)U^^{i  +  -^.(5aH-A)H-etc.}  '^ 

Je  n'ai  calculé  que  les  deux  premiers  termes,  parce  que  dans  Tusage 
que  je  ferai  de  ce  genre  de  développemens ,  par  la  suite,  ce  terme  suf- 
fira le  plus  souvent. 

S'il  s'agissait  .d'une  fonction  implicite ,  donnée  par  une  équation  entre 
xetjr,  a  désignant  la  valeur  particulière  que  Fon  suppose  à  or,  et 
b  la  valent  correspondante  de  ^,  on  substituerait  a-f-A  a  x,  b  +  k 
i^j  regardant  ensuite  h  eXk  comme  les  variables  de  réquation  résul- 
timte,  on  trouverait,  d'après  les  n^  62  et  64  de  l'Introduction,  l'ex- 
pression de  Ar  en  série  ascendante  ordonnée  suivant  les  puissances  de  Aw. 

Soit  pour  exemple  Téquation 

y  —  ax^*  +  ax^— a^  s=Oj^ 
on  en  tire 


Sx 


y-*ty  ' 
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et  quand  on  y  ûàl  xzsza,  die  deyient 

j^--aa>-*-f-«*=5  0,    d'où   ^sssfca,    g^ssc  — ^. 

Pour  obtenir  les  premiers  termes  du  développement  dej^,  dans  ce  cas 
particulier,  on  change  x  en  a  +  A,  j^  en  a+A,    puis,    suivant    la 

méthode  des  numéros  chés»  oa  écrit  JIi^  au  lieu  de  i:,  et  il  vient 

Comme  on  ne  doit  considérer  dans  cette  équation  que  les  termes  affec- 
tés de  la  )^us  petite  puissance  de  A,  il  suffira  d avoir  égard  à 

d'où  on  tirera  ois:-  et  a^A^zsiOi  on  aura  donc  pour  résultat 

y  z=iiidc:h^  V—ifl  etc.   s=  «  d=  V~-aÀ. 

On  voit  par  là  qu'en  prenant  A  de  même  ajgae  que  n,  ou  .r>a,  la 
valeur  de  j^  sera  imaginaire,  et  qu'elle  est  réelle  quand  h  et  a  sont 
de  signes  contraires  on  x<ia» 

L'équation  proposée  étant  résolue  par  rapport  à  ^ ,  à  la  manière  des 
équations  du  second  degré,  domiera 

^  ==  rfc  \^x^  sfc \/û^^a^y 

d'où  l'on  déduira,  par  les  développemens  immédiats  des  radicaux,  la 
valeur  de  j^  trouvée  ci«-des5us. 

Je  ferai  observer  qii^'on  peut  envisager  la  quantité  ±  A^  V—^commer 
l'expression  de  la  différentielle  de  7-,  dans  le  cas  où  xssa,  puisqu'elle 
forme  alors  le  premier  terme  du  développement  de  la  différence  entre 
les  valeurs  de^  et  y,  correspondantes  à  ar=tf  et  à  a:s=ca+A.  C'est 
sous  ce  point-de-vue,  qu'Euler  a  consacré  un  chapitre  entier  de  ses 
Institutions  du  Calcul  différentiel,  aux  différentielles  propres  à  certaines 
valeurs  des  fonctions. 

x4i-  Quand  on  a  reconnu  la  loi  des  exposans  des  puissances  suivant 
lesquelles  doit  procéder  la  série  qui  représente  le  développement  par- 
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tîculîer  du  second  état  de  la  fonction  propc^ée^  on  poomit  tmffioyer 
le  théorème  de  Maclaurin^  pour  en  obtenir  les  différens  termes ,  en 
transformant  d'une  manièi^  contenablecetle' fonction. 
Soitj  par  exen^lsj^ 


qui,  dans  le  cas  de  xzssa-^k^  devient 

y  =  A  ±  A^(a4-&)^  =  4  =fcaU*  abi  ^"V  sp  etc.; 

et  comme  la  série  ne  contient  que  des  puissances  dont  l'exposant  est 
multiple  de  i ,  on  fera  A'=a'ji  afin  de  pouvoir  dévetopper  suivant  les 
puissances  entières  de  z.  Par  cette  transformation,  il  viendra 

(y— *)*  =  «2*4.z^. 

En  formant  les  différentioUes  successives,  on  a 


(y—  b)d/z=s  azdz  +  2z^dz  , 
(y-.^)dy4.3aydy=ria2d8»,-  Vdîoà 

(y-  h)dy  4. 4dydy||h#- = wâ»* , 

etc. 
et,  comme  ci-dessus  > 


^~2 


dZ- 

—  0' 

df  _ 

=  =fcV^, 

g:: 

£î=0. 

^= 

etc. 


y  =  4  db  z  Va  =fc  —  7=  qp  e t c. 

Il  est  visible  que  ce  procédé  ne  doit  dtare  considère  que  sou^  Te 
rapport  de  la  théorie^  car  il  exige  des  calculs  presque  toujours  plus 
longs  que  les  autres  méthodes,  à  cause  des  termes  qui  peuvent  man- 
quer dans  la  sérié,  ce  dont  on  ne^s'apperçoit  qu'en  formant  les  équa« 
tions  différentielles  dont  ils  dépendent. 

i4^. Non-seulement  pour  les  fonctions  de  plusieurs  variables,  lesex- 
posans  des  accroissemens  peuvent  être  fractionnaires,  mais  il  arrive  en-^ 
core  qu'on  ne  saurait  développer  le  second  état  de  ces  fonctions  en 
monômes  où  les  puissances  des  accroissemens  soient  toutes  positives. 
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en  même  temp8«  La  fonction 

en  fournit  un  exemple^  lorsque  l'on  y  £iit  xs=zo  etjrzszo,  d'où  il 
résulte  2=&.  Le  second  état  est  alors  exprimé  par 

expression  qui  ne  saurait  être  développée  que  sous  des  formes  telles 
que 

Les  coefficiens  différentiels 

dz   .  — flx  àz  ^^^        — ^^        . 

prennent  alors  la  forme  -  ;  mais  ils  deviennent  réellement  infinis  quand 

on  suppose  ^:=Aa:,  afin  de  conserver  un  rapport  entre  les  variables  | 
au  moment  où  elles  vont  s'évanouir.  On  trouve  en  effet  alors 


valeurs  dont  la  supposition  de  xzsso  Eut  disparaître  seulement  le  dé- 
nominateur. 

De  u  mie  Ta-      '4^*  Nous  vcuons  de  voir  que  les  coefficiens  différentiels  ont  toujours 
icordeifonciions  une  valcur  déterminée^  soit  nulle,  soit  finie,  soit  infinie,  lors  même 

qui  devienuent^ 

iiAïuccruiQscai.  qu'ils  sc  présentent  sous  la  forme  2;  cette  propriété  ne  leur  est  point 

particidière;  elle  a  lieu  pour  toutes  les  fonctions  d'une  seule  variable , 
qui  ne  peuvent  jamais  être  iadéteAninées  ;  car  si  une  valeur  particu- 
lière x=ia  anéantit  en  même  temps  leur  numérateur  et  leur  dénomi- 
nateur^ on  peut  toujours  concevoir  qu'elles  soient  mises  sous  la  forint 

(>(x— a)«^ 
P  et  Q  étant  des  quantités  qui  ne  deviennent  ni  nulles^  ni  infinies  par 
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h  supposition  de  x:=:  a.  Une  fraction  de  cette  forme  devient  encore  -, 

sî  on  laisse  les  facteurs  communs  au  numérateur  et  au  dénominateur  : 
mais  les  lois  du  calcul  exigent^  avant  tout,  qu'on  la  réduise  à  sa  plus 
simple  expression,  et  alors  sa  vraie  valeur  doit  être  ou  nulle,  ou  finie  , 
ou  infinie  9  selon  qu'on  auram>;n,  m =71,  m<^n;  car  en  effaçant  les 
facteurs  communs  au   numérateur  et    au  dénominateur,   on  trouvera 

TT^ dans  le  premier  cas,  7-,  dans  le  second-  et  777 — — dans 

le  troisième. 

Lors  donc  qu'une  expression  quelconque  se  présente  sous  la  Ibrme 
-,  il  faut,'  pour  connaître  sa  vraie  signification,  la  dégager  des  fac- 
teurs qui  sont  communs  à  son  numérateur  et  à  son  dénominateur.  La 
fraction  ^~j:>>  P^^  exemple,  qui  devient  2  lorsque  xzsza,  étant  ré- 
duite à  ses  moindres  termes,  se  change  en  ^*+"-^+;t.  et  donne  —  • 
quand  on  y  fait  xz=za. 

144*  Le  Calcul  différentiel  fournit,  pour  parvenir  à  la  vraie  valeur 
d'une  fonction  qui  devient-,  des  moyens  plus  simples  et  plus  géné- 
raux que  la  recherche  du  diviseur  commun. 

D'abord  la  formule  du  n*  91  montre  que  toutes  les  différentielle» 
d'une  expression  de  la  forme  P(x — û)"  jusqu'à  celle  de  Tordre  m —  1 
inclusivement,  s'évanouissent  dans  la  supposition  de  x^za^  lorsque  m 
est  un  nombre  entier,  et  qu'alors  la  différentielle  de  l'ordre  m  se  réduit 
à    i.a...mPdr":  le  acteur,  (a:— a)"  disparaît  donc  dans  cette  hypo- 
thèse ,  après  m  différentiations.  Il  n'est  pas  nécessaire  qu'on  connaisse 
Texpôsant  m,  ni  même  que  le  facteur  (x — a)",  soit  en  évidence,  pour 
savoir  quand  l'expression   P(x — ^à)^  en  est  délivrée;  il  suffit  de  s'as- 
surer, après  chaque  différentiation,  si  le  résultat  obtenu  s'évanouit  ou 
non,  lorsqu'on  met  a  à  la  place  de  m;  dans  le  dernier  cas  l'opéra- 
tion est  finie,  et  ce  qu'on  a  trouvé  représente  la  quantité  i  «a.  •  .mPéxf". 

Soit  pour  exemple  la  fonction  x* — ax* — a*j:-H^%  V^  s'évanouît 
par  la  supposition  de  0:=^;  sa  différentielle  première  s'évanouit  aussi 
dans  cette  hypothèse ,  mais  non  pas  sa  différentielle  seconde ,  qui  est 
(6x^  —  !M)àx^  :  la  voilà  donc  délivrée  du  facteur  (jc  -7-  a)  j  et  puisqu'il  a 

!•  /  44 
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fallu  pour  cela  deux  différen  lia  tiens  ^  on  en  doit  conclure  qu-ellâ  est  de 

la  forme  P(x — a)*,  ce  qu'il  est  d'ailleurs  aisé  de  vérifier,  car  on  trouvera 

D'aptes  ce  qui  précède,  si,  en  différentiant  plusieurs  fois  de  suite  le 

numérateur  et  le  dénominateur  de  la  fraction  7^7 ^,  c'est  le   nu- 

mérateur  qui  donne  le  premier  un  résultat  qui  ne  s'évanouisse  pas,  ce 
sera  une  preuve  que  le  facteur  (a:— a)  s'y.  trouve  élevé  à  une  puissance 
moindre  que  dans  le  dénominateur ,  et  par  conséquent  la  fraction  propo- 
sée sora  infinie;  si  c!est  au  contraire  le  dénominateur,  la  fraction  pro- 
posée sera  nulle;  mais  dans  le  cas  ou  /n=n,  on  trouvera,  après  m 
différentiations, 

i.a...mÇdx"        Q^ 

ce  qui  est  la  vraie  valeur  :  on  peut  donc  énoncer  la  règle  suivante  :  Pour 

obtenir  la  vraie  valeur  étime  fonction  qui  devient  -  ,  lorsquon  donne  a  x 

une  valeur  particulière ,  il  faut  différentier  son  numérateur  et  son  déno^ 
minuteur,  jusquà  ce  qu'on  troui^e  pour  Vun  ou  pour  Vautre  un  résultat 
qui  ne  s'éi^anouisse  pas;  la  fonction  proposée  sera  infinie  dans  le  pre-* 
mier  cas /nulle  dans  le  second  ;  et  si  elle  a  une  valeur  finie  y  on  rencon'9 
trera  en  même  temps  deux  résultats  qui  ne  s* anéantiront  point.  Quelques 
exemples  éclairciront  suffisamment  ceci. 

145.  Soit,  I*.  la  fonction  ■  ^  ■  dont  on  demande  la  valeur  lors*» 
que  x^:siaî  en  diiférentiant  son  numérateur  et  son  dénominateur,  Oft 
tr'onvera^-^^2^,  d'où  il  résuite—,  lorsqu'on  change  a:enâ,  de  même 
que  dans  le  n^  i43* 

!»••  La  formule  — -^-  qui  exprime  la  somme  des  n  premiers  termes 

de  la  progression  par  quotiens  fou  géométrique)  f;  i  :  x  :  or*  :  or'  :  etc. 

devient  -  quand  ;tsss:x  ;  cependant    cette  somme,  dans  la  progression 

H  I  :  I  !  I  :  I,  etc.  à  laquelle  on  est  conduit  alors,  a  une  valeur  déter- 
minée et  égale  à  ;z ,  que  la  règle  précédente  va  nous  donner  aussi.  Eofc 
eflet,  après  avoir  difierentié  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  l'exprès^ 

«on  -_^  ,  on  trouve  ■  ^■"  ,  et  eu  écrivant  i  au  lieu  de  Xy  il  vient  n. 
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5\  La  rraîc  valctir  de  ^^Za&cjc4-Ac*^  ^°*  ^®  ^*  ^^  xz:sic^  ne 
peut  s'obtenir  qu'aprèa  deux  difTérentîatîons  ;  car  la  première  donne 
V  _^">  résultat  qui  devient  encore  -;  mais  en  dilTérentiant  on  trouve  |. 

4*.  Cherchons  encore  la  valeur  de  la  fraction    ~  S2!^%'^7^on* 

que  x:=za;  nous  trouverons^  après  avoir  diffërentié  une  fois  le  numé- 
rateur et  le  dénominateur^  que  le  premier  seul  devient  encore  nul  quand 
on  met  a  au  lieu  de  or;  ce  qui  nous  apprend  que  la  vraie  valeur  de 
la  fonction  proposée  est  nulle.  Le  contraire  aurait  eu  lisu  pour  la  fonc* 
or— X* 

S"".  Quoiqu'on  ne  voie  pas  tout  de  suite  comment  il  est  possible  de 

donner  la  forme  7^7 ^  à  la  fonction  transcendante ,   qui  de- 

vient  -^  lorsque  ar=;o^  on  peut  néanmoins  y  appliquer  la  règle;   et 

après  avoir  diâërentié  son  numérateur  et  son  dénominateur,  on  trouve 
a*ltf— ^li:  en  mettant  o  pour  x,  ou  a  la— 1^  pour  la  vraie  valeur 
cherchée. 

Ce  résultat  s'obtient  tout  de  suite  en  substituant  aux  fonctions  if 
et  b*  leurs  développemens  (Introduction,  22)  j  car  il  vient 

2!z±  ~  <  1^  _ U)  +  {(la)-  ^  (!*)•)  ;^  H-  «te. , 

et  la  supposition  de  x:=so  induit  le  second  membre  de  cette  équation 
à  son  premier  terme.  En  faisant  l'opération ,  on  remarquera  quf'il  j  a 
mx  facteur  x  qui  disparaît  par  la  division.    ^ 

6^.   La  fonction  \^^^     ^^^^  se  réduit  à  -  lorsque  Tare  a:=-, 

<  étant  la  demi-circoûférence  ;  mais  en  lui  appliquant  la  règle^  on  trouve 
<TU^  sa  vraie  valeu%est  alors  — -  :(• 

7*.  Le  lecteiir  pourra  s'exercer  sur  les  fonctions  —      «  a-^a^  ^^ 

•— — T7r">  I^  première  devient  -  lorsque  x::^a,  et  la  seconde  lorsque 
4PSZSI  j  leurs  vraies  valeurs  sont  respectivement  —  i  et  —a. 

146.  Il  est  aisé  de  voir  que  la  règle  du  n^  i44  ^^  serait  pas  appli- 
cable au  cas  où  les  facteurs  qui  s'évanouissent  ^  seraient  élevés  à  des 
puissances  fractionnaires;  car  les  différentielles  de  la  fonction  P(x-^a)'* 
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sont  ou  nulles  ou  infinies  lorsque  m  n'est  pas  un  nombre  entier  (i3i). 

Si  on  avàit^  par  exemple  ■     "*"  f,  quoique  la  Traie  valeur  de  cette 

S. 

fraction^  lorsque  ar=£â^  soit  (20)* y  on  n'y  parviendrait  jamais  par  Ift 
diffërentiation  :  on  trouverait  successivement 

— _ ^  _t  >      ®'*'» } 

le  premier  de  ces  résultats  devient  encore  -^   qyandon  fidt  Ji;=a^  et 

la  même  supposition  rend  infinis  les  numérateurs  et  les  dénomina- 
teurs de  chacun  des  suivans.  Si  on  fait  disparaître  les  exposans  néga- 
tif, enpassant  au  dénominateur  ceux  qui  se  trouvent  dans  le  numérateur, 
et  vice  versa,  les  expressions  nouvelles  qui  naîtront  de  ce  changement 

te  réduiront  toutes  à  ~. 

o 

147*  Yoici^un  procédé  général  exempt  de  toute  difficulté,  qui  coni« 
prend  ]a  règle  du  n*  i44>  et  que  je  n'ai  présenté  le  dernier  que  parce 
qu'il  ma  semblé  que  les  considérations  du  n*  cité  pouvaient  jeter  un 
grand  jour  sur  l'objet  qui  nous  occupe. 

X 

Soit  ^  une  fraction  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  s'éva^^ 

nouissent  tous  deux  quand  j::=a  ;  en  substituant  a^h  wx  lieu  de  x, 
les  fonctions  X  et  X'  se  développeront  suivant  des  séries  ascendantes 

de  la  forme  ^A*  +  i5/i^  S-  etc. ,  ^'A*  -^B'h^  ^  etc. ,  puisqu'elles 
doivent  devenir  nulles  dan^  Fhypothèse  de  hz=o,  qui.  répond  à  celle 

de  ar=:a:  on  aura  donc  —  ,— t^^^'       au  lieu  de  la  fonction  pro- 

jfh*  +  B^h^  +  etc.  '  ^ 

posée.  Si  dans  ce  résultat  on  suppose  en  effet  /i=:^,  on  doit  retomber 
sur  la  valeur  que  reçoit  la  fonction  -^p,  lorsqu'on  change  x  ea  a;    et 


X' 

o 


quoiqu'il  semble  d'abord  se  réduire  a  - ,   on   va  voir  cependant  qu'il 

a  toujours  une  valeur  déterminée.  En  distinguant  les  trois  cas  a  >  t% 
*  =  *'  et  et<<sL\  nous  pourrons,  dans  les  deux  premiers,  écrire  ainsi 
qu'il  suit  l'expression  précédente  : 

jJh^-^'  +  Bh^-^^  +etc. 
^+JBh^^'^  etc. 
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Sous  cette  forme  il  est  aisé  d'appercevoir  que  tant  que  a  surpassera  a% 
la  suppositioTi  de  A=o  rendra  la  fraction  nulle  ^  et  quelle  se  réduira  à 

-y  lorsqu'on  aura   a^=iat.    Au   contraire,    si  a    est   <a',    on    écrira 

7^ ^  ^^^' — ,  form^  qui   donne  Knfîni,  par  la  supposition 

>rA—  +  ffh^'-^J^  etc.  *  ^  ^  ^^ 

de  A=o. 

Dans  tous  ces  cas ,  la  vraie  valeur  qu'on  cherche  ne  dépend  que 

du  premier  terme  de  chaque  série  ;  ainsi  la  règle  suivante  s'étend  à 

toutes  les  fonctions  qui  peuvent  se   présenter  sous  la  forme  indéter- 

xninée  -  :  cherchez  le   premier  terme  de  chacune  des  séries  ascendantes 

qui  expriment  le  dés^eloppement  du  numérateur  et  du  dénominateur j  lorS'* 
^que  xsa'H-'h;  réduisez  à  sa  plus  simple  expression  la  nouvelle  fraction 
formée  de  ces  premiers  termes^  et  faites  ensuite  hso;  les  résultats  que 

vous  obtiendrez  y  seront  les  différentes  valeurs  que  prend  la  fraction  propo^ 

sée  lorsqu*on  J  fait  x  =  a. 

Quand  le  second  état  des  fonctions  X  et  JCy  correspondant  à  la  valeur 

x^a-^hy  peut  se  développer  par  le  théorème  de  Taylor,  on  obtient 

par  ce  théorème 

•^  +  -n ("  jz; h  -ÂTk         d  +  «te. 


^,  .    dXA   ,  d'X^  A>    .  d»y    A^       ,     /  ^ 

-et8ila  valeur  x=sa  faisait  disparaître  X  et  ses  coefficîens  différei»» 
tiels  jusqu^k  Tordre  m,  X  et  ses  coefEciens  différentiels  jusqu'à  l'ordre  n, 
la  fraction  proposée  se  réduirait  à 


«^x**     I .  a ...  m 
i'X'         A-       ' 

dx"    i.a  ..  .1» 

quantité  qui 

sera 

nulle  si 

m^n,  infinie  $i 
,      d"X 

dr» 

w<n, 

et 

égale 

à 

quand  m=zn:   ceci  rentre  évidemment  dans  ta  règle  du  n*  i44- 
148*  Le  développement  immédiat^  d'après  la  règle  da.  n*  précédent,^ 
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paraîtra  q[aelqne£oÎ5  plus  commode  que  le  procédé  de  la  diffi^centiation  , 
dans  le  cas  oii  il  peut  s'employer.  Ce  n'est,  par  exenfple,  qu'après 
avoir  différeutié  quatre  fois  de  #ute  le  numésateur  et  le  dénominateur 
de  la  fraction 

a^  —  aojc  — a*  +  aa  V^aoj?— x* 

qu'on  parvient  à  en  trourer  la  vraie  vaienr^  dans  le  ots  ou  xtssa. 
£n  écrivant  a^h  au  lieu  de  x,  conmie  le  prescrit  la  règle,  il  vient 

—  ao*  +  A*  +  aa  V'a»— A»  ' 

réduisant  en  s^rie  les  deux  quantités  radicales,  on  aura 

V/^*-f  aaA=a+A  — -  +  jj;  — g^  +  etc., 

,  V^  —  A     =^ 5-3  —  etc. 

;  aa        8<r 

La  substitution  de  ces  deux  suites  dans  la  fi:actîon  précédente,  donnera 
— 5a  pour  la  vraie  valeur  cherchée. 

Dans  les  cas  où  la  valeur  particulière  de  x  &it  disparaître  quelques 
radicaux,  et  qui.par  là  échappent  à  la  règle  du  n*  i44>  ^  &ut  néces* 
sairement  avoir  recoure  à  celle  dont  nous  venons  de  faire  usage.  La 

•Iraction  ^ f-,  dont  on  ne  peut  obtenir  h  valeur  par  la  dîfféréritift* 

tion,  loitsque  a:=a  (146},  devient 

A* 
en  changeant  x  en  â-|<-A,  et  faisant  A=:o,  on  obtient  la  vraie  va- 

leur  (a^)*. 

11  faut  remarquer  que  ce  dernier  exemple,  et  tous  ceux  du  même  genre, 

peuvent  être  traités  par  le  procédé  du  n*  i56,  en  les  égalant  à  ^,  et 

faisant  ensuite  disparaître  les  radicaux  et  les  fractions.  En  effet,  si 
Ton  posait 
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on  en  dëdnirail;  l'ëquation 

(x  —  ayàj^  ~  (x*  — •fl')Ma:»  =  o  ; 

et  après  trois  di£férentîations^  on  aurait^  en  faisait  x^ssa^ 

ôdx^djr^  — 48a'da:5  =  o  , 

ce  qui  donnerait  encore^  comme  ci-dessus^  ^^^(^^)** 

Je  n'ai  considéré  dans  cet  article  que  des  iPonctions  explicites  de  j:  ; 
mais  il  est  visible  que  s'il  s'agissait  d'une  fonction  de  x  et  de  j'y  dans 
laquelle  j^  fàt  une  fonction  implicite  de  or  ^  on  pourrait  employer  la 
règle  du  n*  i47>  en  substituant  kf  les  diverses  séries  ascendantes  que 
fournit  Téquation  qui  déteri^ine  son  second  état  lorsque'  x  se  change 
en  a:-+-A;  et  pour  les  obtenir^  on  ferait  usage  de  la  méthode  du  n""  64 
de  l'Introduction. 

i49-  Une  fonction  peut  encore,  se  présenter  sous  plusieurs  formes 

indéterminées^  différentes  en  apparence  de  -^  mais  qui^  dans  le  fond, 

reviennent  au  même^  et  qu'il  est  bon  de  connaître. 

'   i"".  Le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la  firaction  jsy  peuvent  de-* 

venir  infinis  en  même  temps  ;  nous  en  avons  donné  un  exemple  dans 

le  n*  146»  snr  1  expression  -^ ^—^ — ^, ^—  >  et   nous   avons 

indiqué  comment  on  pouvait  en  tirer  un  résultat  qni  devint  -  quand 

1 

JC  •       •    •     3^ 

jtsssa.  En  général  la  fraction  ^  étant  écrite  ainsi:  — -*,  se  réduira  à 

le 

^  lorsque  X  et  X^  seront  infinis;  la  substitution  de  a+  A  au  lieu  de  x 

conduira  aussi  à  sa  vraie  valeur^  sans  qu'il  soit  besoin  de  la  changer 
de  forme.  L'exemple  rapporté  ci--dessus  devient^  par  cette  substitution^ 


-»-  3 

et  en  faisant  h^sua^  il  en  résulte  4^*(2«)  *  =  (3^)*' 
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2*.  Il  peut  arriver  qu'on  rencontre  un  produit  composé  de  deux  fiic- 
teurs^  Fun  infini  et  lautre  nid.  Soit  jPQ  ce  produit;  si  la  supposition 

de  0::=:^  donne  P=o,  Çz=-,  on  fera  Çss-^,  et  R  sera  une  quan- 
tité  nulle  dans  la  même  hypothèse  :  il  viendra  donc  PQ  =  r^  =  -• 

Prenons  pour  exemple  l'expression  (i  -— o^)  tang  — ,  ^  désignant  la 
demi-circonféréncé.  Lorsqu'on  fait  j:=:i^  d'uncôté^  la  quantité  i~-x 
s'évanouit ,  et  de  l'autre,  l'angle  —  devenant  -,  a  une  tangente  infinie. 
Pour  parvenir  donc  à  connaître  la  vraie  valeur  de  ce  produit ,  il  hnt 
faire  tang  — =  -^;  et  en    se  rappelant  que    tang  ^=—-7,  on  aura 

JR  =  cot  —  ;  la  fonction  proposée  deviendra  par  conséquent        ■  ,  frac- 

cot 

a 

tion  qui  se  réduit  à  -  lorsque  a::=:i  •  On  trouvera,par  la  règle  du  n*  i44>  <pG 
savraievaleur  est-,  en  observant  que  d.  cot—  sss— «-7^ — ~-    (  i5  )» 

et  que  sin-=sB  1. 

S"".  Supposons  enfin  qu'on  demande  la  valeur  de  la  différence 
P— »Q,  lorsque  les  fonctions  de  or,  représentées  par  les  lettres  P  et 
Qy  sont  infinies.  Si  ces  fonctions  sont  algébriques,  rationnelles  et  ^• 
tières,  elles  ne  peuvent  devenir  infinies  que  dans  le  cas  où  x  le  devient 
aussi',  et  l'expression  P —  Q  ne  peut  avoir  une  valeur  finie,  à  moins  qu'on 
n'ait  P=:Q^b^  b  étant  une  quantité  constante.  Quand  P  et  Q  sont 
des  fractions  dont  les  dénominateurs  s'évanouissent,  il  est  Êicile  de 

changer  la  fonction  proposée  dans  une  autre  qui  devienne  -  ;  il   suffit 
pour  cela  de  réduire  P  et  Q  au  même  dénominateur. 

Soit,  par  exemple ,  -P=  -—7-  et  Q=--^  ;  il  en  résultera  l'exprès- 
sion  ^_^--  _  ,  dont  chaque  terme  devient  infini  lorsque  a:==i  ; 
mais  en  réduisant  au  même  dénominateur,  on  trouvera  7"^  n  /^"-r-iTf 
fraction  qui  devient  -,  en  y  faisant  x  ==  i ,  et  dont  la  vraie  valeur  dans 
ce  cas  est  •—  -. 
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Considërons    encore    les    fonctions   transcendantes  — ^  —  r-.  et 

âx» "" àxlânëâx'  ^  prmoihTe,  qnand.xsssif  devient  la  différence  de 
deux  quantités  infinies;  mais  en  substituant  i-f*^  an  lieu  de  x,  elle 
prend  la  forme  i±^—jrjq-jrî  or,  l(i-i-A)r3=A— ^^-^—etc.  :  donc 

h  Ki  +  A)  ÎTÔ+Ï)  A._^  .  etc    * 

ê  » 

Divisant  les  deux  termes  de  la  demièrei  fraction  par  A*^  et  £dsan^  en* 

suite  A  =  o,  elle  donné  -  pour  la  vraie  valeur  de —  r-*  dans  le 

cas  où  :r=i. 

La  fonction  — r— — :; devient  -  — -,  lorsqu'on  y  £ût  o^sso  : 

mais  si  on  met  A  à  la  place  de  or,  et  qu'on  substitue,  au  lieu  de  tang  ttA, 
le  développement  —  +  ■  *  +etc. ,  qui  résulte  de  la  formule  du  n*  90,' 
on  aura 

1  i.a.a 

On  réduira  ces  deux  firactions  au  même  dénominateur;  on  divisera 
les  deux  termes  du  résultat  par  ¥,'  et  en  supposant  A=o,  on  ob- 
tiendra -T.  Je  ferai  remar<{uer  qu'en  réduisant  les  deux  termes  de  la 
fonction  proposée  au  même  dénominateur,  on  trouverait  ■^,^^~^-» 

«t  si  on  écrivait  o  au  lieu  de  x,  il  viendrait  -• 

'  o 

i5o.  La  fraction  -^^  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  de- 

viennent  infinis  lorsqu'on  suppose  x  infini ,  mérite  un  examen  particu* 
lier;  car  en  la  préparant  comme  il  a  été  dit  ^*  i49>  ^^  appliquant  la 
règle  du  n*  i44>  ^  vient 


• 


1  d  -  — 

X         X       X*       o^y 

r^         ix      x(ixy 


I. 


45 
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résukat  dôM  on  ne  pent  rien  conclure.  Cependant  il  est  aisé  -de  toîr 
que  dans  Fhypothèse  établie^  la  fraction  proposée  doit  se  réduire  à  zéro^ 
imisqne  les  nombres  <»«oi6SaQBt  beMocmp  plus  npidement  que  les  loga- 
rHlimes^  cette  fraction  diminue  «ans  cesse^  à  mesure  que  x  augmente; 

et  il  en  arrivera  autant  à  la  iiraclion  -^9  tant  que  n  sera  im  nombre 

positif. 

Le  moyen  qui  m'a  paru  le  plus  simple  et  le  plus  clair  pour  véri- 
fier cette  remarque^  est  de  recourir  à  la  série  qui  exprime  le  nombre 
par  son  logaritbme  (Int.,  28)^  et  qui  finit  toujours  par  devenir  con^ 
vei^ente^  à  cause  de  la£3rme  de  ses  diviseurs  {Int.  ^  :i2).%fk  ^9  P^ 
^ceRe^éiie^  en  y  cbangeant  a  enx%  lu  en  nls^  et  faisaaeii  ill'=:  1  ^ 


1*^ If^ 


1   '   \    '  i;a   '   ^  .      i.a.3   ^ 
1 

î^H (-1^ Kl^)  5+.etc- 

la:  •  1    •        i.a  •   ^     <  i.îi.3  ^ 

La  dernière  expression  ayant  son  numérateur  constant ,  tandis  que  scm 
dénominateur  augmente  avec  4a  valeur  de  x  et  devient  infini  en  même 

^  la? 

temps  que  cette  valeur^  il  s'ensuit  que  la  valeur  de  —  tend  sans  cesse 
4l  s'anéantir ,  k  mems  «cependant  que  le  noidbre  n  ne  seit  4'uiie  pe- 
titesse comparable  à  p. 

On  m'a  fait  remarquer  que  Ton  parvenait  à  une  conclusion  semblable^ 
«n  se  bornant  à  ^difl^Fèntier  Bëpuëineiït  le  «naéruteur  et  le  4éiiomina- 

teur  de  —,  ce  qui  donne 


^«3 


dx 

X 


nx""*dr  **"  nx*  * 


résultat  que  la  supposition  de  a:  infini  rend  nul^  à  moins  que  n  ne  soft 
très-petit,  l^our  justifier  ce  procédé  y  on  observe  ye  si  l'on  appUque 
à  la  firaction 


1 
X 
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la  r^Ie  da  n*  144,  il  vient 

X*  ixr 

et  ^  si  on  égale  cette  valeur  à  ^, ,  ou  obtient       . 

^  djr_  '      -^f^s     X     éx 
x-dx  — '>      dou     57  =  35^7; 

mais  on  voit  par  le  premier  exemple  du  n*  149,  que  ce  procédé  ne 
conduirait  pas  générafemontà  la  Traie  Taleur  des  fractions  proposées. 

Connaissant  la  limite  dont  est  susceptible  la  fonction  |;^  ^  on  en  dér 

duit  celle  de  plusieurs  autres  fonctions  du  même  genre  : 

1-.  La  fimction  g  étant  égale  à  fë) '>  devient  iuflw  loff^uacella^ 


ci  est  nulle,  c'est-à-dire  lorsque  x  est  infini. 
^•.  L.a  fonction   or^Ij?,  qui  deyîent   ox  Khfini  lorsque  xsso,  et 

se  tiansforme  en  ^^^>  lorsqu'on  fait  j:=:-,  est  réellement  nulle  dans 

ce  cas^  si  Teiposant  n  est  positif,  et  infinie  dans  le  cas  contraire. 
Il  est  à  propos  d'observer  que  la  fonction  a:"(la:)'  rentre   dans  'les 

précédentes;    car   en  extrayant  la  racine  du  degré  r,  elle  deriêul 

■  * 

sf  \xy  et  sa  valeur  sera  de  la  même  nature  que  celle  de  sa  racine.  Si 
les  logarithmes  n'étaient  pas  népériens,  p  n'y  aurait  qu'à  multiplier  par 
le  module,  ce  qui  ne  changerait  pas  la  nature  des  résultats 

i5i.  C^  sert  à  trcraver  ce  que  deviennent  les^  eoefficiens  torren- 
tiels d'une  fonction  contenant  des  logarithmes  ^  lorsqu'une  videur  par* 
ticulière  de  x  fait  anéantir  la  quantité  comprise  sous  la  caraciéris^ 
tique  1.   LiC  développement  da  second  ét^  de  la  fonction  contient  des 
termes  affectés  du  logarithme  d^  l'accroissement  de  la  variable  indé- 
pendante ;  ces  termes,  de  la  forme  /i"(lA)%  seront  nuls  ou  infinis  ^  selon 
que  n  ^ra  positive  ou  négative  ^  quelle  que  soit  d'ailleurs  x.  Les  dîf- 
férendations  relatives  à  h  diminuant  l'exposant  du  facteur  A",  il  suit  du 
n""   i58,   que  les  coefficiens  différentiels  relatif  à  x,  à  partir  d'un  ordre 
plus  ou  moins  élevé,  suivant  la  grandeur  de  n,  deviendront  infinis.  Soit 
pour  exemple  la  fonction 
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La  supposition  de  xssza+h  doimaat 


1/  =V«4-Â4-A*U, 

il  faut  par  conséquent  deux  difierentiatîons  pour  £ure  disparaître  h^;  cVst 
donc  à  partir  du  troisième  ordre  ^  quejes  coefficiens  différentiels  de- 
viendront infinis^  et  on  a  en  effet  les  expressions 

5^  ~        175    ^  2(0:— a)l(x-.ii)  +  x-^a, 
S?  =  -4^  H- al(a:-.«)  +  5, 

dont  la  dernière  devient  infinie  par  la  supposition  de  xsssa. 

La  fonction  (x— 'â)'[l(j: — a)]'  se  comporte^  dans  la  différentiation^ 
comme  un  radical^  puisque 4a  quantité  â:—-«  passe  au  dénominateur^ 
et  cela  parait  assez  simple  quand  on  se  rappelle  la  formule 

la=  mle( v/tf— î)  (Int.,  ^5), 

qui  exprime  d'autant  plus  exactement  la  valeur  de  la  que  m  est  plus 
grand;  car  eu  écrivant  ^— -a  à  la  place  de  a ^  il  vient  ^ 


l(a:— fl)  =  mie  (  V^—  ^—  ï)  > 

d'où  Ton  voit  que  le  logarithme  peut  être  considéré  comme  contenant 
dansso^  expression^  la  limite  des  racines  de  degrés  de  pl^  en  {dus 
élevés^  ou  celle  des  puissances  dont  .l'exposant .  est  de  plus  en  plus 
petite  Umite  que  M.  Lagrange  appelle  puissance  infinitiome.  Différen- 
tiant  en  effet  cette  expression ,  on  obtient 

dx — d^ =  Ie(x~fl} 

(a;— a)  ^  ^    ' 

X 

or  plus  m  est  grand,  plus  {x — «)•  approche  de  (jc— a)%oude  i,  etla 
lînûte  est  par  conséquent  —£- ,  comme  on  le  conclurait  du  n*  i3. 
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.'  i5a.  Pour  mieux  fixer  rattentîon  du  lecteur  sur  les  propositions  et 
les  règles  énoncées  dans  les  articles  précédens^  nous  allons  en  faire  la 
récapitulation. 

!•.  Toute  fonction  qui  se  présente^us  la  forme  -,  lorsqu'on  donne 

une  certaine  valeur  particulière  à  la  variable  dont  elle  dépendra  ton* 
jours  une  valeur  déterminée ,  soit  nulle,  soit  finie,  soit  infinie. 

Cependant  il  y  a  des  quantités  exprimées  par  -,  qui  sont  réellement 

indéterminées.  Si  on  avait,  par  exemple,  les  deux  équations 

«  +  *r  =  ^    /  on  en  tirerait ,  S  ^  "^Ib'^Ù 
d-r  J-  AV if\  comme  on  sait^  1  ^  ac'—cd 

ces  valeurs  deviendraient -,  en  y  faisant  i/=:am,  l^/gabm,  é^szcm^  et 

dans  ce  cas  la  question  serait  réellement  indéterminée,  puisque  la  se*^ 
conde  équation  se  changeant  en  max  +  ^J  ^s^cm^  ne  dit  rien 
de  plus  que  la  première.  Nous  avons  pareillement  rencontré  dans  le 
n"*  67  deux  résultats  indéterminés;  noais  dans  Tune  et  l'autre  circons- 

tance  les  fonctions  ne  deviennent  - ,  que  parce  que  plusieurs  quantités 

prennent  à-la*fois  des  valeurs  particulières.  (  Voyex  plus  bas  ^  n*  i53.  ) 

2''.  Dans  tous  les  cas  où  la  fonction  dont  on  cherche  la  vraie  valeur 
ne  renferme  point  de  radicaux,  ou  bien  lorsque  les  quantités  placées 
sous  ces  signes  ne  s'évanouissent  pas,  ensorte  qu'aucune  irrationnalité 
ne  disparait,  on  peut  se  servir  de  la  règle  du  n""  i44«  Dans  le  cas  con« 
traire,  il  faut  employer  celle  du  n*  147- 

En  terminant  cet  article,  je  préviendrai  ceux  de  mes  lecteurs  qui 
pourraient  voir  ce  sujet  pour  la  première  fois,  que  les  faits  analy- 
tiques exposés  dans  les  n^«  iSa,  î34,  peuvent  *se  peindre  par  les 
lignes  courbes,  et  qu'ils  se  rapportent  à  certaines  circonstances  de  leur 
forme.  Ces  rapprochemens ,  qui  jetteront  un  grand  jour  sur  tout  ce  qui 
a  été  dit  jusqu  a  présent,,  seront  développés  ^ec  soin  dans  le  cha* 
pitre  IV.  # 


i55.  Lies  circonstances  qui  rendent  -  les  fonctions  d'une  "^seule  va* 
riable,t  peuvent  se  présenter  dMs  lestbnctions  qui  depeiident  de  plu- 
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sieurs }  mais  en  outre  ces   dernières  fonctions  offrent  à   cet   égard 

de  nouvelkft   particularités  ^  trop  remarquables  pour  les  passer  sous 

silence. 

Une  fotiction  de  deux  variaU^^  par  exemple^  peut  devenir  *  de 

l^usieurs  manières  :  i"*.  lorsqu'une  des  variables  restant  indéterminée^ 
l'autre  prend  une  valeur  particulière  ;  a**  lorsqu'elles  reçoivent  chacune 
une  détermination  propre. 

Soit  2=-;— ^^-T-7-^ — T.:  en  faisant  x;=:tf.  on  aura  j5s=:^. quelque 

soît^;  mais  en  supprinoant  les  fiacteurs  communs  au  numérateur  et  au 

dénominateur,  la  fonction  se  réduit  k  z^:^^,.  qui  devilht  »=~-  Ce 

^+x — a'  *.  y 

cas  est  très^simple;  toutes  les  fois  qui'il  a  lieu,  Tapplicaticm  des  règles 

des  u^  144»   1 4? 9  conduit  à  un  résultat  déterminé  par  rapport  k  x^* 

et  qui  ne  dépend  ||^s  que  de  k  valeur  de  ^.  * 

n  n'en  serait  pas  de  wAtoi^  si  on  avait  »s=a^^^'^\  Cette  Ibuctiou  : 

/      o  ^  . 

fpd  devient  -  lorsque  x:=:za,elj=zby  est  réellement  indéterminée;  pour 

«'en  convaifcru  on  fera  j^-^i^  5:2 m(ar-^â)^  ce  ^  est  permis^  fuis<|ue 

j-  et  ^  sont  indéterminés;  il  résultera  de  cette  supposition  z  =c:~^  quan^ 

tité  susceptible  de  toutes  les  valeurs  possibles  >  à  raisou  de  celles  qu'où 
peut  donner  à  m:  on  aurait  pu  prévoir  ce  résultat^  puisque  la  fonction ;s 
ne  dépen4 uniquement  que  du  rapport  des  quantités  x-^a  et  jr^-^h. 
Si  on  se  contentait  de  faire  x^=:a  ou  y^='h^  elle  deviendrait  nulle  dans 
le  premier  cas  ^  et  infinie  dans  le  second. 

U  arrive  aussi  quelquefois  que  toutes  les  valeurs  que  la  fonction 
proposée  peut  avoir  dans  un  cas  particulier  ^  quoiqu'infinies  en 
nombre ,  sont  comprises  entre  certaines  limites  :  c'est  ce  qui  arrive  k 

2a  fonctiod  i  sac  /-^^"^rji  /^     »  lorsque  ar=«  «t^rsa*.  Eu   fusant 

r  — h  =:m(x — a)  y  on  aura  z  =    T*^-  =r  — —  ;  il  est  aisé  de  remar- 

*  — i-m      • 

m  • 

quer  que  la  suppositioli  de  m=  i  donnera  la  plus  grande  valeur  que 
puisse  avoir  z,  et  que  par  conséquent  cette  fonction  sera  toujours  com- 
prise entre  les  limites  ^  et  —  ^ ,  qu'on  obtient  lorsqu'on  met  -f- 1   et 

—  I  a  la  place Ve  m.  Ces  rés{}luts^  ùciles  k  saisir  en  eux'-mémes; 
serént  encore  vérifiés  dans  h  suite,  ffttf  des  applications  géométriques. 
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Prenons  Texemple  plus  générai  z=  i^wl^Z^w:  lorsque  jc=a 

et^-Œs*,  z  devient  2.  et  en  écrivant-  a+A  et  i+A  au  lieu  de  Jtrèt 

de  j^ ,  il  en  résulte  z  =:  tm^J^t^y  expression  de  laquelle  on  ne  peut  rien 

conclure  à  Tégard  de  z,  tant  que  les  quantités  h  e\  k  demeureront 

indépendantes'  Tune  de  Tautre.  Si  on  fait  k^:zJh^^  «  étant  un  nombre 
positif^  afin  que  A:  et  A  puissent  s'évanouir  en  même  temps,  on  trou- 

vera    g=  ■  ^  .,— />  et  suivant  les  diverses  hypothèses  qu'on  fera 

A*  -+-  d  ArTC 

B\a  ^y  on  obtient  pour  z,  d^iM  fe  ca^  de  A»:0|  des  valro»  soit 

nulles,  eoit  finies,  soit  infiaies» 

* 

Considérons  en  dernier  lieu  la  fonction 


^e  la  supposition  de  x=^j=:^a  rend  -:  substituons  ii-f-&  et  a+k 
aru  lieu  de  jt  «t  de  7*  respectivement ,  nous  aurons 


~ (JOSïft 


en  développant  les  puissances  indiquées^  fidsant  les  réductions  et  effec-* 
tuant  la  division  par  (A  — A)A£, 

a=  2^  ^+îfcî^^  *-•(*+*)  -f-  etc. 

Cette  expression  ne  renfermant  plus  que  des  termes,  dégagés  des  quan-^ 
tités  h  et  ky  ou  susceptibles  de  devenir  nuls,  en  même  tmps  qu'elles, 
donnera  une  valeur  déterminée  de  la  fonction  proposée  ;  et  en  faisant 

A  et  A:  égaux  à  aéro,  on  obtiendras  3=  2ilIIi2a^\  J'observerai  qu'on 

parviendrait  aussi  à  cette  valeur,  en  traitant  d*abord  la  fonction  pro- 
posée comme  ne  renfermant  que  la  seule  variable  Xy  et  cherchant  par 
la  règle  du  n''  144»  ^^  quelle  devient  lorsquW  suppose  «^=^;  puis  en 
différentiant  deux  fois  de  suite  le  numérateur  et  le  dénominateur  du  ré- 
sultat, pour  obtenir  sa  vraie  valeur,  lorsque^s=a.  Ces  divers  exemples- 
suffisent  pour  préparer  le  lecteur  aux  difficultés  dn  même  genre,  qu'il 
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pourrait  rencontrer  par  la  suite ,  et  pour  le  mettre  sur  la  voie  de  leur 

solution. 

Dtêmaximumi      iB^*  La  recherche  des  plus  grandes  et  des  moindres  valeurs  dont 
dM"o'"c^""i  *"'  ^^*  susceptible  une  fonction  donnée ,  forme  une  des  plus  importantes 
d^one  seule  ▼«-  appHcations  analytiques  du  Calcul  différentiel  ;  en  voici  les  principes  : 
tiabjc  (*).  Lorsque  la  variable  de  laquelle  dépend  une  fonction  proposée,  passe  suc- 

cessivement par  tous  les  degrés  de  grandeur ,  il  peut  arriver  que  la  série 
des  valeurs  que  reçoit  cette  fonction',  d'abord  croissante,  devienne 
ensuite  décroissante  ;  et  alors  il  y  aura  une  de  ces  valeurs  qui  surpas* 
sera  toutes  les  autres.  Si  au  contraire  la  série  des  valeurs  de  la  fonc- 
tion proposée  est  d'abord  décroissante,  et  devient' ensuite  croissante,  on 
en  rencontrera  nécessairement  une  qui  sera  moindre  que  toutes  les 
autres.  Le  term%  où  Faccroissement  d'une  fonction  s'arrête ,  s'appelle 
maximum j  et  celui  où  elle  cesse  de  décroître,  minimum. 

Prenons  pour  exemple  la  fonction  ^  =  i-— (or — a)*:  en  faisant 
jr5=o,  on  a  ^=4.— a*,  et  la  quantité  (x — a)*  venant  à  décroître  lors- 
que a:  augmente, /augmente  aussi,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  a:  =  a,  d'où 
il  résulte  /  =  &  pour  le  maximum;  mais  passé  ce  terme,  quoique  x 
prenne  de  nouveaux  accroissemens,/  décroît,  et  devient  nul,  quand 
(x — d)^z=:b.  La  marche  de  la  fonction  proposée  est  facile  à  suivre;  et 
on  peut  d'ailleurs  vérifier  que  la  plus  grande  valeur  de  jr  répond  à 
xs=:a,  en  substituant  successivement  â+eT  et  a — «T  au  lieu  de  x: 
on  trouvera  dans  l'un  et  l'autre  cas  un  résultat /^ss^—cT*  toujours 
moindre  que  b. 

Soit  encore  /aei-t-C*^— •«)*•  Dans  cet  exemple,  a?  étant  nul,  on  a 

/  =  *  +  ^*;  puis  à  mesure  que  a:  augmente,  la  quantité  (jc— a)*  va  en 

diminuant  ainsi  que/,  jusqu'à  ce  que  a:=r=a,   d'où  il  résulte  /=*: 

passé  ce  terme,  (x — a)  •  augmente,  et  il  en  est  de  même  de/,  dont  le 

minimum  répond  par  conséquent  à  la  supposition  de  x=:a. 

Toute  fonction  qui  croît  et  décroit  sans  cesse,  lorsque  la  variable 
dont  elle  dépend  croit,  n'est  susceptible  ni  de  maximum,  ni  de  minimiun; 


(*)  Les  mots  maximum  et  minimum,  ayant  passé  du  latin  dans  la  langue  française, 
ne  doivent  plus  se  décliner  que  par  les  articles  ;  c'est  pourquoi  je  n'écrirai  pas  les 
fnarima,  les  minima,.\es  questions  de  maximis  et  deminimis;  senk^nent  pour  in- 
diquer le  pluriel,  je  mettrai  les  maximums  ^  les  minimums,  puisqu'on  écrit  déjà  les 
factures. 
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puisqu'à  nne  valeur  quelconque  il  en  succède  toujours  une  plus  gtande 
ou  une  moindre. 

Le  caractère  essentiel  du  milximuni  consiste  en  ce  qu^il  surpasse  en  même 
temps  les  valeurs  qui  le  précèdent  et  celles  qui  le  sui9ent  immédiatement; 
le  contraire  a  lieu  pour  le  minimum  :  il  est  moindre  que  les  valeurs  qui 
le  précèdent  et  que  celles  qui  le  suii^ent  immédiatement. 

J'ai  dît  immédiatement^  parce  qu'il  arrive  souvent  qu'une  fonction  a 
des  valeurs  qui  surpassent  son  maximum^  ou  qui  sont  moindres  que  son 
minimum^  ou  enfin  qu'elle  a  plusieurs  maximums  et  plusieurs  mini- 
mums inégaux  entre  eux  :  tout  cela  est  aisé  à  concevoir;  car  si  après 
avoir  crû  et  décru ,  par  exemple  ^  cette  fonction  vient  à  croître  de 
nouveau  et  indéfiniment^  elle  finira  par  surpasser  le  maximum  qu'elle 
a  eu  d'abord. 

Au  lieu  de  supposer  qu'elle  croisse  indéfiniment^  nous  pouvons  ima<- 
giner  qu'elle  décroisse  après  un  certain  terme  ^  et  de  là  naîtra  un  nou- 
veau maximum  qui  pourra  être  différent  du  premier:  on  verra  sans 
peine  ce  qui  doit  arriver  lorsque  ces  changemens  se  répètent  et  va«* 
rient  dans  leurs  quantités  respectives. 

i55.  La  inéthode  qui  se  présente  d'abord  pour  découvrir  lés  maxi<^ 
mums  et  les  minimums  des  fonctions  d'une  seule  variable,  consiste  à 
comparer  à  la  valeur  de  la  fonction  supposée  avoir  atteint  son  maximum 
ou  son  minimum^  la  valeur  qui  suit  et  celle  qui  précède  cet  état.  Soit 
u  la  fonction  proposée,  a:  la  variable  dont  eUe  dépend,  et  soit  a  la 
valeur  à^  x  qui  rend  u  maximum  ou  minimum;  comme  il  s'agit  ici 
d^une  valeur  déterminée  de  Xy  je  supposerai,  pour  plus  de  généralité^ 
que  le  développement  du  second  état  de  tf,  correspondant  à  x^=^a^h^ 
a    été  formé  immédiatement,  et  j'écrirai 

i/  =  «  +  PA*  +  QA*  +  /l*^4-etc.; 

les  exposans  a,  /3,  ^,  etc.  étant  entiers  ou  fractionnaires,  mais  rangés 
suivant  Tordre  de  leur  grandeur,  en  commençant  par  le  plus  petit. 

Gela  posé,  l'état  de  u,  correspondant  &  ar=a— -  A,  se  déduira  de  uV 
eu  écrivant  -—A  au  lieu  de  A;  et  en  le  désignant  par  a^,  on  aura 

x*^=:  «  4-  P(— fc)*  +  Q(c-hf  +  ^{—^?  H-  etc.  ; 

iSioyjL  il  suit  que  les  différences  entre  l'état  primitif  a,  et  les  états  pré« 
I.  46 
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cèdent  et  suivons ,  seront 

«  —  K^  =  —  P{^h)*  —  Ç(— a/  —  Rir-hf  —  etc. 
„  —  ,^  s=  —     Pk*    --.    Qh^      ^     JFJP'     —  etc. , 

et  devront  être  de  même  signe  ^  si  u  est  à  son  maximum  ou  à  son 
minimum^  puisque  dans  le  premier  cas  on  a  en  même  temps 

et  dans  le  second^ 

mais  comme  il  faut  que  les  valeurs  u^  et  i/  soient  immédiatement  con- 
sécutives à  u  (i54)>  la  subordination  marquée  ci-dessus  doit  demeurer 
vraie ^  quelque  petite  que  soit  la  quantité  h;  et  dans  ce  cas  le  signe 
de  chaque  série  dépend  de  celui  de  son  premier  terme ,  qui  contient 
la  puissance  de  h  du  degré  le  moins  élevé,  parce  qu'on  peut  le  rendre 
plus  considérable  que  le  reste  de  la  série  (*).  Dans  cette  hjrpolhèse , 
la  condition  du  maximum  ou  du  minimum  exige  donc  que  les  quan«* 

tilés  P( — h)*  et  Ph^  soient  ^de  même  signe;  et  le  coefficient  P  étant 
une  fonction  de  a  qui  ne  change  point,  il  faut  que  la  puissance  a  de  h 
ne  change  pas  de  signe,  c'est-à-dire  soit  un  nombre  pair  ou  une  frac- 
tion qui,  réduite  à  sa  plus  simple  expression,  soit  de  numérateur  pair. 
Dans  Tun  et  l'autre  de  ces  cas ,  on  aura 

u  —  tt^  s=  —  Ph*  —  etc. , 
«  —  tt'  =  —  Ph*  —  etc.  : 

si  P  a  par  lui-même  le  signe  +,  ces  deux  différences  seront  négatives. 


(^)  Si  on  avait  quelque  peine  à  concevoir  cette  assertion,  il  faudrait  observer  que 

d'après  son  origine,  la  série  PA*  +  Qh^  +  /lA^-f-  etc. ,  doit  s^anéantir  quAaéi=o, 
et  qu'en  l'écrivant  ainsi  : 

h^{P+  Qh^''  +  Rhr-*  +  etc. }  , 

la  partie  Qh^"^*  +  7î//>^*4-  etc.  «'anéantissant  lorsque  A=:o,  et  étant  soBinîse  dans 
f on  décroissement  à  la  loi  de  continuité ,  passe  successiven^ent  par  tous  les  degrés  pos- 
sibles de  petitesse  ;  elle  peut  donc  devenir  moindre  que  P ,  dont  la  valeur  reste  la 
même,  quelle  que  soit  A. 
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et  u  sera  un  miDimam  ;  si  P  a  le  signe  — -^  ces  mêmes  différences  se- 
ront positives^  et  u  sera  un  maximum. 

i56.  Pour  appliquer  la  remarque  précédente  à  la  détermination  qui 
nous  occupe^  il  faut  distinguer  deux  cas^  savoir:  lorsque  les  exposans 
Ayfiyy^  etc.  sont  entiers^  et  lorsqu'ils  sont  fractionnaires. 

Dans^Iepremier  cas,  la  sérié PA*^»!*  etc.  est  celle  que  fournit  le  tbéo* 
rème  dé  Taylor,  lorsqu'on  fait  a:  ss  a  ;  ensorte  que 


et  puisque  l'exposant  «  doit  être  un  nombre  pair  quand  u  est  un  maxi-* 
œum  ou  un  minimum,  il  .£siut  d'abord  que  la  supposition  de  a:;=:a 

frsse  éyanouir  le  coefficient  différentiel  g-,    qui    est  d'ordre   impair; 

ainsi  la  première  coàdition  que  doit  remplir  la  valeur  a,  est  de  vé« 

rîfier  l'équation  ~ssO}  elle  doit  donc  £dre  partie  des  racines  de  cette 

équation.  U  faut  en  outre  qu'elle  ne  fasse  pas  évanouir  ^  ,  ou  si  cela 

amve ,  que  rp  disparaisse  aussi ,  mais  non  pas  ^y    et  en   gênerai 

que  le  premier  des  coefficiens  différentiels  qu'elle  ne  fait  pas  évanouir 
soit  d'ordre  pair:  elle  rendra  alors  u  maximum,  si  ce  dernier  coeffi- 
cient est  négatif,  et  minimum  dans  le  cas  contraire. 


157.  C^hercbons,  suivant  ce  qui  vient  d'être  dit,  quels  peuvent  être 
les  maximums  et  les  minimums  de  la  fonction  a  =  i  -f-  c(a>— a)",  n  dé- 
signant un  nombre  entier.  En  la  différentiant,  et  posant  l'équation 

g|=nc(a:— fl)-*  =  o, 

on  en  déduit  a:=a,  valeur  qui  fait  disparaître  tous  les  coefficiens  diffé- 
rentiels ,  jusqu'à  celui  de  l'ordre  n  exclusivement;  il  suit  donc  de  là  que 
si  n  est  impaire,  la  fonction  proposée  n'aura  ni  maximum,  ni  minimum; 
mais  si  n  est  paire,  la  valeur  x=:a  rendra  u  maximum  quand  c  sera 
négatif^  et  minimum  quand  c  sera  positif. 
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Ceci  conduit  à  une  remarque  assez  importante  ^  c'est  que  lorsque  la 
fonction  u  est  algébrique  ^  rationnelle  et  entière^  ses  maximums  et  ses 
minimums  y  quand  elle  en  a  ^  répondent  à  des  valeurs  de  x  qui  sont  des 
racines  égales  q^  en  nombre  pair^  de  Téquation  tt=o.  En  effet,  soit 
oc^=^a  une  racine  multiple  de  cette  équation,  u  sera  de  la  forme 

u  =  -Sr(x— -a)", 

X  ne  contenant  point  le  facteur  x-^a;  il  en  résultera 

£ = al  (^~^)"  +  «jr(x-a)-s 

expression  que  la  yaleur  X'=ia  ne  peut  anéantir  qu'autant  que  n>i, 
et  cette  même  valeur  anéantissant  aussi  les  autres  coefficiens  différen*- 
tîels^  jusqu'à  Tordre  n  exclusivement  (91  ),  rendra,  comme  ci-dessus^ 
Il  maximum  ou  minimum ,  quand  n  sera  paire* 


i58.  11  faut  observer  ici  que  le  Calcul  différentiel  fournît  lui-même 
le  moyen  de  reconnaître  si  l'équation  11=0  a  des  racines  égales,  puis- 
qu'on vient  de  voir  que,  dans  ce  cas  seulement,   les   fonctions   u  et 

T-  ont  pour  facteur  commun  la  fonction  (or— a)"""",  contenant  le^-Êic* 

teurs  égaux  élevés  à  une  puissance  moindre  d'une  unité  que  dans  la 
proposée  :  on  trouverait  donc  ce  facteur,  en  cherchant  le  plus  grand 

commun  diviseur  des  quantités  u  et  ^. 

La  présence  du  facteur  x — a  dans  tous  les  coeiEciens  différentiels, 
jusqu'à  l'ordre  n — i  inclusivement,  montre  aussi  que  les  équations 

du  d'u  d'^'tt 

"  =  ^>        di==^>        dF^  =  <>>----dI=î  =  <>> 

auront  lieu  en  même  temps  par  la  racine  xsrsa;  et  il  est  aisé  de  voir 
que  ces  équations  sont  celles  qui  ont  été  indiquées  pour  la  même  cir- 
constance ,  dans  mes  Élémens  ^Algèbre. 

Si  l'équation  proposée  contenait  plusieurs  groupes  de  racines  égales,' 
elle  serait  de  la  forme 


u  =  jr(x— a)"(a: — hy{pc^ — c)^ 
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m  aurait  alors  • 

dit        AY  '  ■ 


4^911  il  »it  encore  cpe  la  fonction  \  , . 

qui  renferma  les  acteurs  4qw^  élevés  à  nnp  puissance  moîndfre  d'une 
unité  que  dans  la  proposée^,  e^t  le.  plus  gran^  commun  diviseur  des 

fonctions  ^  el^;^;  et  Ton  voit  ensuite  que  chacune  des  racines  a,  b^ 

c,  etc.,  vérifie,  outre  Féquation  proposée  wsso,  un  nbiùbre  de  ses 
différentielles  égal  à  Feiposànt  eu  dèèré  de  multipUtité  de  cette  racine^ 
diminué  de  Tunilé-^  './;'•/  :    ^ 


iSg.  Rêverions  à  la  tHéôrîe  des  inàumums  et  Jes  minimums  (iSB)} 

et  occi:q[K)n5-Qaus  du  ca$  où  le  dévelqppement  u'z=:Ph  4-^ te.  devant 
contenir  des  exposans  fractionnaires^  ne  peut  être  tiré  immédiâteiâent 
du  tbéorèmeiie  Taylor.  La  considération  des  coefficiens  différentiels  eST- 
BcàfiiiK^iq»  suffisante  pour  faim  trouver  dans  ce  cas  lès  maximtitns  et  lè^ 
aoiaimtiqis,  lorsqu'il^y  ;eA  ^  «       -.1,   \  '* 

En  effet^  si  ot=t:  i  ^  on  a  bncoreJPscs^  ;  et  le.raisj>nn$l)Gft9nt.4^  ^"^  ^55^ 

imbsis^nt  toujours  ,  fait  voir  .que  P  doit  être'  nul  r  •       '  '  •  ' 

^  Si  A  >  I ,  la  valeur  a:s==fl  j  qui  donné  au  dévëloppéniént  ci-dess'ùs  sa^ 
j^rme  «articulière ,  doit  anéaûitirtèus  ïës  coeflkiens  -différentiels  des^ 

dlr^ès  dont  Texposant  est  <;  «  (i33);  donc  l'équation ^^:;='ô  indiquera- 

encore  cette  valeur  xs=à;  mais  pour  s-assurer  si  .elle  don»ie  un  mas^i-^ 
mum  ou  un  minimum,  il  pourra  être  nécessaire  de  calculer  à. priori 
les  différences  w-*-û^  et  a— *a',  dans  la  supposition  de  k  très-petite  :' 
la'fonctîonttseriï  maximum^  si' ces- différences  sont  iàixifi^  deux  posi-^ 
tives,  minimum,  si  elled  sont  négatives/*et  il  n'y  aura  ni*  maxinmm^ 
jai   jpiinimum,  si  elles  sont  de  'lignes  dîfférens  :    •     ^   ^ 

£nfîn ,  quand.  «(  fÇ^j ,  .g^ 'déyenant  infifni,  c'est  alors  l'équation 
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du 
àx 

qui  indique  la  Taleur  x=:a,  dont  la  propriété  se  discute  comme  il  vient 
d*étre  dit  poiy  le  cas  où  «>  x.  On  voit  par  là  que  pour  embrasser 
les  différens  cas  '/ie  la  détermination  des  valeurs  de  x  çui  pem^ent  rendre  - 
la  fonction  u  maximum  ou  minimum,  il  foui  examiner  toutes  les  valeurs 

de  X  qui  rendent  -^  nul  ou  infini. 

La  fonction  1*  =  *  -f-  c(x— «)^  offre  un  exemple  du  dernier  cas;  on 
en  tire 

expression  qui  détient  infinie  lorsque  oc  =  a;  et  en  disant 

arss<i«^A      et      xzsza^h^ 

on  a  w^ssi  +  cA^         i/=zb  +  cli^^ 

d'où  il  résulte  que  les  différences  u  —  w^  et  «  «-^  1/  sont  du  même  signe 
que  c  ;  la  valeur  de  a:  =  a  rend  donc  u  maximum  quand  c  ot  négatif , 
et  minimum  dans  le  cas  contraire* 

La  fonction  uzsih^ç(x  —  a)*^"*"',  p  tlq  étant  des  nombres  entiers 
quelconques^  fournit  un  exemple  très*étendu  des  Cas  que.nous  exami- 
nons en  ce  moment  :  la  valeur  xzsia  s'obtiendra  ea  £usanl  b«A  on  in- 
fini le  coefficient  différentiel  ^,  selon  que  ap  sera.>  ou  <  que  27-f-i  ; 

et  quoique,  relativement  aux  circonstances  géométriques  ,  comme  on  le 
verra  dans  le  chapitre  suivant,  k  valeur  de  la  fonction  u  correspondante 
^  ^ ;^^^  jouisse  de  propriétés  différentes  dans  Tun  ou  lautre  de  ces  cas, 
elle  n  en  doit  pas  moins  être  rangée  -au  nombre  des  maximums  et  des 
minimums  dans  les  recherches  purement  analytiques,  puisqu'elle  remplit 
strictement  la  condition  énoncée  dans  la  définition  donnée  page  36i. 
Je  ferai  remarquer  que  l'on  rendrait  les' règles  du  n*  1 56  applicables 

à  la  fonction  u:s^h^c(^x — o)**"^*,  en  faisant  a?— ^c==^*»"*"*,  ce  qw 
donnerait  tt  =  &  +  ^^*^-  on.  en  déduirait  &zs=.o  y  d'où  x=a;  et  de 
plus,  lexamen  des  coefficiens  différeniiela  exprimés  en  a,  ferait  con- 
paitre  quand  u  doit  être  maxinumi  ou  minimum.  La  même  chose 
aura  Heu  toutes  les  fois  qu'on  transformera  la  variable  x  de  manière 
il  empêcher  les  coefficiens  dîSërentiels  de  u  de  devenir  infinis  (i40- 
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i6o.  Lft  distinction  des  cas  où  le  développement  de  1/  peut  se  déduire 
ou  non  du  théorème  de  Taylor^*n'étant  nécessaire  qu'à  cause  que  Ton 
a  considéré  une  valeur  particulière  de  a:^  peut  s'éviter  en  fSdsant  atten- 
tion que  le  passage  d'une  fonction  par  son  maximum  ou  par  son  mi- 
nimum ^  est  toujours  marqué  par  le  changement  de  signe  de  sa  difië- 
rence  (i54),  puisque  de  croissante  qu'était  cette  fonction^  elle  devient 
décroissante  après  le  maximum^  on  vice  versa ,  après  le  minimum.  Au 
lieu  donc  de  prendre  pour  terme  de  comparaison  la  valeur  de  u  qui 
répond  au  maximum  et  au  minimum^  il  n'y  a  qu'à  chercher  comment 
l'expression 

du  h   ,   d^u  h*     ,   d^g     y  y, 
dx7'**dr*r:ï"+^d^7T3T3"*' ^^^* 

peut  changer  de  signe ,  en  supposant  toutefois  que  h  puisse  être  prise 
aussi  petite  que  l'on  voudra  y  afin  de  ne  point  embrasser  plusieurs 
maximums  ou  minimums  (i54)«        '    ' 

Dans  Cette  hypothèse  ^  on  peut  toujours  concevoir  h  telle  ^  qu'un  terme 
quelconque  de  la  série  ci-*dessus  soit  plus  grand  que  la  somme"  de  tous 
ceux  qui  le  suivent^  et  on  verra  plus  loin  le  moyen  d'assigner  les  limites  de 
cette  somme:  alors  le  signe  de  toute  la  série  dépendra  donc  de  son  pre- 
mier terme^  qui  sera  toujours  ^  y  puisqu'on  ne  considère  pas  une  valeuf 

particulière  de  Xy  mais  un  espace  qui^  quelque  petit  qu'il  soit^  en  com- 
prend june  infinité  pour  lesquelles  les  coèfficiens  différentiels  ne  sauraient 
tlevenir  nuls  ou  inHnis. 

Il  suit  de  là  qu'avant  ou  après  un   maximiun  ou  un  mininram  y  le 

coefficient  différentiel  ^  a  uécessairement  des  signes  contraires^  et  qu'il 

change  par  con6éque^t  de  signe  au  passage  ;  or  une  fonction  ne  change 
de  sigoe  qu'en  devenant  o.^  si  elle  est  entière^  et  o  ou  infinie^  si  elle 
est  fractioi»!naire  9  et  selon  que  son  numérateur  pu  son  dénominateur 
s'évanouit:  il  hnl  donc  qu'au  maximum  etau  minimum  de  2^^  le  coef-- 

ficient   différentiel  -^  soit  nul  ouînifinî.  Toute  valeur  qui  remplk  cette 

condition  peut  rendre  u  maximum  ou  iniuîraum;  mais  pour  s'assurer 
qu'elle  le  rend  en  effet  tel,  il  faut  constater  qu'en  faisant  a:>a  et  x<^ay, 

l'expression  de  -^  change  de  signe,  quelque  petite   qu'on  suppose  la 

différence  entre  a  et  les  nouvelles  valeurs  de  x. 
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Soît,   p»  exemple^  a2=:*  +  c(a:— «)%  il  Tient 

la  valeur  de  xrzza  rendra  t~  nul  ou  infini,  »  selon  la  nature  de  l'expo- 
sant n.  Si  Ton  fait  ensuite  xz=zby  on  obtiendra 

valeur  qui  changera  de  signe  en  même  temps  que  4  — a,  si  n— -i  est 
un  nombre  impair,  ou  une  fraction  de  numérateur  et  de  dénominateur 
impairs:  il  y  aura,  dans  l'un  et  Tautre  de  ces  cas,  maximum  quand  c  sera 
négatif,  minimum  quand  il  sera  positif.  Il  n'y  aurait  ni  Fun  ni  Vautre^ 
si  72-— i  était  vuEL  nombre  pair  ou  une  fraction  de  dénominateur  pair; 

et  la  supposition  âe  b<Ca  rendrait  v- imaginaire,   si    n  —  i   était  une 

fraction  de  numérateur  impair  et  de  dénominateur  pair«  Il  est  aisé  de 
voir  que  ces  conséquences  s'accordent  avec  ce  qui  a  été  dit  plus  haut 
(page  S65). 

Ce  procédé  mérite  donc  une  attention  particulière,  tant  par  sa  gé- 
néralité et  sa  simplicité,  que  parce  qu'il  n'emprunte  le  secours  d'aucune 
considération  étrangère  au  Calcul  différentiel;  et  j'ai  lieu  de  croire  que 
$on  exposition,  jointe  à  ce  qui  précède  ,  ne  laisse  rien  à  désirer  sur  là 
théorie  analytique  des  maximums  et  des  minimums,  qui  ne  me  parait 
pas  avoir  été  traitée  jusqu'ici  d'une  manière  aussi  complète  et  aussi  ri« 
goureuse  'que  je  viens  de  le  faire. 

La  recherche  des  maximums  et  des  minimums  donne  lieu  à  une  foule 
de  questions  très-curieuses,  soit  par  leur  énoncé,  qui  se  rapporte  très- 
souvent  à  la  Physique,  soit  par  leurs  solutions,  qui  présentent  des  sîih 
gularités  remarquables.  II  n'entre  point  dans  le  plan  de  cet  Ouvrage, 
consacré  à  l'Analyse  et  à  la  Géométrie  transcendante  pures,  de  rapporter 
beaucoup  de  ces  questions  >  dans  lesquelles  la  partie  la  plus  difficile 
n'est  pas  l'application  du  Calcul  différentiel,  mais  l'expression  analy-* 
tique  de  la  fonction  qui  répond  k  l'énoncé,  ou  en  quelque  sorte  la  mise 
en  équation  du  problème;  je  me  bornerai,  en  conséquence,  w  petit 
pombre  d'exemples  qui  vont  suivre. 

i6|.  Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  de  partager  une  quantité  a   en 
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deux  paHies^  de  manière  ïfue  le  profit  de  la  puissance  va  de  la  première 
par  la  puissance  nde  la  seconde ^  soit  le  plus  grand  de  tous  les  produits 
semblables  qui  on  pourrait  former. 

Soit  X  une  des  parties  de  a;  Tautre  sera  a^-^Xy  et  le  produit  dont 
on  cherche  le  maximum^  étant  représenté  parj^,  on  aura  ^;=jc"(a-^a:)" , 
d'où  on  tirera 

^  =  ma:*^*(^i— jc)"— na:*(tf-— a:)*""'  s=  \ma'-^mx^^nx\af^'r^{a — xY^^  : 

en  égalant  à  zéro  chacun  des  facteurs  de  ce  résultat  y  on  trouvera 

ma 

m  +  n^  ' 

La  première  de  ces  valeurs  répond  à  un  maximum^  car   lorsqu^on 
la  substitue  dans  Texpression  générale  de  ^^  elle  donne  la  quantité 

négative  ,    \m-hn^3    •  ^^^  deux  autres  répondront  à  des  minimums  ^ 

lorsque  met  n  seront  paires  y  comme  on  peut  s'en  assurer  par  Texamen 
des  coefEciens  différentiels^  ou  plus  simplement  encore^  en  faisant 
a:  =  =±=A  et  xzssadoh.  On  trouvera  toujours  un  résultat  positif  dans' 
Tun  et  l'autre  cas^  quel  que  soit  le  signe  qu'on  donn^  khyCe  qui  prouve 
que  la  fonction  proposée ,  après  avoir  décru  jusqu'à  devenir  nulle  ^  ne 
passe  point  au  négatif  y  mais  qu'elle  recommence  à  croître. 

16a.  Donnons  quelques  exemples  de  fonctions  logarithmiques.^ 
.    Soit  d'abord   «=:  — ,  dont  nous  nous  sommes  occupés  n*  i5o;  en 
ayant  égard  au  module^  dans  la  différentiation^  on  trouva 

et  par  conséquent 

Ix  sa  —M 

-  n 

En  cherchant  g^,  j'observe  qu'il  est  inutile  de  différentier  le  déno*- 
imnateur  de  -^  y  parce  qu'il  serait  multiplié  par  le  numérateur  annullé  par 

Téquation  ci-dessus  ^  et  j'obtiens  —5^:3?^  résultat  négatif  qui  montre  quo 
I.  47 
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la  valeur  de  a>  donne  u  maximum.  Si  on  prenait  M=z\ ,    <m  aurait 

f 

lr=-,  et  j:  =  e\ 

Lorsqu'on  fait  /2  =  i  ^  on  a  fieviement  lor  :=  Jlf .  C'est  donc  une  pro- 
priété du  modale  9  d'indiquer  celui  de  tous  les  logaritkmes  qui,  divise 
par  le  nombre  auquel  il  appartient ,  donne  le  plus  grand  quoiienL  Quand 
JIIz=iy  ou  pour  le  système  népérien,  le  nombre  est  e,  ou  2,7182818,  etc. 

Je  n'examine  poiat  la  valeur  x=o ,  donnée  par  la  supposition  de 

-£■  infini  :  on  a  déjà  vu  (i5o)  ce  que  signifie,  dans  ce  cas,  — . 

La  fonction  u:=z\^ûCy  ou  U7=zaf  y  jouit,  par  rapport  à  son  minimum; 
d'ime  propriété  assez  remarquable.  On  a  pour  cette  fonction 

du        MAx — Ax\x 


1  II  ^u 

du        _ 


,    Je  considère  d'abord  le  £u:teur  Jf  ~-l.r^  ^pÀ  donoe 

1^=M; 
et  ea  différeotit&t  par  rapport  k  ce  ihcteHr  seulement^  j'obtiens 

valeur   qui  indique  encore  un  maximum. 

I 

Quant  au  &cte«r  ^  =  ^  >  il  reviant  à  --^.>  ^  scms  ûeKe  fi>a»eon 

voit  qu'il  diminue  sans  cesse,  a  mesure  que  ;raugm*ente,  et  ne  deyient 
nul  que  quand  x  est  infini. 

La  seconde  question  de  cet  article  rentre ,  au  fond,  dans  la  première; 
car  les  logarithmes  croissant  avec  les  nombres,  u  doit  arriv^er  sw  marânuna. 
en  même  temps  que  le/,  et  dans  le  second  cas,  l'expression  de  lu  est  com- 

prise  dans  — .  En  prenant  itf=  i,  on  a,  de  même  que  ci-dessus,  x:=^e, 

ce   qui  donne  encore  une  propriété  de  la  base  du  sy&bème  des  loga- 
rithmes népériens. 

«65,  Je  passe  aux  fonctions  implicites  ;  et   considérant  jr  donné  par 
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j^  —  ^nxj  H-  X*  -r-  a'  S=  0  , 

dont  la  différentielle  est 

(j— /ii^)d^  —  (/ity  — ^)dar  =  o , 
il  viendra 

.   do:       j^  —  7IWS  * 
d  où  on  tirera  d^abord 

mf  —  a:  ï=  o. 

Pour  obtenir  la  valeur  de  Xy  il  faudra  combiner  cette  dernière  eq»*^ 
tion  avec  la  proposée;  on  aura  p^  ce  mojen 

d^ou  a  résulte 

11  reste  à  examiner'  ce  que  devient  le  coefficient  différerDctiel  -^  ;  1* 
différentielle  seconde  de  l'équation  proposée  donne  la  suivante  : 

que  la  supposition  de  ^=^0  réduit  k 

et  de  laquelle  on  tire 

dV  — w      ^ 

dx»        xO  — m»)* 

en  mettant  pour  ^  sa  valeur  en  x.  Il  faut  encore  substituer  celle  de  Xy 
et  en  le  Êdsant  pn  trente 


1 


dx*  cy/ï— m* 

ce   rcsulUl  étant  négatif,  montre  que  la  valeur  de  ^,  détermînép  ci- 
dessus,  est  un  maximum. 
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En  égalant  à  zéro  le  dénomioateur  àe  ^f  pour  rendre  i&finî  ce 
coefficient  différentiel,  on  trouve ^=mjc,  relation  qui  rend  aussi  iafî- 
lûs  3^  et  tous  les  autres  coefficiens  différentiels.  Elle  conduit  à 

Car 

a  ma 


ces  valeurs  étant  conformes  aux  précédentes,  en  changeant  x  enjr^  et 
réciproquement,  indiquent  un  maximum  de  or,  qui  se  présente  ainsi, 
parce  que  l'équation  proposée  est  symétrique  par  rapport  à  ses  deux 
Taridbles. 

t64«  ProposouB-nous  encore  de  trouper  le  maximum  et  le  minùmm 
de  la  fonction  y^  donnée  par  t équation  x'  —  5axy  +y^  =  o. 

Dans  cet  exemple  j' ayant  trois  valeurs  en  a:,  doit  être  regardé  comme 
représentant  trois  fonctions  distinctes,  mais  cependant  liées  entre  dies 
par  le  caractère  commun  aux  racines  des  équations  du  troisième  degré; 
chacune  de  ces  fonctions  à  sa  marche  particulière,  et  peut  être  sus« 
ceptible  de  maximums  et  de  minimums  qui  lui  soient  propres  :  c'est  ce 
que  le  calcul  va  nous  faire  connaître  (^}. 

On  &  ^  =  ^~-~  >  faisant  ^  =  o^  on  obtiendra  une  nouvelle  équa«« 

tion  of-— ar*=o,  quil  faudra  eombînetr  avec  la  proposée  pour  dé'- 
terminer  x  et  ^,    et  il  en   résultera  x^ — 2a'a:*=o,    d'où  or'sso, 

a:'— .:ia^sso.  Lorsqu'on  Eut  a:=:o,  il  vient  ^=o  et  ^  =  -;    pour 

savoir  donc  ce  que  signifient  les  trois  valeurs  de  l'équation  o^'ssOj  il 
fxaX  recourir  à  la  différentielle  seconde  (i56) 

doni  le  terme  affecté  de  ^  disparaît  par  l'évanouissement  de/*-— or* 
Si  l'on  £ût  ensuite  xzslo^  avec  l'attention  de  conserver  tous  les  termes 


(*)  Euler  a  âojiné  avtc  raison  le  nom  de  fonctions  multiformes  ^  aux  fonctions  qui 
lont  susceptibles  ds  {iltuieùrs  valeurs  pour  chacune  de  celles  de  k  variable  d(mt  eUes 
dépendent.  •* 
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où  eptrè  ^^  an  aura 

»^fe— 1  =  0.    «    |(7ë-«)=o.-  ■ 

Le  premier  fcctenr  doMieè=o,  et  le  second  ^z=-,  c'est-à-dire 
infini^  puisque  ^=r=o. 


U  ensuite  à  la  différentielle  troisième  pour  trouver  ^^  on  ob- 
tient en  général  l'équation 

(r-a«:)^  +  (6rg-5a)g+ag  +  a  =  o,_ 
qoi,  si  l'on  y  ùàt  en  même  temps' 

X=:0,    jr^o,     ^  =  0, 


.  /   • 


donne  g^=^>  ©^  montre  qu'une  des  valeurs  de^=o,  est  un  véri- 
table mim*mum;  mais  si  Ton  n'y  supprime  que  ^y  et  qu'on  y  &$S9 
^ssp^  on  en  tire  '^ 

d^^^  ù  +  offi  _        P"     _    2. 

P*      P' 
# 

lorsqu'on  supposé  ^.ss  o  .et  ;?  infini  :  ces  dernières  valeurs  rendant  in- 
finis les  coefficiens  différentiels ,  doivent  donc  être  examinées  en  dé- 
terminant celles  qui  les  précèdent  et  qui  les  suivent  immédiatement  (iSg). 
Pour  cela  ^  on  supposera  x  égal  à  une  quantité  très-petite  h^eX  cher^ 
cliant  le  premier  terme  de  la  série  ascendante  qui  exprime  k^  dans 

réquation   A'  — 5flW:+Ar*s=o,  on  trouvera   les   trois  quantités  ^, 

^-  V^SaA  et  —  \/Zah  ,  qui  répondent  aux  trms  valeurs  que  doit^voir  k. 

On  voit  maintenant  que^  soit  qu'on  £aisse.a:=:*f-A  ou  xssz^^hy    la 

première  reste  positive ,  et  que  par  conséquent  elle  a  tous  les  caractères 

d'un  minimum,  lorsque  £=0;  il  n'en  est  pas  de  même  dés  deux  autres^ 

^ui  deviennent  imaginaires  quand  on  prend  h  négativement. 

s 
r^ous  avons  encore  l'équation  x^'^2a^s^o,  qui  donne  o^s^ya  et 
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y::=.a\^^  en  vertu  de  l'équation  aj — x*=oj.si  Ton  substitMr  ces 
Taleufs ,  dans  l'expression  générale  de  g^ ,  en  observant  qu'elles 
rendent  -^  nul,  on  aura  -^^  =—  -  ,   ce  qui  feiit   voir  que    la  fonc- 

tioti  y    a    un   maximiun  correspondît  à   j^shaya. 

Ces  exemples  suffisant  pour  montrer  comment  o&  doit  Qpçr^r  da&s 
tous  les  cas,  je  vais  m'occuper  des  fonctions  de  4plu5ieurs  variaUi^. 

Des  viaximumi      i65.  Lorsquc  la  fouciion  que  l'on  considère' dépend  de  deux  variable^/ 

drt  fonc^io'^"^  on  peut  en  regarder  une  comme  constante  et  donner  à  l'autre  une  infinité 

plusienn  raria-  de  valeurs  9  à  chaCune  desquelles  il  correspond/a  une.  ou  plusieurs  valeurs 

^'^''  de  la  fonction  proposée;  parmi  ces  dernières  il  pourra  s'en  trouver  qui 

soient  des  maximums  ou  des  minimums,  et  rien  it'est  plus  facile  que  de' 

les  déterminer.  Puisqu'on  né  dent  avoir  égard  qu'à  une  variable^  il  suffira 

d'égaler  à  iérç  le  prender  coe&ciént  diflfërentiel  relatif  à  cette  variable  ; 

ainsi  u  étant  une  fonction  de  x  et  de  ^  ^  si  on  suppose  j  constant^  et 

qu'on  fasse  t-=:o,  on  obtiendra  les  valeurs  de  x  qui  donnent  tes  plus 

grandes^  ou  les  plus  petites  valeurs  de  Uy  parmi  toutes  ceDes  qui  ré- 
pondent à  une  même  valeur  de  y.  En  chassant  x  ^\^  fonction  u  ^ 

au  moyen  de  l'équation  ^2=  o,  on  obtiendra  un  résultat  que  je  re- 
présenterai par  s^yt\  qui,  contenant  encore  la  variable^,  pourra  être 
susceptible  de  maximunur  ou  de  minimums,  que  l'équation  ^=0,  fera 

connaître.  On  peut  parvenir  \\sae  équatito  éqoÎTalettte  k  ^  ss  ^  ; 

sans  qu'il  soit  besoin  d'éliminer  x;  pour  cela  il  faut  observer  que  Fé^pia^ 

tion  ^=:  o,  fournie  par  la  coadûLovi  du  B(iaaumuQk  ou  4a  minimnni 

relatif  à  ir,  établit  une  relation  entre  les  variables  x  ety,  ensorte  qa*on 
doit  r^ard^F  la  première  çomm^  une  fcmctioiL  de  la  isecoiide.  £a  dif- 

lér«otwiit  u  dans  cette  bypi>ihèM,  on  aura  ^da=3:^^  +  j^» résultai 

i|ui  se  réduit  à  j-  =»o,  puisqu'on  a  déjà  5z=^<>-  Usplus  grandes  ou  les 

phu  petites  de  toulea  les  valeurs  de  u,  c'eat!*à-dice,  ses  maoumome  or» 
ses  mininratns  absolus,  répocMicont  donc  à  qoelques-^unes  des  valemn 

de  X  et  àey,  données  par  les  équations  t^ss  o>  j^sO.  Ea  éte&dant 
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ces  ooosidârations  aux  fixictians  de  tant  de  yariables  qu'on  voudra ,  on 
trouyera  que  pour  obtenir  les  maximums  ^  les  minimums  absolus  de  oes 
fonctions,  il  faut  égaler  séparément  à  ^ro  les  coefficiens  différentiels  du 
premier  ordre^  pris  par  rapport  à  chacune  des  variables  dont  elles  dépendent. 

'  166.  La  distîsttiona  des  maximanHi  dayec  Us  minimums  renferme 
phis  de  di(fic«llé  à  l'égard  des  fonctions  de  plusieui^  vaiiables ,  que  par 
rapport  aux  fonctions  d'une  seule ,  quoique  fondée  sur  Itas  mêmes  prin* 
cipes  dans  l'un  et  l'autre  cas. 

Sok  M  une  fonction  coatesaant  un  xK>mbre  quelconque  de  variables 
x^y^  2,  etc.;  siom  nomme  a,  b,  Cj  etc.  les  valeurs  qui  répondent 
.à  son  oaxiamm  ou  à  son  minimum^  et  qu'on  représente  ^s^  J,  £  ^ 

Cy  Dy  etc.,  Fy  G  y  H  y  ly  Ky  Ly  ^z.y  Ce  içut  devâenua^t  <<>  ^9 

du     du        .         d*tt        d'à        d*M        d'à-        d*u        d*u        .         «  , 

5?>  di>  ^*^->  ai?'   E^>  d7>  d^>  dî^>   dr*>  <^-^  ipiïsquony 

met  a  au  lieu  de  x,  &  au  lieu  de^>  c  au  lieu  de  z^  etc>,  le  résul- 
tat de  la  substitution  de  a^hy  b^^^ky  c^ly  etc.  dans  u  sera  (38) 

Ui^A'^'Bh  +  Ck^Dl^.tXc. 

+  elc; , 

expression  dont  la  valeur  doit  être  moindre  que  A  y  lors  du  maximum;  ^ 
f  t  plus  |[raude  lors  du  minimum^  quels  que  soient  les  signes  àA%  lettre^ 
hy  ky  ly  ctc.  j  pourvu  qu'elles  n'expriment  que  de  petits  cbangemens. 
*    Cdâ  posé,  ni  prenant 

k^^aji^        l:^fihy    etc., 
bn  aura 

U^Jr=    h    {54-^*4./?^  + etc.) 

-f-  ^  (F  +  a<î*4.  J5f5B»+.  2^  4.^X*j84-  Z/S^  +  etc. } 

+  etc. 

On  voit  qu'il  est  posst)>le  de  rendre  la  valeur  de  l'ensemble  des  termes 
,  de  la  première  ligne  plus  grande  que  la  somme  de  tous  les  autres ,  en 
supposant  h  et  par  conséquent  J!:^  /,  elc.  dune  petitesse  convenable  ; 
mais  les  termes  de  cette  ligne,  changeant  de  sigi>e  en  même  temps  que 
ces  quantités,  un  raisonnement  semblable  à  celui  du  n*  i55,  montrera 
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quîls  doivent  être  nuls  dans  le  cas  du  maximum  ou  du 'minimum:  oâ 

aura  donc    J9  =  ^  =  o,  C=t-  =  o,   Z)  =  j-  =  o,  etc.,  comme  îl 

résulte  de  la  règle  énoncée  dans  Iç  u"*  précédent.  Ces  conditions  étant 
remplies  par  les  valeurs  de  a,  é,  c,  etc.  déterminées  en  conséquence, 
il  faudra  de  plus  que  les  coef&ciens  JP,  G...  .L^  etc.  ne  s'évanouissent 
'  pas  en  même  temps,  et  que  le  signe  de  la  quantité  dû  second  ordre , 
qui  forme  la  deuxième  ligne  du  développement  ci-dessus,  soit  indé«- 
pendant  des  rapports  qu'on  pourrait  établir  entre  h^k^  /,  etc.,  et  de 
leurs  signes. 

On  sait,  par  la  théorie  des  équations  algébriques  dont  tous  les  termes 
«ont  dans  un  seul  membre,  que  toute  expression  de  leur  forme  ne  peut 
passer  du  positif  au  négatif,  sans  devenir  nulle  dans  Fintervalle,  et 
que  lors<yi'elles  n'ont  que  des  racines  imaginaires,  elles  ne  changent 
point  de  signe,  quelque  valeur  qu'pn  donne  à  Tinconnue:  il  suit  de  là 
que  si  la  quantité 

JX*  4- 2GM  4- -»*•  +  2/A/ 4- a-STA:/ +  Z/»  +  etc. , 

égalée  à  zéro  et  résolue,  comme  une  équation,  par  rapport  à  l'une 
des  indéterminées  A,  A:,  /,  etc.  ne  donne  que  des  racines*  imagi- 
naires, oq  en  ppurra  conclure  qfi'elle  conservera  le  même  signe,  quelles 
que  soient  ces  indéterminées*  Prenant  la  valeur  de  A,  par  exemple,  on 

trouve 

■» 

jr^  _  ~  CGk+Ji+  etc.)  ±  j/—  (gA*  +  ùKU  +  Lt"  +  etc.)  F  +  jGk-^  //+'ëtçT 

résultat  qui  sera  imaginaire^  si  la  qtiantité  comprise  sous  le  ra- 
dical est  négative;  mais  on  peut  donner  à  cette  quantité  la  forme 
^(Pk^^aQkl+m-^eic.)  en  faisant  FH^G^=:Py  KF^GIz=^Q^ 
LF-^Pzs:iRy  etc.,  et  pour  qu'elle  ne  change  ps^^s  de  signe,  il  £indrâ 
encore  qu'étant  égalée  à  zéro  et  résolue  par  rapport  à  l'une  des 
lettres  A:,  /,  etc.,  elle  ait  ses  racines  imaginaires.  On  en  tirera,  par 
ces  opérations, 

j. ^«?/+4>tc0  ±'  j/^^HÎS/*  4-  etc.)  P  +  (QZ+'Sc!)^ 

P  '' 

k  ne  pouvant  être  imaginaire  à  moins  que  la  quantité  comprise  sous  le 
radical  ne  soit  négative,  on  mettra  cette  nouvelle  quantité  sous  la  forme 
.— (r/»^-etc.),  en  Êisant  Pil— Ç*^T>  etc.,  pour  la  traiter  de  la 
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même  manière  que  les  deux  précédentes ,  et  on  continuera  ainsi  jus- 
qu'à ce  qu'on  soit  parvenu  à  rayant-dernière  des  quantités  A,  A:,  /,etc; 
Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  n'y  ait  que  trois  variables  dans 
la  fonction  u^  l'opération  sera  terminée  à  la  valeur  de  k;  et  puisque  T 
doit  être  positif,  il  faudra  qu'on  ait  PR  —  Q' ,  ou  J'  >  o.  Avec  cette 
condition,  la  quantité  Pk^^aÇkl-i-  RI*  ne  pourra  changer *de  signe; 
et  comme. elle  se  réduit  à  PA:*,  lorsque  /=o,  il  faudra  pour  qu'elle  soit 
positive,  ainsi  que  l'exige  la  nature  de  la  question,  qu'on  ait  aussi 
P>o,  ou  FJff —  G*>o,  On  voit  par  là  que  les  coefficiens  F  et  H 
doivent  être  positifs  en  même  temps,  ou  négatifs  en  même  temps:  dans 
le  premier  cas,  la  quantité  Fh^^elc.  conservant  toujoiurs  le  signe  po- 
sitif qu'elle  .a,  lorsque  A:,  /,  etc.  sont  égaux  à  zéro,  indique  un  mini- 
mum; le  maximum  aurait  lieu  dans  le  second  cas  où  elle  serait  négative. 
Pour  se  convaincre  à  posteriori j  que  lorsque  les  conditions  qu'on 
vient  de  trouver  sont  remplies,  l'ensemble  des  termes  du  second  ordre 
de  la  série  j4  ^Bh*^  ^A:-f-etc.  restera  toujours  de  même  signe,  quels 
que  soient  h,  ky  l,  etc.  ;  il  suffira  de  remarquer  que  l'équation  du  se- 
cond degré  dont  les  racines  seraient  ^==  — art  V — /8',  aurait  la  forme 
(/-t7*)*  +  /3'=:o,  et  en  représentant  par  —  K*,  —  Z%  etc.  les 
quantités  qui  soQt  sous  les  radicaux  des  valeurs  de  A,  A:,  etc. ,  on  transr 
formera  les  expressions 

Fh'  +  :^Gkh +X/-+etc.^       fF[(h+9!L±p:^y+^] 

Ph+2Qkl~\- Rl^+etc.  ou  rv  «»  ) -P.{(*4-    ^2i+£2:    )*+-] 
etc.  )       Cetc. 

mettant  dans  K%  ponr  Z'  sa  valeur  77*  +  etc.,  et  substituant  le  ré- 
.«lut  du»  F[(A  +  «*  +  g-t-'"y  +  ^]  ,  a  yisadr. 

On  voit  bien  maintenant  que  cette  expression  ne  saurait  changer  de 
signe,  en  même  tenips  que  A,  A:,  /,  etc.,  et  que.  JP  et  y  étant  po- 
sitifs, son  signe  dépendra  de  celui  de  F. 

Si  u  ne  contenait  que  deux  variables,  les  coefficiens  />,...  /,  K, 
X,  etc.  seraient  nuls,  et  les  conditions  du  maximum  et  du  minimum 
se  réduiraient  à  JPif—  G*>o.  Euler,  dans  son  Calcul  différentiel^  n'in- 
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diqua  que  la  nécessité,  d'avoir  F  et  If  positifs  ou  négatifs  en  même 
temps  ;  M.  Lagrange  montra  le  premier  que  cette  condition  n'était  pas 
suffisante,  et  on  lui  doit  îa  théorie  que  nous  venons  d'exposer. 

Si  les  coefficiens  du  second  ordre  s'anéantissaient  en  mèfiae  temps  que 
ceux  du  premier,  il  n'y  aurait  maximum  ou  minmitim  qu'autant  que 
ies  Coefficiens  du  troisième  disparaîtraient  aussi,  et  que  les  termes  du 
quatrième  ordre  formeraient  une  quantité  dont  le  signe  ne  dépendrait 
aucunement  de  A,  A',  /,  etc.  La  considération  des  facteurs  imaginaires 
que  devrait  avoir  cette  quantité  pour  satisfaire  à  la  condition  demandée, 
mènerait  à  des  résultats  analogues  aux  précédens. 

167.  On  rencontre  aussi  pour  les  fonctions  de  plusieurs  variables 
des  noaximums  et  des  minimums  dans  lesquels  les  coefficiens  différentiels 
prennent  des  valeurs  infinies.  Cela  arrive,  par  exemple,,  à  la  fonction 

II  est  visible  que,  quelque  valeur  que  l'on  donne  aux  variables  indé- 
pendantes X  eijTy  on  obtiendra  pour  u  des  valeurs  plus  petites  que 
celles  qui  résultent  de  la  supposition  de  a:  =  0,^  =  0*:  cette  dernière 
valeur  uz=:b  est  donc  un  véritable  maximum;  cependant  les  coefficiens* 
différentiels 

au  ^^^       r-aa?  du    ^       — »  oy 

deviennent  infinis  lorsqu'on  y  fait  jc==o,  j^=^o  (i4^). 

U  suit  de  là ,  que  pour  donner  a  la  recherche  des  maximums  et  des 
minimums ,  par  rapport  aux  fonctions  de  plusieurs  variables ,  la  même 
généralité  qu'à  Tégard  dés  fonction»  d'une  seule,  il  faudrait  ajouter  k 
la  règle  du  n!"  t65  des  remarques  analogues  à  celles  ^n  n""  159;   mai& 
je  ne  m'y  arrêterai  point,  n'ayant  eu  intention  que  d'mdiquer  les  cas 
Mtiguliers,..semblables  au  précédent.  Je  me  bornerai  à  observer  que  dans^ 
ces  cas,  le6  maximums  et  W  minimums  se  reconnaissent,  parce  que 
le  changement  de  la  fonction  proposée ,  produit  par  la  substitation  de 
a-f-A  et  de  ^-+-^^  à  la.pla<^e  de  x  et  dèj^^  peut  s'exprimer  de    ma- 
nière qiie  SA  totalité ,  ou  au  moins  sa  partie  la   plus  considérable  ,    ne 
chitoge  pas  du  signe  avec  les  accroi5i9«mens  h  et  ^:. dans  l'exemple  ci— 
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dessus^  il  vient 

quantité  qui  consenre  le  même  signe. 

Il  faut  d'ailleurs  remarquer  que  la  possibilité  de  l'existence  du  maxi* 
mum  ou  du  minimum  sera  toujours  indiquée  par  le  calcul  différentiel  ^ 
puisqu'ils  ne  peuvent  avoir  lieu  que  dans  une  circonstance  où  les  coef^ 
ficiens  différentieb  prennent  l'une  de  ces  formes  0,  |,  ou^^  qui  servira 
d'indice  pour  examiner  plus  particulièrement  la  marche  de  la  fonction 
proposée. 

Dans  cette  circonstance  y  et  quoi  qu'il  arrive  après  la  substitution  de 
a,  b y  Cy  etc.  dans  u  et  dans  ses  coefficiens  diffîrentiels,  il  faut  tou- 
jours que  les  résultats  obtenus  par  la  supposition  de  j:=a=bA, 
j=5i±A:,  z=cdb/^  etc.  soient  tous  moiifdres  ou  tous  plus  grands 
que  celui  qui  répond  à  x^t=ia  y  jr=ib y  z'=zcy  etc.  ;  et  les  diverses  mé* 
lliodes  propres  à  £ûre  reconnaître  si  cela  a  lieu^  le  seront  aussi  pour 
s'assurer  de  l'eustence  du  maximum  ou  du  minimum. 

i68.  Pour  donner  un  exemple^  j'ai  choisi  la  question  suivante ^  ana- 
logue à  celle  du n^  161  :  partager  la  quantité  sTen  trois  parties  x,  y  , 
a — X — y  j   telles  que  le  produit  x'y(a— x— y^  fioit  un  maximum. 

On  a  alors' 

les  facteurs  ma — mx — nif^^px  et  na-^nx'^nj'^pj y  étant  ég^Jés  à 
zéro^  donnent  les  équations 

m{a  *—  X  — T")  —  ;iJ?  CS3  o  , 

^î,  en  éliminant  a— x  — y  y  conduisent  d'abord  à 
mpj^npx^szOy      d'où      J^'^i 
et  on  trouve  ensuite 

ma  na  /i  — .  ^  —  y  —        ^       , 
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Ponr  savoir  si  ces  valeurs  appartiennent  en  effet  à  un  maximum,   on 

les  substituera  dans  les  expressions  générales  de  ?-; ,  g-g-  j   3-;  •    ^^ 

faisant^  pour  abréger,  m+/i+;;=yy  on  trouvera 

<^=-    —   (.tJ    Kj)    V7-'    ' 

Les  quantités  F  et  H  sont  négatives ,  et  on  s'assurera  sans  peine 
qu  elles  remplissent  la  condition  FIf  —  G*  >  o ,  lorsque  les  expo- 
sans  m,  ^p  P  ^^^^  positifej  ainsi  on  aura  obtenu  le  maximum 
demandé. 

DesUmitcsdeia      169.  La  propositîou  du  u""  x55,  qui  sert  de  fondement  à  la  déter- 

•érieOeTayior.   n^înation  des  maximums  et  des  minimums^  et  d'autres  du  même  genre, 

ont  fait  naître  à  M.  Lagrange  l'idée  d'assigner  des  limites  entre  lesquelles 

soient  comprises  les  diverses  valeurs  que  prend  la  série  de  Taylor^  lors^ 

qu'on  la  eomtmence  à  l'un  quelconque  de  ses  termes.  Si ,  par  exemple, 

on  ne  veut  considérer  que  les  deux  premiers  termes  ""f-^r-  >  ^  ^st 

satisfaisant  de  connaître  des  lûmtes  entre  lesquelles  soit  comprise  lai 
partie 

dont  on  ne  tient  pas  compte. 

Ces  limites  se  découvriraient  très-aisément,  si  tous  les  termes  de.  Ta 
série  étaient  de  même  signe*  En  effet  la  série  de  Taylor,  coxmnencée 
au  terme  de  l'ordre  n-^i,  étant 

dx»+'  1.3.3. . .  (n+O  "**djc-^  1  ..».3. . .  (/i+a)  "**dï=^  i.ia.3.  . .  C«+5)^^^^'  ^ 
Kvient  à 

i.a.3...(»+i)tdx"+«"*"dx'^n+2"*"dï^=î=3(«+a)(n+3)  ^T'^^^-  /  > 

et  on  voit  d'abord  que  la  somme  de  la  suite  comprise  entre  les  accolades ., 
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$arpa«8e  son  premier  terme 

puis  si  Ton  représente  par  g^;r^,  ce  que  devient  la  fonction  j-^^,  lors^ 
qu'on  y  change  x  en  x^h  y  on  aura 

expression  dont  chaque  terme  est  évidemment  plus  grand  que  celui' 
qui  lui  correspond  dans  la  série  comprise  entre  les  accolades  ci-dessùs^ 
puisqu'il  a  des  diviseurs  moindres  :  cette  série  est  donc 

d^^         *        d^^ 
-^da;-+'     ^^       T-dx"-^*'  . 

Il  résulte  de  là  que  la  valeur  de  la  série  de  Taylor 

,     ,         ,   di/ft    ,    d*a    *•     ,    d»a      V      ,      , 

"  =  "+sr+d^r:ï  +  d^T:ï:3+^t^-^ 

considérée  dans  son  entier^  sera  comprise  entre  les  quantités 

"^ '*"di7*  •'"•"*" a:?  1 -2.. .»"*"dx«*'i. 12.3...  (rt+i)> 
.    duA  ,  d«tt       A»         ,   d»+'a'  A»+» 

w+x;7 +J7ïïrT — r  +  : 


■  dr  1 "^dx-  1  .a. . .«  ^"^  dx»+»  i  .a.3. . .  (n+i)* 

Dans  cet  état  de  choses^  Tes  valeurs  de  la  fonction  u  et  de  ses  coeffi- 
ciens  différentiels  croissant  depuis  x  jusqu'à  a:+A^   il   s'ensuit  que 

â~~^  el  -T^x  sont  respectivement  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des 

valeurs  que  le  coefficient  différentiel  de  l'ordre n^\  prend  dans  cet 
intervalle ,  valeurs  desquelles  dépendent  ainsi  les*  limites  de  la  somme 
de  tous  les  termes  qui  suivent  celui  de  l'ordre  n^ 


170.  Les  considérations  précédentes^  qui  ne  laissent  rien  à  désirer 
du  côté  de  la  simplicité,  ne  pouvant  s'appliquer  au  cas  où  les  signes 
»f.  et  —  se  combinent  d'une  manière  quelconque  dans  la  série  de  Taylor, 
il  y  a  lieu  de  douter  que  les  limites  assignées  ci-dessus  à  la  partie 
de  cette  série  commençant  à  Tordre  n^\y  puiissent  convenir  à  tous  les 
cas.  Pour  s'en  assurer ,  M.  Lâgrange  a  eu  recours  à  des  artifices  d^aïut^ 
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lyse  qui  sont  très-élégans ,  mais  que  je  suis  forcé  de  modifier  nn  peu 
pour  ne  pas  inlerverlir  Tordre  de  ce  Traité- 

Je  commencerai  par  établir  comme  proposition  auxiliaire ,  que  tonte 
fonction  V  d'une  variable  t  f/ui  s*évanouit  en  njéme  temps  que  cette  va-- 
riable,  et  dont  le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre,  que  je  désigne^ 
rai  par  V,  ne  change  pas  de  signe  dans  Vintèrualle  de  t=6.à  t::ç=bj  et 
ne  devient  pas  infini,  est  nécessairement  de  tnême  signe  qu^  ce  coefficient, 
si  b  est  positif  y  et  de  signe  contraire  si  b  est  négatif  Voici  comme  cette 
proposition  peut  se  démontrer  : 

Si  Ton  partage  l'intervalle  b  en  un  nombre  n  de  parties  égales^  et  qu  a 

b  ab  Zb 

répondent 

.£^=0,      ^Cr.,      =  CT.,      =  Cr„    etc., 

ir=ir.,  =  ir,,    «=  J7.,    =  ir,,  etc., 

il  suit  des  remarques  du  n*  17,  et  de  Thypothèse  établie  sur  le  coeffi* 
cient  différentiel  W  ,  que 

tr.  =tr.  i  +  f-.    (5)'. 
p.  _  u.  =v.  i  +  y.  (^)-. 


^o  >  '^i  >  ^â^  •  •  •  •  ^»-^o  ^^^*  d^*  quantités  que  la  supposition  de  is=:0 
Q^  rend  pas  infinies,  et  <i  étant  '>  \.  Cette  dernière  circonstance  per* 
met  de  rendre  le  second  terme  de  chacune  des  expressions  ci<-dessus 
aussi  petit  que  Ton  y^Hidni,  par  rapport  au  premier  ;  le  signe  de  ces  ex- 
pressions ne  dépendra  donc  que  de  celui  de  leur  premier  terme,  et 'si  ce 
dernier  signe  est  le  même  dans  toutes,  il  afiectera  nécessairement  leur 
soînme;  or  en  ajoutant  led  premiers  membres,  et  effaçant  ce  qui  se 
détruit,  on  trouvera  que  cette  somme  est  égale  à  £/. ,  c^est-à-dire  à  la 
valeur  de  XJ  correspondante  ai,  qui  sera  par  conséquent  de  même 
ligne  que  les  produits  UJb^  UJk^  etc.,  c'est-à-dire  de  même  signe 
que  les  quantités  U\y  £^,,  etc.  si  à  est  positif,  et  de  signe  contraire, 
«i  h  est  négatif.  • 
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171.  Gela  posé>  soient  m  eï  M  des  quantités  constantes ,  re6peY:tî- 
vendent  plus  petites  et  plus  grandes  que  toutes  les  valeurs  que  reçoit^ 
dans  rintervalle  de  a:  à  ar+A>  I^  série 

en  donnant  à  A  des  valeurs  successives  commençant  par  o;  on  aura^ 
d'après  la  série  de  Taylor, 

u'^u>mh      et^    u'^ — u<iMhy 
ou 

it — tt  — iw/i>o      et      Mh — (w'— tt)>o; 

mais  il  est  visible  ^ue  ces  quantités  peuvent  être  regardées  comme  à^ 
fondions  de  hy  qui  s  évanouissent  quand  As=ro^  puisqu'alors  i/zsu;  et, 
sous  ce  point-de-vue^  elles  seront  de  même  signe  que  leur  coefficient 
différentiel  du  premier  ordre  ^  pris  par  rapport  à  h,  s'il  ne  change  pas 
de  signe  et  ne  devient  pas  infini  pour  quelque  valeur  de  h  inférieure  à 
celle  ou  Ton  s'arrête;  or  ces  coefficiens  différentiels,  qui  sont  respec-^ 
tivement 

au'  juf       du' 

•     d7-'"'    -5— ar^ 

demeureront  positii^^  si  l'on  prend  m  moindre  que  la  plus  petite  des  va*- 
leurs  de  -^^  et  M  plus  forte  que  la  plus  grande  de  ces  mêmes  va-** 

leurs;    ce    qui  s'accorde  avec   le  n*   16^,  puisque  jT=gj0^5).' 

Supposons  ensuite  que  /»  et  ibf  représentent  des  quantités  respective^ 
ment  plus  petites-  et  plus  grandes  que  la  série 

d*u     ,   d^tt  A    ,    d^tt    A*     .    ^. 

d^^^dPs-^-a:33l■^^*^•J 

en  considérant  toute  la  série  de  Taylor,  o»  aura. 

,  au  h  ^    mh^ 

et  ^ar  conséquent  les  quantités  ^ 

.  du  h-       mh»  Mh*        (,/'.       d«*\-. 
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qui  s^evanouissent  quand  A  =2  a,  devront  être  loutea  deux  positÎTes.  Si 

Toq  on  prend  les  coefficiens  différentiels  par  rapport  à  /* ,  il  viendra 

du'        du  ,  •*-,         du'    ,    du 

d3î-d:;j~'^*>  *    ^*~dA  +  d:^> 

quantités  qui  s'évanouissent  encore  lorsque  h=iO^  parce  que,  dans 

ce  cas. 

dtt'_du'_du  ^. 

dî  "^  éx  "^  da:  ' 

leur  signe  sera  donc  encore  le  même  que  celui  de   leurs  coefficiens 
différentiels  y  pris  par  rapport  à  A.  Ces  derniers^  étant 

-g^-m,        et        itf-aF> 

seront  toujours  positifs  si  m  est  moindre  que  la  plus  petite  des  valeurs 
de  tt;,  et  si  M  surpasse  la  plus  grande;  et  comme  53Gr  =  "3^  (^^5); 
on  verra  donc  encore,  dans  ce  cas,  que  la  série 
d*tt       d^tt  h  j_  d%  ^    .      .^ 

S?  "^  a?  3  T  d?  3.4  "*■ 

est  comprise  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  valeurs  de  -g^. 

La  marche  précédente  peut  se  continuer  dans  tous  les  ordres  ,  et  je  ne 
ferai  qu'indiquer  le  calcul  pour  les  limites  m  et  ilf  de  la  série 

d«u  .   d4u  A   .  d*u   A»     ,      , 

en  observant  qu'il  Êiut  difierentier  trois  fois  de  suite,  par  rapport  à  A, 
les  expressions 

/ duA d^u   A*  m¥  MV        y  ^  duA d*a  A*\ 

drl      dxM.a        i.a.3*.    ÎTO        V      "      drl      dx*i.2/^ 

ce  qui   donne  successivement 

du'        du        d»u  ,       TîiA»  il/A*       /  du'        du       d*u  ,  \ 

"ar       dx^Âe'^T^»  r73~'V'dï""~di~da;*'^j* 

dV       d»u  ,  ,^,        /dV       d*u  \  • 

^»U'  ^  tftt' 

aF"''^>  ^"^  dF> 
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et  en  raisonnant  comme  ci-dessus ,  on  verra  que  m  el  M  doivent 
représenter  la  plus  petite  et  la  plus  grande  valeur  de  ^: 

J'ai  supposé  h  po^tive:  si  ceUe  quantité  était  négative^  U  j&udrait 
prendre  les  limites  dans  un  ordre  inverse  ;  m  répondrait  à  la  limite  en 
excès  ^  et  3f  à  la  Jimite  en  défaut* 

L'application  de  cette  règle  ne  présentant  aucune  difficulté^  je  me 
bornerai  au  premier  des  exemples   donnés  par  M,    Lagrange.    Soit 

u=:x^i  l'expression 

donnera  la  plus  petite  valeur  de  -^—^ ,  et 

sera  la  plus  grande:  la  valeur  de  w' =s(x 4-^)^*1   sera  donc  toujours 
comprise  entre  celles  des  expressions 


•I 


"^       1        "^  TTâ  "^  i.a.3...(/i+i)  » 

"•"       1       "^  T^  "^  '      i.a.3...(n+0 

Cette  remarque  peut  être  utile  dans  les  cas  où  la  série  produite  par  te 
développement  des  puissances  n'est  pas  convergente  (  Introd^j  S). 


17a.  Les  valeurs  de  la  partie 

dx*+*  "+"  dx«-*-  ;r+S  "*"  dx-w  (7i+a)(iH-3)  **"  ^^^'  * 

devant  ètrt  comprises  entre  la    plus  grande  et  la  plus  petite  valeur 

que  prend  jrirri  P^^'^  toutes  les  valeurs  que  l'on  peut  donner  à  h,  depuis 

o  jusqu'à  ceUe  où  Ton  s'arrête^  il  est  visible  qu'il  existe  une  valeur  in- 
termédiaire du  même  coefficient  différentiel^  qui  est  précisément  égale 
à  la  série  ci-dessus,  et  qu'en  la  substituant  dans  la  série  de  Taylor, 
elle  donnerait,  par  un  nombre  n+a  de  termes,  la  valeur  exacte  du 
développement  de  1/. 

I-  49 
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Soit  17,^,  celle  valeur  de   ,     "^ ,  qui  doit  être  nécessairement  finie 

toutes  les  foi$  que  le  coefficient  différentiel  dont  elle  dérive  ne  devient 
pas  infini  pour  les  valeurs  précédentes  de  A;  on  aura  rigoureusement 


"'  =  "  +  x;7  + +T7irr-:; — ::  + 


dx  1  ^^ *^dx*  1.2.  .,71  ^^  i.a. .  .(/i+O' 

On  voit  mainlenant  comment  il  est  possible  d'assigner  pour  A  une  va- 
leur telle ,  que  le  terme  j^- surpasse  la  sonmie  de  tous  ceux  qui 

doivent  le  suivre  dans  la  série  de  Taylor  ;  car  les  deux  derniers  termes 
de  l'expression  ci-dessus  revenant  à 

i.a...iildx«"'"  (/i-f-i)"/» 
il  suffit^  pour  remplir  le  but  indiqué,  de  faire 

Dans  ce  cas ,  il  n'est  pas  nécessaire   de  connaître   la  valeur  de  U^^^  ; 
on  peut  la  remplacer  par  une  quantité  qui  la  surpasse,,  et  employer  à 

cet  effet  la  plus  grande  valeur  que  prend  ,      ,   dans  un  intervalle  plus 

étendu  que  la  valeur  de  h  à  laquelle  on  s'arrête. 

175.  On  peut  généraliser  sans  peine  les  déterminations  précédentes  ^ 
en  suivant  la  marche  que  nous  allons  indiquer  par  rapport  aux  fonc- 
tions de  deux  variables.  Soit  u  une  fonction  de  jc  et  de  7- j  et  Êdsons 
pour  un  moment 

i  éUnt  une  nouvelle  variable  dont  u  sera  par  conséquent  une  fonction, 
implicite:    on  aura  alors 

da  ..^  d"^  do?    j^  da  ày d"  1     i_  du  • 

d^  "^didt  "^^  dF^d^;   •"+■  d^*' 

et  comme  jj-  ^t  ^  sont  des  constantes,  on  trouvera 

*«_d^  d£  d»tt^  dxdy        d*udy*_d*i*  ,      ,    -    d-a    ,,     ,    d'tt  , 

dl*— dx*   d^  "♦■^dxdy  dtdf  "*"^«dF-"d^'*  ^^djS^^^+dy**^ 
etc.  ; 
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«nftorte  que  si  t  se  change  en  ^4-*>  on  aura  les  deux  developpemens 
identiques  y 

"=''+  a^î+3?■r:3  +  5FïX3+'"'•• 
En  arrêtant  le  premier  au  terme  ~ — - — .   la   somme   de   tous  les 
termes  suivans  aura  pour  limites  ce  que  devient 

lorsqu'on  y  met  successivement  pour    ,  _^^ ,  la  plus  grande  et  la  plus 

.  petite  valeur  que  prend  ce  coefficient 'différentiel ,  depuis  a  =  o  jusqu'à 
la  valeur  où  l'on  s'arrête.  Il  suit  de  là  qu'en  poussant  le  second  dévelop-* 
pement  jusqu'aux  termes 

la  somme  du  reste  de  la  série  aura  pour  limites  ce  que  devient 

lorsqu'on  y  met^  au  lieu  de  la  fonction 

la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  qu'elle  prend  depuis  a=:o  jusqu'à 
la  dernière  valeur  que  Ton  donne  à  a;  et  il  faut  observer  que  le  chan- 
gement de  t  en  /•+-«,  change  respectivement  a:  en  a:+*A>  et^  en^+aA\ 
Il  est  visible  qu'en  prenant  ot=i,  le  second  développement  de  r/ 
devient  la  série 

+  etc. , 
dont  oa  a  par  conséquent  les  limites^  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit. 
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Je  ne  m'étendrai  pas  davantage  sur  ces  formules  ;  je  me  bornerai  à  fidre 
observer  que  l'applicatioa  du  Calcul  intégral  fournit  une  méthode 
plus  directe  et  plus  générale  de  concentrer^  pour  ainsi  dire  y  une  série 
dans  un  seul  terme  ^  et  que  D'Alembert  est  le  premier  qui  ait  donné 
le  moyen  d'atteindre  ce  but  à  Tégard  de  la  série  de  Taylor ,  en  ne  la 
développant  que  successivement;  mais  il  ne  se  proposait  que  d'en  dé- 
montrer la  formation.  C'est  M.  Lagrange  qui  a,  le  premier,  envisagé 
la  chose  sous  le  point*de-vue  précédent,  et  qui  a  simplifié  le  procédé 
mis  en  usage  par  D'Alembert  M.  Ampère  a  depuis  traité  le  même 
sujet  avec  élégance,  dans  le  XIII*  cahier  du  Journal  de  PÉcole  Polj- 
technique.  Ces  diverses  méthodes  seront  rapprochées  dans  le  troisième 
volume  de  ce  Traité,  où  je  donne  rapplicatî(m  du  Calcul  différentiel 
et  du  Calcul  intégral  à  la  sommation  des  suites. 
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CHAPITRE  IV. 

Théorie  des  Lignes  courhes. 

V^uoiQVE  le  principal  objet  de  ce  Chapitre  soit  l'application  du 
Calcul  différentiel  à  la  théorie  des  lignes  courbes  y  j'ai  cru  devoir  y 
comprendre^  d'une  manière  succincte^  la  partie  purement  algébrique 
de  cette  théorie ,  afin  d'offrir  un  ensemble  complet^  et  de  lier  entre 
elles  des  notions  qui  sont  éparses  et  présentées  sous  des  points-de-vue 
très-différens.  U  ne  sera  question  ici  que  des  courbes  qu'on  peut  tracer 
sur  un  plan:  on  trouvera  dans  le  chapitre  suivant  ce  qui  regarde  les 
courbes  tracées  sur  des  sur&ces  courbes. 

174-  On  sait  que  toute  équation  à  deux  inconnues  peut  être  cons^ 
truite  par  une  courbe^  dont  ces  inconnues  sont  les  coordonnées,  et  que  ^^^^^ 
réciproquement,  dans  toute  courbe  assujétie  à  une  loi  régulière  par  sa  tances  da  coun 
description,  ou  douée  de  quelque  propriété  commune  à  tous  %%%  points,  f,[dîmi^ww 
il  existe  toujours  entre  les  abscisses   et  les   ordonnées,  une  relation  ^tb^ûoii. 
constante  qui  exprime  sa  nature ,  et  de  laquelle  on  peut  déduire  toutes 
ses  propriétés  (Voyez  le  Traité  Èlém.  de  Trig.  et  (Pappl.  de  t^lg.  à 
la  Géom.).  Cette  relation  ne  saurait,  dans  tous  les  cas,  s'cAtenir  sous 
une  forme  algébrique;  et  de  là  naît  la  distinction  des  courbes,  en  courbes 
algébrtques  et  en  courbes  transcendantes. 

On  appelle  aussi  ces  dernières,  courbes  mécaniques;  mais  cette  dé- 
nomination me  parait  fort  impropre,  car  la  description  d'une  courbe 
quelconque,  à  commencer  par  celle  du  cerde,  ne  s'exécute  que  par 
des  moyens  mécaniques,  et  telïe  cour}ie  algébrique  en  exige  de  plus 
compliqués  que  certaines  courbes^  transcendantes. 

On  divise  les  lignes  en  différens  ordres,  d'après  le  degré  de  leur 
équation.  La  ligne  droite  forme  le  premier  ordte,  parce  qu'elle  repré- 
sente l'équation  générale  du  premier  degré  à  deux  indéterminées.  Les 
£gnes  du  second  ou  du  troisième  ordre  sont  celles  dont  les  équations* 
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montent  au  second  ou  au  troisième  degré,  et  ainsi  des  autres.  Newton 
considérant  que  le  premier  ordre  ne  renfermait  que  la  ligne  droite , 
et  que  les  courbes  ne  commençaient  à  se  montrer  que  dans  le  second, 
divisa  ces  dernières  en  genres,  et  nomma  courbes  du  premier  genre , 
lés  lignes  du  second  oipdre  ;  courbes  du  deuxième  genre,  celles  du  troi- 
sième ordre,  et  ainsi  de  suite. 

Les  lignes  d'un  même  Ordre  se  subdivisent  en  espèces,  par  la  consi- 
dération des  principales  circonstances  de  leur  cours. 

175.  S'il  était  possible  de  résoudre  les  équations  de  tous  les  degrés ,  rien 
ne  serait  plus  facile  que  de  suivre  le  cours  de  k.  courbe  représentée  par 
une  équation  algébrique  quelconque.  En  effet,  supposons  que  cette  équa- 
tion étant  résolue  par  rapport  à  lune  des  indéterminées  qu'elle  renifemie, 
jy  par  exemple,  ait  donné'  les  différentes  racines  X'y  Jf',  X^y  etc. , 
qui  seror^l  nécessairement  des  fonctions  de  x  et  de  constantes;  la  ques- 
tion se  réduira  à  examiner  en  particuBer  le  cours  de  chacune  des  lignes 
produites  par  les  équations  ^  =5=  Jf',  j  =  JT",  j^  =  JT*",  etc.,  lorsqu'on 
donne  à  x  tout^  les  valeurs,  tant  positives  que  négatives,  que  peuvent 
admettre  les  fonctions  X'y  X^y  X'y  etc. ,  sans  cesser  d'être  réelles.  Ces 
lignes  seront  autant  de  branches  de  la  courbe  que  représente  l'équa- 
tion  proposée. 

L'étendue  de  chaïqu^e  branche  sera  déteftninée  par  celle  que  com^ 
prennent  les  diverses  solutions  dont  est  sus<:eptiUe  L'équation  qui 
la  représente.  Si  parmi  Les  quantités  X,  X'y  X'y  etc.  il  s'en  trouve  qui 
deviennent  infinies,,  ou  dans  lesquelles  on  puisse  supposer  x  infini,  il 
en  naitra  des  branches  dont  Le  cours  sera  infini^  puisqu'elles  pourront 
s'éloigner  indéfiniment  de  l'un  des  axes  ou  de  tous  les  deux  à4a«-fois« 

Une  branche  ne  s'arrête  que  parce  que  l'expression  de  son  ordonnée 
devient  imaginaire;  mais  le  cours  de  la  courbe  proposée  n'est  pas  inr 
ierroropu  pour  cela  :  il  arrive  seulement  alors  que  deux  branches  se 
réunissent  et  se  continuenit  réciproquement  On  s'en  convaincra'  en 
observaut  que  les  valeurs  imaginaires  de  j  sont  nécessa^reflaeni  en 
.noaibre  pair,  et  que  celles  d'un  même  couple  ont  été  r^ell^  et  égales 
avant  de  devenir  imaginaires.  En  effet,  l'équation  proposée  pouvant 
'toujours  se  décomposer  eu  facteurs  réels  du  premier  et  du  second  de- 
gré, si  on  représente  par  j^*— aP^  +  Ç  =  a  un  de  ces  derpi^s,  on 
verra  que  ses  racines,  Pdb  V^/^  —  (>,  ne  derienneiU  imaginaires  qu'à 
caxise  que  Q  devient  plus  gi^and  que  P%  de  moindre  qu'il  était  d'al^^rd. 
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et  qu'il  y  a  par  conséquent  un  point  où  les  fonctions  de  x  que  désignent 
les  lettres  P  et  Ç,  sont  telles  qu'on  a  jP^sssÇ,  ce  qui  anéantit  la  quan^- 
tité  radicale^  et  donne  pour  jr  deux  yaleurs  égales.  L'exemple  suivant 
fera  disparaître  les  difficultés  qui  pourraient  résulter  de  cette  xaanière 
générale  de  considérer  les  courbes. 

176.  Soit  l'équation  jr^  —  96^5^*  +  looa^jc*  —  x^=:o;  en  la  résolvait 
par  rapport  à  /,  à  la  manière  des  équations  du  second  degré  ^  on  en  ti* 
rera  les  quatre  suivantes  : 

jr  =        |/48a»  +  V^x* ~  ioo«*jc*  4-  fi3o4^ (i)., 

y  =  |/^48tf*  —  \/a;^  ~  looa'x^  +  aSoj^/, .  .(^) , 
j  j=z  -^  p^48«*  +  v/jc* —  i<>or»jc*+25oy....(5), 
7  =  —  ï/^48a»— V^ — iooa*jc*H-a5o4«*..^.(4). 

Il  Êiut^  d'après  ce  qui  précède,  examiner  le  cours  de  la  ligne  que  clia-r 
cune  d'elles  exprime  en  particulier,  lorsqu'on  suppose  x  posidf  et  lors-- 
qu'on  le  suppose  négatif* 

On  voit  d'abord  que  les  branches  que  représentent  l'équation  (1} 
et  réquation  (3)  sont  semblables,  et  que  lune  est  placée  au-dessus  de 
AB yjîg.  4>  tandis  que  l'autre  se  trouve  au-dessous;  il  en  est  de  même  pig.  4^ 
à  l'égard  des  branches  que  produisent  les  équations  (2)  et  (4)  :  il  sut 
fira  donc  de  considérer  les  équations  (i)  et  (a).  La  valeur  de  j^  tirée 
de  l'équation  (i)  sera  réelle,  tant  que  la  quantité  x^ — 1  boa* jp*-|-a'5o4<»* 
sera  positive  ;  et  comme  elle  ne  peut  devenir  négative  qu'après  avoir  été 
nulle,  les  racines  de  l'équation  j:r^ — îooa*J:*-f*23o4«^  =  o  seront  les 
limites  des  valeurs  qu'on  peut  donner  à  x.  On  trouvera  que  celte  équa- 
tion a  pour  facteurs  . 

X  — 6a^    x+6a,    ar-^Sn,    jr-f-^f 

la  quantité  x^  —  looa^x^ -^  2,'So^a^  sera  donc  positive  tant  que  x  sera 
au-dessous  de  6a,  parce  qu'alors  elle  aura  deux  facteurs  positifs  et  deux 
lacteurs  négati&;  mais  elle  deviendra  négative,  si  on  prend  a:  >^  et 
<;  8a  ,  parce  que  l6  seul  facteur  x —  %a  sera  négatif;  enfin  elle  redevien- 
dra positive  pour  toujours,  lorsqu'on  y  supposera  jr>  8a:  oa  observera 
qu'en  faisant  orsio^  Jt:=6a  et  x=8a,  l'équation  (i)  donne ^^Tca  V^^^r 
jr=:\/^8â%  j=3:V'48a\  On   tirera  donc   de  l'équation  (i),   \\  une 
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branche  qui  i'étendra  du  point  D  pris  dans  Taxe  AC^  k  tm  Islande 
du  point  A  égale  à  \/96a%  au  point  F^  pour  lequel  Fabscisse^f^Ga; 
3*.  une  autre  branche  HX  qui^  partant  du  point  H^  dont  Fabscisse 
AG^=Sa,  et  Fordonnée  GH=:\/4Sa^y  s'étendra  à  Finfini  dans  Fangle 
BAC,  où  les  X  et  les^  sont  positifs. 

Passons  maintenant  à  Féquation  (2)  :  on  Toit  premièrement  qu'elle 
l^onnera  des  valeurs  imaginaires  pour^  dans  les  mêmes  circonstances 
que  Féquation  (i)^  c'est-à-dire ^  tant  que  x  sera  compris  entre  6a  et  8^, 
et  que  de  plus  elle  sera  encore  imaginaire^  lorsque  \/^— lOOo^x'+^So^iii^ 
surpassera  48a*.  Pour  avoir  la  limite,  on  fera48a"=  \/a:^-^  i  ooa*x*-|-25o44ï*, 
ou  X*— iooa*j:*c=so,  ce  qui  donnera  a:*  =  o  et  x'-*- iooa*=:o^  d'où 
3Cs=:dtz\oa.  Puisque  dans  cette  équation  ^  est  nul  lorsque  x  est  nul,  et 
qu'il  devient  imagiriftire  lorsque  x  surpasse  6a ,  elle  produira  un£  branche 
qui  se  terminera  à  Fabscisse  AE^=^6a  :  et  il  faut  bien  remarquer  que 
pour  cette  abscisse,  elle  donnera  encore  jr  =  y//fia*,  et  que  par  con- 
séquent cette  branche  s^  réunira  en  F,  à  celle  qu'on  a  déduite  ci-dessus 
de  l'équation  (i).  Lorsque  dans  Féquation  (2)  on  supposera  x=  8a, 
la  quantité  x^  '-*-  looa^x*  -f-  23o4^  s'évanouissant  de  nouveau,  il  en  ré- 
sultera fzn  V^48«%  ^^  T^i  ^^  ^^^^  T^^  ï®  point  H,  appartenant  à  la 
branche  HX  fournie  par  Féquation  (i),  est  en  même  temps  le  premier 
point  de  la  deuxième  branche  tirée  de  Féquation  (a).  Cette  branche  ne 
peut  s'étendre  au-delà  de  Fabscisse  ^/=  10a,  puisque  passé  ce  terme 
j  devient  imaginaire;  mais  an  point  /il  est  nul,  ainsi  Féquation  (2), 
lorsqu'on  y  fait  x  positif,  donne,  depuis  x=8a  jusqu'à  x=  loa,  la 
branche  HI. 

La  supposition  de  x  négatif  produirait  les  mêmes  résultats  que  celle 
de  X  positif,  puisque  l'équation  proposée  ne  contient  que  les  puissances 
paires  àe  x  ;  on  trouverait  donc  dans  Fangle  bAC ,  où  x  est  négatif 
et  jr  positif,  des  branches  absolument  semblables  à  celles  dont  on  vient 
de  montrer  Fexistence  dans  Fangle  ÇAB,  où  les  x  et  les  j-  sont  positifs. 


177.  Pour  mieux  connaître  la  figure  de  la  courbe  proposée ,  on  peut 
la  construire  par  points,  c'est*->à-dire,  assigner  un  certain  nombre  de 
points  qui,  étant  joints  entre  eux,  approcheront  fautant  plus  d'expri^ 
mer  ses  contours,  qu'ils  seront  plus  serrés. 

Pour  exécuter  commodément  cette  opération,  on  prendra  a  pour 
Vanité,  on  fera  successivement  a: ssi^  a:ss;a>  x=S,  x=4>   etc.,  et 


Digitized  by 


Google 


DES  LIGNES  COURBES;  5^5 

«n  CâlculefH  ênraiie  les  yalears  àejr  y  au  moins  par  approximation. 


Lorsque  X  =    o|réquation(i)  donne  jr  =;    9>79S 

=     1  ==    9>744 

=    a  =    9,58a 

c=    3  t=:    9,3oa 

=    4  =    8,887 

=    5  =    8,a89 

=    6  =;    6,928 

=    7  =  imagin 

=    8  =s    6,938 

=    9  =    8>S98 

=  10  =    9,798 

=s  II  =  10,845 

s=;  la      ,  =  11,87» 
etc.  etc 


ré<{aation(a)donne  y  ?= 


o 

s  i,dâi 
=  3,045 
=  5,076 
=5  4>ia5 
5=  5,aa4 
=6,928 
T=zimagin. 

t=  e;9a8 
SÎ5  4>5io 
ss    o 

^ssiimagin. 
etc. 


On  construira  ces  tésnltats  en  prenant  arbitrairement  nne  ligne  pour 
représenter  l'unitë^  et  en  la  portant  siar  l'axe  ^B,  de  chaque  côté  du 
point  jéy  autant  de  fois  qu'il  sera  nécessaire  pour  exprimer  les  valeurs 
de  o;;  par  les  points  où  eUès  se  terminent^  on  mènera  parallèlement 
à  Taxe  jfC  des  droites  sur  lesquelles  on  portera^  tant  au-dessus  qu'au- 
dessous  de  JBy  les  valeurs  de^. 

178.  La  courbe  que  nous  venons  de  discuter  n'a  que  quatre  branches 
infinies;  mais  il  s'en  trouve  du  même  ordre  qu'elle^  qui  en  ont  jusqu'à 
huit  :  telle  serait  celle  qui  résulterait  de  l'équation 

^♦—  2xy^  4-  jc^  —  ii*jc^  -f-  ft*  ss  o; 

dont  les  racines  sont  comprises  dans  la  formule 

En  effet ^  cette  fcMrmule  donne  pour/  quatre  valeurs  réelles  et  itifinies  ; 
lorsqu'on  y  fSeut  x  positif  et  infini^  et  elle  en  donne  encore  un  pareil 
Bombre  dans  k  supposition  de  à?  négatif  et  infini. 

On  verra  dans  le  cours  de  ce  chapitre,  que  le  nombre  des  branches 
infinies  d'une  courbe  ne  peut  surpasser  le  double  de  celui  qui  marque 
le  degré  de  son  équation. 

179.  Nous  ferons  encore  sur  l'équation /•*--«:î;^*4-a:*—<rt»*+i'fc36, 
X.  5o 
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une  Mmarqtie  importante;  c'est  que  dans  le  tœ  o^  h  Mfàk  litii)  «lie  ti« 
représenterait  pli^s  comme  auparavant  une  courbe  unique^  mais  elle  ap- 
partiendrait au  système  de  deux  courbes  du  second  ordre  ;  car  elle  se 
xëduirait  ^  jr^ — 3a:y-[-a:*-— tf*a:*=o,  et  son  premier  membre  se  dé- 
<€omposcrait  en  deux  facteurs  7**  —  a:*  -|- or  et  j^'  —  x*  —  ojt,  qui,  étant 
égalés  à  zéro ^  seraient  les  équations  de  deux  courbes  distinctes;  et 
parce  que  c<ss  équations  satisfont  toutes  deux  à  la  proposée  ^  il  s'ensuit 
que  l'ensemble  des  points  de  chacune  des  courbes  qu'elles  expriment  y 
satisfait  aussi. 

En  général^  une  équation  ne  peut  représenter  une  courbe  unique 
qu'autant  que  tous  ses  facteurs  sont  irrationnels  par  rapport  à  l'une  des 
îndétenninées  a:  ou^;  si  cette  condition  n'a  pas  lieu^  elle  donne  autant 
de  courbes  distinctes  qu'elle  a  de  facteurs  rationnels  en  x  et  en  jr.  Il 
y  a  même  dans  tous  les  degrés  des  équations  qui  n'expriment  qu'un  as- 
«embUge  de  lignes  4rdites;  et  ce  spnl  celles  qui  peuvent  te  décomposer 
ea  &ctews  de  la  foxxxm^  jr^apc-^b ^  a^ib  étant  des  quantités  ration** 
scellas  ou  in'MiOimeUes^  mais  constantes^ 

Le  pla<^  simple  de  ce^  cas^  et  qu'on  re0»nait  $iir-le-<hamp^  a  lieu 
quand  l'éqdalÂoii  proposée  saanque  de  terme  constant ,  et  qu'en 
outre  elle  est  homogène  par  rapport  à  «r  et  j^  Soit  >  par  exemple^ 
l'équation 

j^ — pocj^'+^qxy — rx'sso; 

)ia  siiiiqpe«itîoo  de  ^  »:«?  U  reudauft  -divisible  par  4:^^  k  réduit  & 
«'  — pa^+qa  — rz=L0-,  et  déaîgàaut  par  4",  ^,  «%  les  valeurs  de  a  que 
donnera  cette  dernière^  si  elles  sont  réelles^  on  en  déduira 

j:=^Jxy        jr^a'xy       j^zcTx^ 

ainsji  l'équation  proposée  appartiendra  à  trois  droites  passant  par  Fori^ 
gine  des  coordonnées ,  ou  bien  à  une  ^ule^  si  a  u'a  qu'une  valeur  réelle. 
Dans  le  cas  général^  si  on  substitue  ax'\'h ^  au  lieu  de 7^^  on  doit 
peuVtfir  (iétemiiiier  a  et  i^  au  moyen  des  couatautcs  de  l'équation  pro- 
posée,  de  soanière  à  ce  qu'eUe  soit  sàtisfûte^  quelle  ipie  soit  la  valeur 
•de  a:;  en  égalant  doue  à  séro^  après  la  sufastitutiou,  le  coefficient  de 
ehifque  fAiiasaiiee'  de  x^  ou  aura  \ms  équations  qui  exprnneni  les  condi- 
tions retaiives  à  cette  circonstance^  et  qui  donnent  les  valeurs  de  a 
et  de  h. 

'  i&>;  >4p]«èe  la  considération  dii  nombre  et  de  réten<6ie  des  branches 
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tl*iiiie  eonaAe,  U  présente  celle  de  ses  points  singuliers.  Oa  appelle  ainsi 
les  pointe  de  6oa  cours  ^ uî  offireot  quelques  particularités  remarquables. 
Xja  courbe  qnî  nous  a  senri  d'exemple  a*  176^  en  a  de  plusieurs  espèces. 

Le  points/,  J^.  4»  ^^^ns  lequel  se  coupent  plusieurs  branches    est  fig.  4^ 
qn  point  mukiple;  et  il  est  facile  à  reconnaître ,   parce  qu'en  faisant 
4r=3sOy  les  équations  (2)  et  (4)  donnent  en  même  temps  j'sso. 

Les  points  i^  et  iST  ne  scmt  pas  des  points  multiples^  quoiqu'il  s'y 
réunisse  deux  branches  j  ce  sont  seulement  deux  limites  de  la  courbe 
proposée  dans  le  sens  de  Taxe  uéB,  et  ils  perdraient  celte  propriété  ^ 
s*  on  changeait  la  direction  des  ordonnées. 

La  branche  Ilf  offre  une  espèce  particulière  de  point  singulier.  Après 
^Yoir  tourné  sa  concavité  vers  Taxe  j^C,  elle  lui  présente  ensuite  sa  cou* 
yexité;  ce  changement  s'appelle  iriflexionj^  et  le  point  JiT  où  il  arrive  se 
nonmiei  point  nP inflexion. 


181.  En  donnant  diverses  valeurs  aux  constantes  d*une  équation  k 
deux  indéterminées^  on  en  tire  des  courbes  qui^  quoique  de  formes  très* 
différentes,  ont  cependant  un  caractère  commun;  et  la  manière  dont 
les  circonstances  que  présente  le  cas  le  plus  général,  se  trouvent  mo- 
difiées dans  chaque  cas  particulier,  mérite  d'être  remarquée.  L'équation 

wras  fonmira  un  exemple  bien  simple  de  ces  divers  changemens. 
EUe  donne j-«db  |/^^^f  =  :i=  |^x(x^)(x-k)^  ^^ 

voit  d'abord  que  la  courbe  qu'elle  représente  doit  avoir  de  chaque  cdté 
de  l'axe  AByjig.  5,  des  parties  semblables,  et  que  les  valeurs  de  l'ordon-  FIG.  s. 
née  j*  seront  imaginaires  du  côté  des  orpositift ,  tant  qu'on  fera  ar<&;  mais 
que  du  côté  des  x  négatife,  elles  seront  réelles  depuis  xs=o  jusqu'à  je=—c, 
terme  passé  lequel  elles  redeviendront  imaginaires  pour  toujours.  L'ex« 
pression  de  j^  est  facile  à  construire;  en  le  faisant  pour  un  nombre  su^ 
fîsant  d'abscisses,  on  trouvera  quek  courbe  que  donne  l'équation  pro« 
posée  est  celle  que  représente  la  figure ,  et  qu^eQe  a  du  côté  iieis  x 
négatifs,  un  ovale  dont  le  diamètre  APzszc^  et  dtr  côté  des  x  positifs, 
denx  brandies  infinies. 

Si  on  fait  c=:o,  Féquation  proposée  se  réduit  k  iif*— x*  +  hj^z=:o; 

d'où  on  tirejrzszkl^  .J^fZlJ*  cette  formule,  toujours  imaginaire 
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quand  x  est  négatif^  donne  ^=o  lorsqu'on  y  &it  x^ssuo  ^  et  redevient 
ensuite  imaginaire  jusqu'à  ce  qu'on  fasse  xzsiou^b.  Le  point  A  ^ 
riG.  ^Jig.  Qy\mx  et  jr  sont  nuls  en  même  temps  ^  satisfaisant  à  l'ëquatioa 
ajr*  -^  x^  4-  far'  =  o,  doit  quoiqu'isolé ,  faire  partie  de  la  ligne  résolu 
tante  de  cette  équation.  Cette  circonstance^  qui  parait  singulière  au 
premier  coup-d-œil y  se  conçoit  facilement  quand  on  £dt  attention  que 
plus  la  constante  c  est  petite^  plus  l'ovale  JÏF  de  la  figure  5  est  petit; 
et  on  sent  qu'il  doit  se  réduire  à  im  point^  lorsque  son  diamètre  c 
devient  nul.  On  voit  ainsi  que  la  courbe  donnée  par  l'équation 
aj^ — a:'-f-*x*=o,  conserve  encore  des  traces  de  la  forme  qu'affecte 
celle  que  représente  l'équation  plus  générale  «;^*--j:r*«4^i---c)ap*«+^<^ac==o, 
dont  elle  dérive. 

Les  points  isolés^  tels  que  le  point  A ^  dans  l'exemple  ci-dessus^  se 
nomment  points  conjugués.  Il  y  a  des  équations  qui  n'expriment  qu'un 
nombre  déterminé  de  ces  points.  Si  on  avait  ^  par  exemple^  l'équation 
(x*  —  û5*)*  +  (^*— -i')*  =  o  j  on  ne  pourrait  y  satisfaire  qu'en  £àsant 
jc*  —  a*  s=o,  ^*— -A*=o^  car  un  quarré  ne  pouvant  jamais  devenir  né- 
gatif^ la  somme  de  tant  de  quarrés  qu'on  voudra  ^  ne  peut  être  nulle  ^  à 
moins  que  chacun  d'eux  ne  le  soit  en  particulier  :  cette  équation  don- 
nera donc  xz=zdt:ay  jr^=zdt;,b.  Il  est  facile  de  voir  qu'en  £adsant  dans  ces 
l'ésultats  toutes  les  combinaisons  de  signes  possibles^  on  n'en  tirera 
jamais  que  quatre  points  situés  respectivement  dans  les  quatre  angles 
des  coordonnées.  J'observerai  que  l'équation  proposée  peut  être  re- 
gardée comme  un  cas  particulier  de  cette  autre  plus  générale 
Çx^ — ^*)*  +  (7*  —  **)*  =  ^>  q^i  donne  une  courbe  composée  de 
quatre  parties  fermées^  quand *a  et  b  surpassent  c^ 

Revenons  à  l'équation 

ajr^  —  a;'  +  (i  — c).r*  ^bcx  =:  O  ; 

si  l'on  y  supposait  i=o,  en  conservant  c,  on  aurait  ^•— <rr^— -£:x"b=o  z 
dans  ce  cas  les  branches  EX  et  EX'  de  la  courbe  de  la  figure  5^ 
passant  par  le  point  ^^  se  réuniraient  aux  deux  moitiés  de  l'ovale  A  F 

riG.  7.  et  formeraient  la  figure  7. 

Enfin^  si  on  donne  à  c^  dans  l'équation  o;^'— ib^*— cjr*=o^  des  va* 
leurs  de  plus  en  plus  petites^  \z  feuille  AF  se  resserrera  de  plus  en  plus^ 
et  finira  par  disparaître  lorsqu'on  fera  ^:;=o;  comme  il  est  aisé  de  s'en 
assurer  en    examinant   la  courbe  donnée    par  l'équation  très-simple 

riG.  S.  <jr*  "^^  =  o ,  et  représentée  dans  la  figure  8. 
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Si  on  considère^  eomme  l'abscisse >  et  oc  comme  l'ordoniiée ,  Tëqua- 
lion  ajr^ — x^+(b'-^c)x*'+'bcx=:zo,  étant  du  troisième  degré  par" 
rapport  à  cette  dernière  inconnue^  en  donnera  trois .  valeurs  pour  cha- 
cune de  celles  de  la  première  ;  et  si  on  fait  ^  =  o ,  il  en  résultera 
l'équation  — jc^-4-(i— c)x*-f-ica:=o,  dont  Jes  racines  a: =o,jr= A, 
x=-~c^  expriment  les  distances  des  points ^^  £  et  i^^  à  l'axe  jiCy 

Lorsqu^on  fait  i=o,  les  deux  racines  j:  =  o  et  a:=A  devenant 
égales^  montrent  que  le  point  E  et  le  point  ^  se  sont  réunis^  et  quand 
on  suppose  ensuite  c=o,  Pégalité  des  trois  racines  a:==o,  xz=ib^ 
x= — Oy  prouve  que  les  points  A  y  E  et 'F  n''en  font  qu'un  seul. 

Dans  les  divers  changtsmens  que  subît  la  courbe  donnée  par  Téqua- 
tîon  ajr*'^jc^^Çb^-^c)x^ -^bcx:=zOy  lorsqu'on  fait  successivement  c 
et  b  nuls  y  le  point  A  devient  d'abord  lin  point  conjugué  et  ensuite  un 
nœud;  il  est  multiple  dans  l'un  et  l'autre  cas  y  parce  qu'il  réunit  deux 
branches  de  la  courbe  proposée  :  enfin  y  si  on  décrit  par  points  la 
courbe  représentée  par  l'équation  o;^*— -x'  =  o^  ce  qui  est  facile^  puis- 
qu'on a  j-=dt  1/^  —,  on  verra  que  les  deux  branches  AX  et  AX'y 

fis*  ^9   V^  ^^  s'étendent  point  du  coté  des  x  négatif,  ont  leurs  con-  fig.  s. 
vexités  opposées  lune  à  l'autre,  et  le  point  A  où  elles  se  réunissent  est 
alc^rs  un  point  de  rebroussement  delà  première  espèce. 

On  voit  en  A  y  Jig.  9 ,  un  point  de  rebroussement  de  la  seconde  espèce,  FIG.  9. 
qui  diffère  de  la  première,  en  ce  que  Fqne   de^-  branches,  AX  par 
exemple ,  tourne  sa  convexité,  vers  la  concavité  de  l'autire. 


La  courbe   représentée   dans  la  figure,   est  déduite  de  1  équation 

x^ 
:  —  y  d'où  on  tire 

^         a         aw        a  a         a  w        a 


{aj  —  x*y  =  — ,  d'où   on  tire 


î8a.    La  transformation    des  coordonnées   sert    d'abord  a   de'bar-    D«  b  trao». 
rasser  l'équation  d'une  courbe,  des  termes  qui  la  compliquent  inu^ ^^^^"^ J*^ 
tilement,  parce  qu'ils  ne  tiennent  qu'à  un  défaut  de  symétrie  dans  la^*  •«»  priac»- 
position  des  axes  des  coordoimées  par  rapport  à  la  courbe,  ainsi  qu'on  ^^  '^*^^- 
peut  le  voir  à  l'égard  des  lignes    du   second!  degré ,   dans  le    Traité 
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cité  n^  174;  ici  j^iadiqaerai  son  emploi  dans  la  diacussion  des  cmurbes  , 

el  dans  la  rechercke  de  leurs  formes. 

Le  plus  grand  cbangemeot  qu'on  puisse  apporter  dans  le  système 
des  coordonnées^  sans  cesser  de  les  prendre  droites  et  respectivement 
parallèles  à  deux  lignes  fixes,  consiste  à  leur  donner  une  noorelle  ori- 
gine et  d^autres  directions.  J'ai  construit  ailleurs  (TVa^^e  Élém.  de  Trig. 
et  d^applic.  de  VAlg.  à  la  Géom.)  les  formules  qu'il  £aiut  employer  à 
ce  cbangement.  Elles  ne  sont  autre  chose  que  l'expression  de  la  rela- 
tion du  premier  degré  ^  la  plus  générale  qui  puisse  exister  entre  les 
nouvelles  coordonnées  et  les  coordonnées  primitives  ;  ensorte  que  si  x 
eij  sont  ces  coordowées^  ^  et  ules  autres,  il  âtut  poser  les  équations 

X  ^se^  mt  ^  pu  +  €tfy 
J  ^  nt  +  ÇU  +  fi, 

dans  lesquelles  on  doit  observer  que  a  el  fi,  sont  les  distances  de  It 
nouvelle  origine  à  Torigine  primitive,  prises  dans  le  sens  des  coordon- 
nées primitives;  que  les  quantités  m^n^py  ^,  sont  des  rapports  de  cAtés 
de  triangles,  on  des  ligues  trîgonométrîqxies,  et  que  si  on  désigne  par^ 
le  cosinus  de  Tangle  des  coordonnées  primitives,  par  h  celui  de  Tangle 
des  nouvelles  coordonnées,  on  aura  les  trois  équations 

dont  ks  denx  premtèreft  établissent  entré  m,  n^  /?  et  ^ ,  h  ration 

(/n*+  ^)pf  —  C/^  +  y*)'»'*  ssp^'—mn. 

Lorsqu^on  désigne  par  ^  Fangle  compris  entre  les  axes  des  x  et  des  /, 
par  4"  celui  que  Taxe  des  j^  fait  avec  Taxe  des  u,  par  m  celui  que  l'axe 
des  X  fait  avec  Taxe  des  j*,  les  expressions  générées  de$  coordonnées  pri- 
mitives X  et  j",  deviennent 

**  fiin  M  •  Bin  fià  I      »^  y 


81D  fl»        '         8in  eâ 


JTangle  des  nourelles  coordonnées  est  ^— f..^,  ^  il  n'y  »  pla« 
d'équation  de  condition. 

QuMdrjm^ des  coordonnées  primitives  est  droit,  sm#=i,  et 

x  =  t  cos^  +  u  sin>|/  -f-«, 
f=^t  sin^  +  wcos^/  +  /8. 
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Sîn  4  ^^^^  la  première  de  cea  expressions  et  sîn  <p  dans  la  seconde , 
entrent  comme  cosinns  des  angles  compris  entre  les  axes  des  x  et 
des  1/9  des^  et  des  f  ;  si  donc  on  désigne  ces  angles  par  ^*  et  4/',  on  aura 

j:  =  /  cos  (p  +  «  cos  ç  +  *  > 
jr  ^=-1  cos-^/'-l-  a  cos  4  +  /3  , 

formules  où  le    MHie  de  chaque  terme   se   déterminera    facilement 
quand  les  angles  dp^nouveaux  axes  ayec  les  anciens  seront  donnés. 
Lorsque  Taiigle  de*  nouveaux  axes  est  droit ^  ^  ^t  A  sont  nuls, 

•u  bien  x  =  ^  cos  ^  —  w  sin  ç  +  a , 

^  =:  £  sin  ^  +  li  cos  ç  -i-  /3« 

i83^  On  a  cheivch^  a  retrouver  d^ns  les  courbes,  des  0i4rea  sopé-* 
rieurs,  des  propriétés  apalogues  à  celles  des  couines  du  second^  ç!eit 
ce- qui  a  4onné  lieu  à  la  considération  des  centres  el  des  diamèuresu 

Le  centre  d*uue  courbe  est  un  point  4e  spn  plan,  tel  que  toutes  1q# 
droites  qui  y  passent,  ont,  de  part  et  d'autre  de  ce  point,  des  portions 
égales  terminées  à  la  courbe  proposée.  L'origine  des  coordonnées  dans 
l'exemple  du  n*  176,  est  le  centre  de  k  courbe  représentée  par  la 
figure  4;  caf  w  on  tire  par  ce  point  une  droite  quelconque  Mm  y  les  deux  nC  4. 
parties  A  M  et  Âm  seront  égales  entre  elles,  pnisqu^en  prenant  Ap  =  AP^ 
on  trouvera  au'-dessous  de  AB  l'ordonnée  pm  égale  à  PM. 

La  courbe  citée  pour  exemple  ne  doit  cette  propriété  qu'a  ce  que 
son  équation  demeure  la  même  lorsqu'on  y  change  «r  et  ^  en  —  j:  et 
— y 9  ^^  V^^  ^^^  ^^  chaque  valeur  négative  de  x  donne  une  ordonnée 
de  même  grandeur  que  celle  qui  répond  à  la  valeur  positive  corres- 
pondante, mais 'de  signe  contraire;  et  on  voit  que  cela  arrivera  dantf 
toute  équation  de  degré  pair ,  qui  ne  contiendra  ^ne  des  termes  où  la 
somme  des  exposans  de  x  et  de^  fera  un  nombre  pair,  ou  bien  dans 
toute  équation  de  degré  impair,  pour  laquelle  cette  somme  sera  tou« 
jours  un  nombre  impair  :  telles  seraient ,  par  exemple  , 

x^  —  a:^*-f-ay*— **s=o      et      ^  — JCf*-f-tf^— j^rsso^ 

Il  suit  de  là  que  pour  savoir  si  une  courbe  a  un  centre,  il  fxiuf 
chercher  si,  en  transportant  l'origine  des  coordonnées  dans  un  point 
quelconque ,  on  ne  pourrait  pas  faire  évanouir  tous  les  termes  de  de-« 
gré  impair,  dans  le  cas  où  l'équation  proposée  serait  d'un  degré  paîr^ 
ou  tous  les  termes  de  degré  pair,  si  elle  était  d'uo  degré  impair. 
1.  5o  * 
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En  substituant  a:' 4- «  ety  +  /3,  au  lieu  de  x  et  de/,  dans  réqualîon 
générale  4a  second  degré 

par  exemple ,  on  peut  égaler  a  2éro  les  coefficiens  de  jcf  et  de  y,  excepté 
qnand  E*z^^DF*,  aussi  la  parabole  qui  répond  à  ce  cas  particulier, 
est-elle  la  seule  des  courbes  du  second  ordre  quo^it  pas  de  centre^ 
Pour  obtenir  les  courbes  du  troisième  ordre,  qui  ont  un  cealre,  il 
faudra,  dans  TéquatloB  générale  des  lignes  de  cet  ordre 

ffubatituer  o^'-f*  a>  ^^  li^^  de  ^,  ety+/3,  au  lieu  de/;  égaler  ensuite 
à  zéro  les  coefficiens  de  chacun  des  quatre  termts  de  degré  pair,  c'est- 
à-^re  le  terme  tout  constant  et  ceux  qui  sont  aflfectés  respectivement 
de  ^\yaf  et  y*}  et  comme  on  n'a  introduit  que  deux  quantités  ar- 
bitraires y  il  restera  deux  équations  de  condition.  Je  ne  m'arrêterai 
point  à  ces  calculs,  qui  n'ont  d'autre  difficulté  que  leur  longueur. 

id4-  Les  cUamètres  des  courbes  du  second  ordre  sont,  comme  ou 
sait  >  des  droites  telles ,  que  pour  chacun  de  leurs  points  l'ordonnée 
positive  est  égale  à  l'ordonnée  négative  ;  un  diamètre  perpendiculaire 
à  ses  ordonnées  s'appelle  axe.  Dans  les  courbes  des  ordres  supérieurs  , 
on  a  étendu  l'acception  du  mot  diamètre  en  l'appliquant  à  tout  axe  des 
abscisses,  tel  que,  dans  chacun  de  «ses  points,  la  somme  désordonnées 
positives  soit  égale  à  celle  des  ordonnées  négatives. 

L'équation  générale  des  lignes  de  l'ordre  r,  étant  ordonnée  par  rep^ 
port  à^,  peut  être  représentée  par  l'équation 

y  +  (J+Bx)r-^+(C^Dx+Ex-)j^+...^_^ 
' +  P+Q^+Ar»....+C^a:^J~^^ 

et  il  est  évident  qu'en  considérant  une  valeur  particulière  de  Xy^ji^Bx 
exprimera  la  somme  des  valeurs  correspondantes  de  j^,  prises  avec  uu 
signe  contraire,  C+Dx  +  Ex^  celle  de  leurs  produits  deux  à  deux.  • . 
et  enfin  jP+Qjc  +  ilr^  .^.*+Uxr  le  produit  de  toutes  ces  valeurs. 

On  pourrait  tirer  beaucoup  de  conséquences  importantes  de  cette 
manière  de  présenter  l'équation  d'une  ligne  courbe  ;  mais  pour  me  ren- 
fermer dans  mon  suj^t.  Je  nie  bornerai  à  faire  observer  que  lorsque  1q 
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terme  aflecté  à^y^  manquera  ^  la  courbe  proposée  sera  rapportée  à 
l'un  tle  ses  diamètres^  puisqu^alors  la  somme  des  ordonnées  positives  et 
négatives  sera  nulle  pour  une  abscisse  quelconque.  Si  le  terme  ^•"'  se 
trouve  dans  Téquation  j  on  pourra  toujours  le  fisare  disparaître  en  chan^ 
géant  la  position  de  Taxe  des  abscisses  et  celle  de  l'origine  des  ordon- 
nées. Les  formules  générales  dii  n""  i8^  donnent,  dans  ce  cas,  a;=i7i< 
et  j^s=:/wf-f-«4-i8«  Cette  substitution  étant  feite,  il  viendra  pour  les 
deux  premiers  termes  de  la  transformée,  ordonnée  par  rapport  à  a, 

il  faudra  égaler  séparément  k  séro  la  partie  constante  du  coefficient  de 
iT*^  et  celle  qui  est  afTectée  de  t^  ce  qui  donnera 

m4-i^  =  o,      riS+^  =  o,       d'où      i  =  — :^,      /3=s  —  4. 

On  voit  par  ces  résultats,  qu'il  sera  toujours  possible  de  chasser  le  terme 
affecté  de  if^^  ;  mais  en  changeant  la  direction  des  ordonnées ,  à  la- 
quelle nous  n'avons  pas  touché,  on  changerait  aussi  la  position  du  dia<- 
mètre  :  il  s'ensuit  donc  qu'une  même  courbe  a  une  infinité  de  diamètres. 

i85.  Si  en  changeant  à-la-*fois,  d'une  manière  quelconque,  la  po-*. 
sîtion  de  l'axe  des  abscisses  et  l'angle  des  coordonnées,  c'est-à-dire, 
en  substituant  m^H"/'"  à  a:,  et  rU  +  qu-^^  àj^,  on  parvenait  à  chasser 
tous  les  termes  dans  lesquels  i«  se  trouve  élevé  à  une  puissance  im- 
paire ,  le  nouvel  axe  des  abscisses  /,  serait  un  diamètre  du  même  genre 
que  ceux  du  second  ordre,  un  diamètre  absolu,  à  tous  les  points  duquel 
répondraient  autant  d'ordonnées  positives  que  de  négatives ,  et  chacune 
des  premières  aurait  son  égale  parmi  les  secondes.  En  effet,  on  pour- 
rait alo.rs  regarder  u^  comme  l'inconnue  dans  l'équation  proposée,  et 
faisant  u^z=z,  il  en  résulterait  u^=sidtz\/z,  ou  autant  de  couples  de  va- 
leurs de  u,  égales  et  de  signe  contraire,  que  l'équation  en  z  aurait  de 
racines.  Il  n'en  est  pas  des  diamètres  absolus  comme  des  diamètres 
simples,  car  le  nombre  de  termes  qu'il  £mt  faire  disparaître  pour  ob- 
tenir les  courbes  susceptibles  des  premiers ,  devient  de  plus  en  plus 
grand  ,  à  mesure  qu'on  passe  à  des  ordres  plus  élevés;  et  parmi  les  cinq 
quantités  m^p,  n^ç  et  fiy  il  n'y  en  a,  comme  on  sait,  que  trois  dont 
on  puisse  disposer. 


z86«  La  transforufiation  des  coordonnées  fournit  un  moyen  très»élé« 
I.  5i 


Digitized  by 


Google 


4oa  CHAP.  IV.  THÉORIE 

gaat  pour  dëtermiuer  la  position  d'une  droite  qui  touche  une  courbe 
proposée^  dans  un  point  quelconque^  et  par  là  fait  connaître  si  ce 
point  est  simple  ou  multiple^  et  si  la  courbe  y  stibit  une  infleicion. 
£n  effet ^  si  on  conçoit  que  Torigine  des  coordonnées^  située  d'abord 
riG.  10  en  A  y  Jig.  lO  et  ii ,   ait  été  transportée  sur  un   point  quelconque  de 
*'  "'    la  courbe  MX^  qu'on  ait  pris  pour  axe  des  abscisses  la  droite  AfS', 
parallèle  à  AB  ^  et  pour  axe  des  ordonnées  une  droite  quelconque  ilfAT 
passant  par  le  point  Mj  il  est  visible  que  ce  dernier  axe  rencontrera  la 
courbe  deux  fois  au  moins^  savoir  en  M  et  en  M.  Nommant  /  et  u  les 
nouvelles  abscisses   et  les  nouvelles   ordonnées^  et   faisant  APz=:ay 
PMz=:^,  on  obtiendra  l'équation  entre  t  et  u,  par  la  substitution  de 
t'j'pu'^et  au  lieu  de  x,   et  de  çu^fi  au  lieu  de^;  et  jpour  trou- 
ver les  points  dans  lesquels  le  nouvel  axe  des  ordonnées  ^AfAT  rencontre 
la  courbe  ,  il  faudra  faire  t  =  o  dans  cette   équation  :  les  valeurs  de  u 
qui  en  résulteront^  seront  celles  des  différentes  ordonnées  qui  répondent 
à  l'origine  M.  Supposons  maintenant  que  la  ligne  M3f  en  tournant  au* 
tour  du  point  M ,  se  rapproche  de  la  ligne  MT,  qui  ne  fait  que  toucher 
la  courbe  ;  le  point  M' se  rapprochera  aussi  de  plus  en  plus  du  point  M, 
et  ces  deux  points  se  confondront^  lorsque  MiW  et  MT  coïncideront. 
U  y  aura  donc  dans  ce  cas  deux  valeurs  de  u  qui  deviendront  nulles 
en  même  temps ,  et  par  conséquent  l'équation  en  £   et  i^  devra  être 
divisible  par  u%  dans  l'hypothèse  de  t=:Oy  ce  qui  exige  que  le  terme 
multiplié  par  u  disparaisse  ainsi  que  le  terme  constant.  L'exemple  suivant 
montrera  l'usage  qu'on  peut  faire  de  celte  condition. 

Soit  l'équation  j^*  =  <awc;  on  y  mettra  seulement  ;?u+ ot  pour  or,  et 
^M-f-jS  pour  j,  parce  que  devant  faire  f  =  o,  après  les  substitutions^ 
il  est  inutile  d'avoir  égard  à  cette  variable.  En  ordonnant  par  rapport 
h  Uy  on  trouvera 

7'a*  +  (2?q —  ap)u  -|-^£*  —  ax  =o. 

Pour  que  cette  équation  soit  divisible  par  «%  il  faudra  qu'on  ait 

^»  — aa  =  o,         a/3y — ap=iO. 

La  première  de  ces  deux  équations ,  qui  n*est  autre  chose  que  la 
proposée ,  dans  laquelle  on  aurait  remplacé  x  par  ^  eir  par  /3 ,  sera 
toujours  identique ,  puisque  le  point  M  étant  sur  la  courbe  donnée  y 
il  doit  y  avoir  entre  ût  et  j3  la  même  relation  qu'entre  x  etj-.  La  seconde 

équation  donnera  ^=:^;  et  les  formules  rapportées   ai4  bas  de  la 
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page  595,  montrent  que  2  exprime  la  tangente  de  Tangle  que  For- 

donnée  u  fait  avec  l'abscisse  jc,  et  que  par  conséquent  Taxe  parallèle 
à  cette  ordonnée  doit  avoir  pour  équation^  par  rapport  aux  axes  prî- 

fBiûi^y  j» —  ^<aB5:(j:~.a).  Bn^y  mettant  la  valeur  dte  2  que  Foa  vient 
P  p  ^ 

de  trouver,  il  en.  cosulteni  ^~j3=ap^(jc--flt)qui  sera,  réquation  de 
k  droite  TM. 
Sî  dans  cette  dernière  on  fait^=ro,  il  vieadra  x  =:  —  —  +  «;  eu 

oI>3ervaPt  que  pajr  la  nature  de  la. courbe  proposée,  /3^*  =  00^ ,  on  troo* 
vera  a:s= — a.  Cette  valeur  répondant  au  point  T',  donne]raL. 

on  reconna^itrs^  saa3.  pieine  dans  ce  résiultat  la  so^ta^gente  de  la  parabole 
dont  lequAtÎQA  est  ^*=  oa. 

n  e#t  à  propos.,  de^  r^eawrqu^r  ici  que ,  connaissajit.  Texpreseion  de 
-,  en  et  et  j8,  on  peut  déterminer  le  point  de  la  courbe  proposée  oii 
la  tangente  a  une  direction  donnée  ;  car  si  on  représente  par  F'  l'angle 
qu'elle  doit  faire  alors  avec  l'axe  des  abscisses ,  l'équation  -  &=  tang  ^ 

fournira  une  relation  entre  «  et  /8,  qui,  jointe  à  celle  que  donne  l'équa^ 
don  de  la  courbe,  achèvera  de  délei^niner  ces  quantités. 
Dans  l'exemple  ci*-dessus ,  on:  aura  les  équation» 

^=xtangr,        ^•  =  a«, 

et  on  voit  par  la  première,  que  la  tangente  a  la  parabole  e^t  perpen- 
diculaire à  l'axe  des  abscisses ,  à  l'origine  des  coordonnées,  et  qu'elle 
tend  à  devenir  parallèle  à  cet  axe ,  à  mesure  que  l'ordonnée  J0  aug- 
mente. Ces  considérations  pourraient  mener  à  beaucoup  de  consé- 
quences; mais  devant  revenir  bientôt  sur  ce  sujet,  au  moyen  du  Calcul 
difierentîel,  je  ne  m'y  arrêterai  pas  maintenant. 

187.   Si  le  point  M^/tg.  13,    était  commun  à  plusieurs  branches  pxa  11. 
de  la  courbe,  il  y  aurait,  quelle  que  fut  la  position  de  l'axe  MM' y  au- 
tant de  valeurs  de  u  qui  deviendraient  nulles  dans  la  supposition  de 
/=;o,  qu'il  passe  de  branches  par  ce  point;  l'équation  en  <  et  u  serait 
I.  5i  * 
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donc  divisible  par  nne  puissance  deuyàxi  degré  marqué  par  le  nombre 

de  ces  branches  ^  et  cela  ^  quelque  yaleur  qu'on  puisse  donner  au  rap-, 

port?. 

n  suit  de  Ik^  que  pour  connaître  si  le  point  dont  les  coordonnées  sont 
a  et  )3  appartient  ou  non  à  plusieurs  branches  de  la  courbe  proposée, 
il  faut  substituer  pu'^  et  et  ^tt+  i^^  au  lieu  de  a?  et  de  ^ ,  et  chercher 
ensuite  combien  de  termes  de  la  transformée  disparaissent.  Si  elle  de« 
venait  divisible  par  m*,  le  point  que  Ton  considère  serait  double  y  c'e^^ 
à-dîre,  qu'il  appartiendrait  à  deux  branches;  il  serait  triple,  ou  appar- 
tiendrait à  trois  branches  ^  si  cette  transformée  était  divisible  par  i^  ^ 
et  ainsi  de  suite. 

En  regardant  les  quantités  et  et  j3  comme  indéterminées,  et  tachant, 
par  leur  moyen,  de  rendre  la  transformée  divisible  par  m*,  w^,  etc. , 
indépendamment  de  toute  valeur  de;?  et  de  ^  ^  on  découvrira  si  la  courbe 
proposée  a  des  points  doubles,  triples,  etc.  Cherchons,  par  exemple^  les 
points  doubles  que  peut  avoir  la  courbe  représentée  par  l'équation 

qjr*  — •  2agjr  +  a^*  —  a:?^  — .  cx^  ==0. 


Si  Ton  change  xetjr  en  pu  +  a  et  ^w  +  jS,  il  vient 


—  ;>V  +  (^*  —  Sap»  — .  cp')u^ 
4-  [(aajS  —  2ag)  ç — (3a*  +  aca);?]  i 
+  a/3»  —  2ag^  +  ^* —  **  —  ^** 


résultat  qui^oit  être  divisible  par  tt»,  quels  que  soient  p  et  ç,  lorsque 
et  et  /S  aui'ont  les  valeurs  qui  conviennent  à  un  point  double.  Pour 
exprimer  cette  condition ,  on  égalera  séparément  à  zéro  le  terme  cons- 
tant, la  partie  du  coefficient  de  u  qui  est  multipliée  par/?,  et  celle  qui 
Festpar  y;  ce  qui  produira  les  équations  suivantes, 

a^^  —  2aglB  4-  ag*  -—  a«  —  cet*  =  O  , 
Sa»  +  2CA  =  o ,       2afi  —  2agz=  q. 

La  troisième  donne  fi=:g,  la  seconde  a =0  et  a  =  —  ^;  mais  il  faut 
que  ces  valeurs  vérifient  aussi  la  première  équation ,  ce  qui  n'a  lieu 
que  pour  ^  =  g^  et  a  =  o  :  ainsi  le  point  où^  =  g^  et  jr  =2=  o,  est  double 
^u  conmiun  à  deux  bi^anches  de  la  courbe  proposée. 
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i8d.  Pour  achever  de  connaître  le  caraclère  de  ce  pomt^  il  iaat  savoir 
si  les  branches  qui  s  y  réunissent  se.  coupent  comme  le  montre  la  fi- 
gure I  a,  ou  ne  font  que  se  toucher,  ainsi  qu'on  le  voit  dans  les  figures  i3  piG.  i^ 
et  i4  >  circonstances  qui  se  distingiMint  par  le  nombre  4^s  tangentes  ®^  '^ 
que  l'on  peut  mener  par  ce  point  à  la  courbe  proposée  ;  lorsque  les 
branches  se  coupent ,  elles  ont  chacune  leur  tangente  ,  taiidis  qu'il  n'y 
en  a  qu'une  seule  pour  toutes  les  branches  qui  se  touchent. 

La  détermination  du  rapport  -  »  relativement  à  la  droite  qui  touche 

la  courbe  en  un  point  double,  s'opère  en  égalant  à  zéro  le  coefficient 
de  u^;  et  en  général,  pour  un  point  multiple  qui  ferait  disparaître  un 
nomlnre  quelconque  des  derniers  termes  de  la  transformée  eon  zi ,  on 
égalerait  à  zéro  le  coefficient  du  premier  des  termes  qui  ne  s'éva- 
nouissent pas  :  voici  la  raison  de  cette  règle. 

On  peut  mener  par  le  point  Myjig.  \  3,  une  infinité  d'axes  tels  que  MAT,  fig.  h- 
qui  rencontreront  une  même  branche  MX^  dans  deux  points  au  moins; 
d'abord  en  Af  et  ensuite  quelqu'autre  part  en  iKP;  le  second  de  ces  points 
se  rapprochera  de  plus  en  plus  du  premier ,  à  mesure  que  Taxe  MM 
deviendra  plus  voisin  de  la  tangente  MT.  Quand  ces  deux  droites  coïn- 
cideront, les  points  M  et  M'^  seront  réunis  ;  il  y  aura  donc,  relative- 
ment à  Taxe  MTy  une  nouvelle  valeur  de  1»  qui  deviendra  nulle;  et  par 
conséquent  la  transformée,  prise  par  rapport  à  cet  axe,  se  trouvera  di- 
visible pai*  une  puissance  de  u  supérieure  d'une  Unité  à  celle  qu'on 
veneontrerait  pour  tout  autre  axe. 

Le  point  qu'on  a  considéré  dans  Texemple  du  n*  précédent  étant 
double,  la  tangente  doit  être  regardée  comme  rendant  nuUes  trois  va- 
leurs de  II,  puisqu'il  y  en  a  toujours  deux  qui  s'évanouissent  par  rap- 
port à  un  axe  quelconque  :  il  faut  donc  faire  disparaître  le  terme  affecté 
de  u*  dans  la  transformée,  afin  qu'elle  devienne  divisible  par  11^^  et  Ton  a 

d^*  —  Sd^Ei*  —  c;?*  :=:  o  ; 
mais  comme,  au  point  dont  il  s^agit^  arro^  il  reste  seulement 

aq-  —  cp^=:o,       d'où        2  =  ±|/^^; 

ainsi  il  y  a  deux  tangentes  pour  ce  point,  et  il  est  par  conséquent  Ko* 
tersection  de  deux  branches. 

GeUe  conclusfton  est  &cile  à  vérifier,  car  réqoatkw  fKroposée  étant 
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mise  aous  la  forme 

«(  7  — ^)  * -^  ^*  —  «'^  =*  <?  > 

on  vpit  qu'elle  rentre  dansFéquation  ay^-^a?  -^^jc»=o  de  la  page  596, 
lorsqu'on  change^  -^^  eu  jr^  ce  qui  reviesl  à  relever  Taxe  des  abscisses 
paraUèlement  à  lui-même ,  d'une  quantité  g^  et  réduit  à  aéro  Tor^ 
FIG.  7.  donnée  g.  Ou  tombe  ainsi  sur  le, point  Aj  jig.  7^  qui  est  bien  en  effet 
rintersection  de  deux  branches  symétriques ,  dont  les  tangentes  forment 
le  même  angle  avec  l'axe  es  abscisses  y  mais  l'une  au-dessus  et  l'autre 
au*-dessous  de  cet  axe. 

On  doit  observer  en  passant  qu'il  ne  suffirait  pas  de  s'appercevoir 
que  la  supposition  de  a:=^o  rend  l'équation  ^* — a:*— cx'so  divbible 
par^%  pour  être  en  droit  d'en  conclure  que  l'origine  ^  est  un  point 
multiple;  on  a  le  même  résultat  en  fusant  x=  -^c  abscisse  du  point  F^ 
qui  ne  saturait  être  considéré  comme  un  point  double  que  par  rapport 
aux  ordonnées  wxqudles  sa  tangente  est  parallèle.  Ceci  fisdt  voir  qu'il 
y  a  des  points  singuliers  qui  ne  tiennent  qu'à  la  position  relative  des 
axes  des  coordonnées  et  de  la  courbe^  et  qu'il  faut  par /conséquent  dis^ 
tinguer  de  ceux  dont  la  multiplicité  est  inhérente  à  la  courbe  elle-même. 

Lorsqu'il  arrive  que  les  branches  se  touchent  au  point  multiple  que 
Ton  considère  ;  l'équation  qui  donne  le  rapport  -  offre  autant  de  ra- 
cines égales  qu'il  y  a  de  branches  qui  se  touchent^  et  dont  les  tangentes^ 
distinctes  dans  tout  le  reste  du  cours  de  ces  branches^  viennent  coïn- 
cider au  point  multiple. 

Si  l'on  ne  trouvait  pour  le  rapport  ^  que  des  racines  imaginaires^  il 

en  Êiudrait  conclure  que  les  coordonnées  «  et  /3  appartiennent  à  un 
point  conjugué  de  Fespèce  de  celui  que  l'on  a  remarqué  page  $95^ 
puisqu'il  en  résulterait  qu'une  droite  passant  par  ce  point  ne  saurait 
réunir  deux  intersections  de  la  courbe  proposée. 

Les  points  de  rebroussement  sont  des  points  multiples^  dans  lesquels 
deux  branches  se  touchent,  et  ne  passent  point  au-delà.  Dans  celui  de 
HG.  s  la  première  espèce,  la  tangente,^.    8,    se  trouve   entre  les  deux 
^  ^      branches,  et  elle  les  laisse  toutes  deux  du  même  côté,  dans  celui  de 
la  seconde,^,  g.  Si  les  branches,  au  lieu  de  s'arrêter  en  A^  se  con- 
tinuaient de  l'autre  côté,  il  y  aurait  osculation,  comme  dans  la  fi- 
FiG.  tsgure  i3,  ou  embrassemenij  comme  dans  la  figure  14  ;  >Enais  ces  cas  ne 
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se  distinguent  généralement  d^s  rebroussemens^  que  parce  que  l'or- 
donnée a  des  valeurs  réelles  ayant  et  après  le  point  multiple. 

1S9.  Si  la  courbe  proposée  subit  une  inflexion ,  il  y  aura  alors  trois  in- 
tersections de  l'axe  M3f^  avec  la  même  branche  MX^J^.  i5,  qui  se  ré-  fig.iS, 
dttiront  à  une  seule^  quand  il  coïncidera  avec  la  tangente.  U  suit  de  là  que 
dans  le  cas  d'une  inflexion^  la  transformée  en  u  doit  être  divisible  par  lâ^ 
comme  pour  un  point  triple  ^  mais  avec  cette  différence^  que  s'il  passait 
réellement  trois  branches  de  la  courbe  parle  point  My  les  termes  affectés  d« 

i^et  de  u^  s'évanouiraient  pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  ^^  tandis  que  ce 

n'est  qu'en  donnant  à  ce  rapport  la  valeur  qui  convient  à  la  tangente^  que 
les  termes  dont  on  vient  ide  parler  disparaissent. 

Nous  prendrons  pour  exemple  la  courbe  représentée  par  Inéquation 
jc'+ax^-J-i^sso.  En  £dsant  a:=^-|-«-,  J*  =  9'*+^>  il  vient 

7>V-|-(5a;>*  +ap^)ur  +  \(Za^  +  :kaA)p+b*q\u+  a'  +  oa^^-  i*j8  s=o. 

Si  la  courbe  proposée  atm  point  d'inflexion ^  d'après  ce  qui  précède^  la 
transformée  ci-dessus  deviendra  divisible  par  u^  ^    lorsqu'on  donnera 

à  -  la  valeur  qui  convient  à  ce  point;  les  trois  équations^ 

auront.  4ooc  lieu  en  mêmç  temps.  La  dernièM  donne  «=«—7  ;  substi*^ 
tuant  dans  la  première  et  dans  la  seconde  ^  on  trouvera 


3 


y3;==-^       et       ?-^ 


Les  valeurs  de  oi  et  de  ^S  n'appartiennent  pas  à  tin  point  multiple^  puis--* 
qu'elles  ne  font  pas  évanouir  séparément  chacun  des  coeflîciens  de  p  et 
de  q  ,  mais  bien  à  un  point  d'inflexion. 

1 90.  Si  upe  valeur  de  -  rend  la  transformée  divisible  par  1^%  et  que 

le  point  où  cela  arrive  ne  soit  pas  multiple,  il'  n'y  aura  inflexion  que 
dans  le  caS  on  n  serait  un  nombre  impair.  Pour  se  peindre  cette  cir^ 
constance^  il  faut  concevoir  une  courbe  XV^fig.  16,  qui  ait  un  mmibre  FiGi^^ 
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qoekonque  d'inflexions^  trois ^  par  exeknple;  on  voit  qu*ane  semblable 
courbe  pourra  être  coupée  en  cinq  points  par  une  ligne  droite  >  et  qne 
les  distances  des  intersections  dépendront  non-seulement  de  la  positio;a 
de  cette  droite^  mais  encore  des  intervalles  c[ui  séparent  chaque  in- 
flexion ^  intervalles  qui  eux-mêmes  tiennent  aux  valeurs  des  constantes 
de  réquationde  la  courbe  proposée.  Il  est  évident  que  si^  pour  quelques 
valeurs  particulières  de  ces  constantes^  les  deux  inflexions  M  et  SF 
se  réunissaient,  elles  s'effiaiceraient  mutuellement,  ensorte  que  si  la 
courbe,  dans  son  état  primitif,  n'avait  que  ces  deux-là,  elle  n'en  mon- 
trerait plus  aucune  trace.  Mais  si  elle  en  a  une  troisième  M'y  dO^e  la 
conserverait  encore,  quand  même  le  point  AT  viendrait  à  se  con- 
fondre avec  les  deux  autres  M  et  Jif  supposés  réunis.  Les  points 
qui  résultent  ainsi  de  la  réunion  de  plusieurs  inflexions ,  sont  nom- 
més ;7o//if^  de  serpentement  ;  ils  sont  visibles  ou  invisibles,  selon  que 
le  nombre  des  inflexions  est  impair  ou  pair. 

191,  Une  courbe  d'un  ordre  quelconque  ne  peut  avoir  de  point  sin- 
gulier qui  soît  la. réunion  dua  nombre  de  points  simples  plus  grand 
que  l'exposant  de  son  ordre.  En  e0et,  les  expressions  de  x  et  de  / 
en  If  et  ^  (183)  n'étant  que  du  premier  degré,  leur  substitution  dans 
l'équation  d'une  courbe  ne  change  point  le  degré  de  son  équation  ; 
ainsi  les  nouvelles  ordonnées ,  quelque  position  qu'on  leur  donne  , 
ne  peuvent  avoir  pour  la  même  abscisse  plus  de  valeurs  qu'il  n'y  a 
d'unités  dans  le  nombre  qui  marque  le  degré  de  cette  équation.  C'est 
pour  cette  raison  qu'une  courbe  du  second  ordre,  qui  n'a  que  deux 
ordonnées  au  plus ,  pour  une  même  abscisse ,  ne  présente  aucun 
point  double;  car  en  portant  l'origine  sur  tm  point  de  cette  nature, 
et  prenant  pour  axe  des  ordonnées  la  tangente ,  il  devrait  résulter  de 
la  réunion  de  trois  points  distincts.  Les  courbes  du  troisième  ordre 
admettent  des  points  doubles  et  des  points  d'inflexion,  parce  qu'elles 
peuvent  avoir  trpis  ordonnées  sur  une  même  abscisse. 

iga.  La  transformation  des  coordonnées  peut  être  employée  utile* 
ment  pour  déterminer  la  position  des  branches  infinies  des  com-bes  ; 
J'iG.i>  ^^  ^^>  ^'^^  point  quelconque  A ^Jig.  i7>  on  tire  une  droite  AD  qui 
rencontre  une  branche  infinie  EX  d'une  courbe  donnée,  il  est  visible 
que  la  dernière  intersection  itf  s'éloignera  de  plus  en  plus  du  point  A^ 
è  mesure  que  la  droite  AD  approchera  de  devenir  parallèle  à  la  directioo 
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vers  laquelle  tend  la  branche  de  courbe  EX.  U  suit  de  la  ^  que  a  >  l'on 
prend  la  ligue  AD  pour  axe  des'  ordonoées  t^  on  pourra  lui  donner 
une  direction  telle  ^  que  Tune  des  valeurs  de  i^^  correspondantes  ik  13=4)  y 
soit  infinie;  et  conune  la  situation; du  point  A  est  arbitraire^  il  sera 
permis  de  le  faire  coïncider  avec  Forigine'  des  coordonnées  primitives 
oc  et  ^^  en  ne  changeant  que  la  seule  direction  de  l'axe  désordonnées^ 
et  posant  en  conséquence  a=sOy  /S=ro.  U  viendra  alors 

xzzzt'^pu,    jrz=:çu^    ou  seulement    ,a:=:p^,    jrzsi^u, 

a  cause  que  Ton  doit  supposer  /=o  dans  la  transformée. 

Au  moyen  de  ces  valeurs^  l'équation  de  la  courbe  proposée  élaijtt  toise 
sous  la  forme 

pour  reconnaître  si  elle  peut  avoir  des  racines  infinies^  ^^  J  ^™ 
11=  -7  9  ce  qui  la  changera  en  cette  autre 

JU'  +  Bu'"^'  +  Ca''— 4-  Lu'""  +  Mu'  +  JV  s=;  o, 

dans  laquelle  il  doit  y  avoir  autant  de  racines  qui  deviennent  nulles  j; 
qu'il  y  en  a  qui  deviennent  infinies  dans  l'éqiufltion  précédente.  Or , 
comme  on  n*a  introduit  dans  ces  transformées  que  les  quantités  peiq^ 
dont  une  seule  est  arbitraire^  on  ne  peut  d'abord  poser  que  jYsso  ,  ce 
qui  revient  k  égaler  à  zéro  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  Up 

dans  la  première  transformée.  Les  valeurs  réelles  du  rapport  ^ ,  tirées 

•   •  •  '    « 

de  cette  équation,  indiqueront  les  directions  dans  lesquelles  il  faut  placer. 

Taxe  des  u,  pour  que  l'une  de  ses  intersections ,  avec  la  courbe  propo-" 

666  f  s'éloigne  à  l'infini.  Si  l'on  ne  trouvait  pour  -  que  des  valeurs  ima- 

P  ...  * . 

ginaires,. la  courbe  n'aurait  aucune  branche  infinie.  Eclaircissons  ceci 

par  quelques  applications. 

jgS.  L^équation  générale  des  lignes  du  second  ordre, 

J^Bx  +  Cj+Dx*  +  Ejy^^Fj*z=:o,  » 

lorsqu'on  y  change  x  en  pu  et  j'  en  qu^  devient  ,,    . 

A'^{Bp+C(i)u^{pp^J^Ep(jJ^Fti')u^:=Oi 
I.  5a 
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9n<a  tire 

■^r ig±t/g~4FZ? 

Cette  dernière   expression  est   imaginaire  tant  que  E^<4^D;   les 
courbes  comprises  dans  ce  cas  ne  s'étendront  donc  point  à  l'infini. 

Lorsque  E^'ssiiiFD^  les  deux  valeurs  de  !^  se  trouyant  égales^  les 

branches  infinies  de  la  courbe  tendent  à  devenir  parallèles;  mais  quand 
E^  >  J^D  y  elles  tendent  vers  deux  év'ections  différentes. 

Ces  considérations  partagent  toutes  les  lignes  du  second  degré  en 
trois  groupe  j  dans^  lesqudi  oIa  reconnu  aisément  ks  eflipaes  ^  les 
paraboles  et  les  hyperboles. 

Si,  Sie  supposant  plus  <=;=o^  on  effectue  la  trans£Qrmation  complète^ 
en  fidsant 

et. qu'on  ait  égard  â^  Téquation 

pi^  pltt)|  h^ut^  il  Ti^ndrti 

équa^on  ouji.^  paur  chaque  valeur  de  <^  n'en  donne  pl|is>jqu*une  seule, 
pour  14.      ^  , 

L*équation  générale  des  courbes  du  troisième  degré  ^ 

se  transformant  en 

conduit  à  . 

Gp^  H-  ffp^ç  H-  Ipq*  +  Kf: 

d'où 
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eqaadon  du  troisième  degré ^  q^.  feqt  fç^QÏTp     . 


i\  une  setde  raciQa>i^dUe, . 

!i\  trois  racines  réellçs^  toutes  égales  ^ 

S"* , .  deux    égalés  y 

4* /• .  i V. ,  ;\  i  kottl|is  iuogades. 


^ 


.  K.i.1 


Ces  quatre  cas  oflfreof  «ff  àiôye^  de*  papbger  en  groupes  les  courbes 
du  troisième  degré  ;  fAsLï&n  acIijàve.k'JtransiÇfMniftic^  4bs^  coordonnées 
par. la  substitution  de  t+pu  et  de  çu,  au  lieu  de  x  et  àejr,  en  ayant 

dkns  létpiel  l'^ofrdoitiiéii  »'m  ipMa«râ  p^sivWMnâ  dîgHi^  7  ^-^^^    ^^  -J^ 


r  >*:  ••  .     "  .,  '.    •-.•  ,  '^/fi 


^r^oU  par  cequipre'cède^  qu*îl.ex{s(^ra  dés  bi;ancBes  fnïinies 
aaoS'  tojit^  (fa^cc^besrdu  tro^ipme  degre^  ce  qui.  n'a  pas  lieu. pour 
CpUes  dus^ééojaji.  .n<<$tait  &<;ile  de  le'i^féVo'bi  d'aprçs  le'  deîg^é  ibâme] 
des  équations  genéraleis  en  x  et  y  ;  "car  Ibtsque  leur  àeffèé  est  impair  |^ 
par  rapport  à  l'une  de  ees  indéterminées  ^  dles  en  donnent  toujours  au 
moins  une  Taleur  réelle,  pour  toute  Taleur  réelle  qu'il  plaît  d'assigner 
à  Tantre^  que  Vpn  peutrpaf  conséquent  suppps^  infinie.   ,  .  .  ^ 

D»m  iine!e0mi>e:d«:lf'opdm  r  ,^1a  mnphfe  dfis^linniclier:  in^wasr  fm^ 
atter  }9iAqa'À  ?^;  cm  si  j^  r'Yalews.4ep.l|Wr>d^:u;4^B^^^ 
meowMt  rééieikf]  <{i>aQ4[  on  $uppose  l'aiUre  iiiCma^  :>tdiit  aé^ivernaWI 
fuck  pp»*fewi»Bïit;^|ÇÇ»  t4#ire  pBOiJuirciW.  W  P«r«l  ||9P4«P:4ë  l^f^^ 
wfimesi«  La  ittêrtêjcbqse>ré5^te4e«  ar^îi^es  aiT^«|i^i  )C*»  ;<^tafiio  dî^ 

rectîon  fournie  par  lès  Valeurs  de"  peut  c&ù^ëiSr  k  deux  Biimchèè  si- 

tuées  Vuije.iJu  côté  des-,M,j^osilif^^  ^^^}^^  du  côté  de#  i^. négatifs ,  et  c'est 
€n  effet  ce  ,<jue,.  Vqn  v^oit  yjzç.  r|^^pfirbale.|^,  cjans  Iç^s  courbe^  dy  second 
degré-  Il  y  âiyr^tUgu  de  s'arrêter  icii  ?ur:|f  c^sc^8si<in  4es  i^iflfçreïi^ 

que  peatoifiTit  Véqnatidn, qui  déteitetniè.ls  .yalcus^  ;:  maïs    tsut'  ce 

4éuil ,  quelque  curieux  qull'  pui5Se  être,  m!écartérait  trop  du  tut  priti- 
cîpâl  ^e  cet  Ouvragé:  Je  me.  bornerai  à  deux  remarques  qui  me  pa- 
i^ssenJL  plus  importantes.  \ 
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195.  La  première^  quelles  éqitatioiis:'  '  :         : 

Dp^  +  Epq  +  i<^  Œr  o, 
du  n^  igS^  sont  aa  fond  les  mêmes  que  le$  .^qu^tiona 

que  Ton  formerait  en  égalant  à  zéro  l'ensemble  des  termes  du  degré  le 
]^lus  élevé  dans  les  équations  générales  du  second  et  du  troisième  de- 
gré en  or  et  ^^  termes  qui  sont  les  seuls  dont  <  il  faudrait  '  tenir  compte- 
si  Ton  supposait  que  a:  et^  eussent  en  même  temps  ,des  yaleqrs  infinies  , 
et  qui  par  conséqlîent  ^nt  connaître  ia  marché  qàe  tendent  à  prendre 
les  courbes  proposées^  meaur^  qu'elles  se  prolçng^ut^  C'est  par  .les  fac^ 
teurs  dont  ces  dernières  équations  sont  susceptibles ,  et  qui  appartiennent 
à  des  lignes  droites  (179)^  qu'Euler  discute  et  classe  les  branches  infinies 
des  courbes^  dans  son  Introduction  a  f analyse  des  infinis  ;  le  procédé 
que  j^aî  indiqué  ci-dessus,' qui  réflùit  ïout.à  .la.  consîdératîdti  d'une 
seule  variable,  est  ^ré  du  pelîl  Traite  dès  courbes  çtgebrifluési  de 
du  Seiour  et  Gouoin.        /  ,  . 

.     ,  /  .      •      .    :  /   ,  •        ,1  -,  :  *  .  •     .    •..' 

196.  n  faut  encore^  ofcsérver  quWgénéraT,  Taxe  ies  o,  déterminé 
êomme  otel'a  ihdiqué^  n*"ï9^,  ne  doit  pas  être  cônfoildtt  aVeC  la  droite  qui 
tsndrail  a  8*approelrer  de- plus  en  plu's  de  cette  branche,  ainsiquîe  le 
lont  les  asymptotes  '  de  Fhyperbole  ,  q^  sont- les  limités  de  toutes -ses 
tangentes;  il  est  seùlemètit  parallèle  k  cette  droite,  qui,  comme  toules^ 
ks  tangentes,  est  la  limite  ^cfdles^qtireneoritrent  k  même  branche 
en  deux  points.  I^orsqu'elle    existe,    on  la.  trouve    en   cherchant    à 

nG.t8.tra|isportçr  l'axe  ADyfig.  iÇ,  parallèlement  à  lui-même^  jusqu'à  ce 
que  rinterseclîon  J^  s'élorgne  à  une  distance  infinie,  t^ôur  cela,  on 
change  %  ciu  f+ot,  ou  Ton  écrit  et^pu  au  Keu  de'x,  en  iaéràe  teraLps" 
que  ^  au  Heu  de/,  et  on  disi>os^  de  h  quantité  â(  pour  faire  dispa-* 
valtre  le  tmne  affecté  de  wr^.  Là  droite  jB^/,  déterminée  par  ce  pro<* 
cédé,  peut  être  regardée  comme  reunissant  deux  intersections  placées  à 
une  distance  infinie  sur  la  branche  EX^  Lorsqu'on  trouve  pour  k  vixie 
valeur  finie,  on  peut  mener  la  droite  Ifl;  et  dans  le  cas  contraire  ^ 
la  chose  est  impossible,  puisque  cette  droite  est  reculée  à  uoe  distancf  ' 
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infinie  de  Taxe  AB^  Daûs  le  premer  cas^  la  brandie  JE^Xa  tme  asymp- 
tote ;  dans  le  second,  elle  ai  est  dépourfae. 

Si  Fon  change  i  tn  eu  dans  la  transformée 

rdative  aux  lignes  du  second  degré  (page  409),  et  que  Ton  égale   à 
zéro  le  coeMcient  de  Uy  on  trouvera 


« 


P 

Tslenr  dont  le  dénominateur  s'évanouit  qiiand  on  y  substitue  pour  le 
xappbrt  S ,  ia.quairtité  **^-^  q^  couTient  au  cas.  ou  E^ssi/^FD, 
c'est-à-dire  à  la  parabole,  courbe  dépourvue  d'asymptote. 

Il  est  visible  que  si  Forigine  primitive  A  se  trouvait  5tir  Tasymp* 
tote   de    k  branche  EX ,    la  valeur   de   °  ferait  disparaître  à-Ia-fois 

les  deuk  premiers  termes  de  la  transformée^n  u ,  puisqu'il  y.  aurait  alors 
deux  valeurs  de  u  qui  deviendraient  infinies  en  même  temps,  et  par  con- 
séquent deuafr  vatetos!  de  2/  qui  >'évmouiraient  (192)  :  il  disparaîtrait  un 
plus  grand  nombre  de  termes,  si  cette  asymptote  était  commune  àplu-^ 
rfeurs  brioLches  (*)r> 

C^  Tout  ce  qm  précède  reposant  sur  la  considération  du  nombre  de  points  dan» 
lesquels  une  droite  peut  rencontrer  une  courbe,  il  est  natnrel'de  montrer  à  cette 
occasion  que  deux  courbés  algébriques  dont  les  équation»  seraient,  l'une  du  degré  m  , 
ràiitire  do  degré  n,  ne  sauraient  se  couper  en  pfns  de  mn  points.  En  effet,  si  Ton 
élimine  entre,  cee  équations ,  l'une  quelconque  des  coordonnées  qui  leur  sont  com-^ 
mnnes  dans  les  points  d'intersection  des  courbes  proposées ,  l'équation  finale  ne  pourra 
s'élever  an^elà  du  degré  vhn  (^Comptètn,  â» Élém.  d^Alg.), 

On  voit  encore  par  là  qu'une  ligne  droite  ne  peut  rencontrer  une  courbe  algébrique 
en  plus:  de  pbbts  iju'il'  ^f  k  d'uilitéâ  dans  lanOmlure  4piv  marqtie  le  degré  de  l'équa* 
âôn  de  cette  courbe. 

Quand  on- compare  Te^nombré  de  points  flans  lequel  peurent  se  couper  deux  lignes 
dont  les  équations  passent  le  second  dîegré ,  oa'  rencontre  une  difficulté  dont  il  est  à 
propos  de  dire  un  mot  iciVft  <ïui  consiste  en  ce  que  ces  deuit  courbes  semblent 
]fonvoîr  se  couper  en  plus  de  points  qu'il  n'en  faudrait  pour  déterminer  l'une  d'elles 
d^àprès'  Te  degré  de  son  équation. 

Xja.détenninadon  d'une  courbe  quelconque,  en  Fassufétissantà  passer  par  des  polaur' 
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Appr>c;tionda     197.  Le  d^eidpp6nieiit  déa  ftucti^M^  ep  sériea  eat  le  procède anaty-* 
dlîfon^ona*"^  ^^^®  ^^  P^"*  fécoud  pouT  <Mdùira  .dis  NcpiatMtt  d'uad  eôuribe^tokites' 
fl<fries,  à  la  tlieo-  les  circonstanccs  de  son  co^]S|^  Ëo  asfliqi^uU  ?  Vév^^<n  d'wie  «qufl^e 
«edeicouibc».  quelconque  la  méthode  exposée  dans  le  n"*  &i  de  llntroduction,  on  pajv 
yient^  lorsque  Faltocisse  est. très-petite  ou  très-grande^  îr exprimer  l'or- 
donnée par  4es  çoriçs  c(Hiy€r|;ent^  ji  <piir|  dans  l'uaetrautre  cas j^  .font 
"^       connaître  la  direction  des  branches  qu^elles  représentent^  ^a  ofirint  te 
moyen  de  comparer  ces  branches  à  des  courbes  très-simples^  et  dont 
le  cours  est  facile  à  dîfterminer.  ^ 

Nous  allons  faire  usage  <U  ce  procédé^  par  rapport  à  Téquation 
4oiit  t^Otti  sofovà^Aiwà^  dus  le  ia^'  65  db  Vlmbpodaetkw^  l^s.qiialrei 

La  série  (i)  est  d'autant  plus  conTergente  que  x  et^^hti'tifitikj^  i^.<Vt^ 


•f 


àpfiuis  I  ^  cpioplète  l^x^gae^  I^  ifipmhre  d^  c«j|  p^oônts  «ft  ég|,l  à,  c^liii  ^ea  coe|Sçien% 
z^é^S6aic6#  4a  scm  é^ci^ti^n.  Ces  poeS&çkx«|  août  au  nomlii&s  de  a  ppin:  Té^^dd^ a  dm 
pireniii^  d(^i  à  dçw  Yftriable&,  dft  5  ppur  celle  d^  sècwA  dfgré^^da  3  {lonr  cellef 

dii  trôittème,  et  ca  général  de  iSltLiiîltSli  .-i  pour  Téquationdù  degré  n,  attcndtr 

qu'on  peut  toujours ,  pai:  hdilTkiQ«)  xUm^  i^Vm^.  I«)  Ofif/Bg^  4(^Xmm^^^^nP^ 
de  ses/teimea. 

I>>pri%çi^»  U  Mpant  9a9«:9ii*«ieoJîtpia».4li;.qp«^  pur  vipoi  t% 

donnés .  et  cependant  deux  caurbea  de  cet  ordre  peuvent  se  cq^g^  ^n  a6;  pqÎA  a;^ 
il.aeziibU^^t  d^MC  qpe.  16.  points  .ne«  seraient  p«^  «(lême,  snfl^niL  pour  p^çuIaxM«r 
WQ  cQntiie  du  quntrîéoxe  oirdre,  puisqu'ils.jieuTeiJt  être  pooîpxuna  i^  deuiK  courbe^  d#^ 
cet  Qcdns  ;  maU.  1<^  p/9r<^4oxe  s*€^pUq]ie  en.  observant  que  quoique,,  pour  déterxx^ner 
les  14  coeiÇcieof.  4^  T^quation  du  qiiatrijèmeoi:^^^»  relativement  i  cca  ppint8,.oii  eût 
16  équations  du  premier  degré,  il  arriverait  que  pluj^îeuist  de,  ces.éqDatiipqirrec^i;^^^ 
r^eat  l'une  dans  l'autre  j»  et  qu'il  xesuzait  des  rçoeifiqiena  arbitçairea. 
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pent  pKnidre  ce^e  yaciabte  telle  ^  que  le  premief  terme  X  iurpusse  la 
somme  de  tons  betue  qui  le  suivent;  ensorte  que  la  valeur  de^  différera 
ausdpeu  qu'on  voudra  dé  celle  que  donnerait  l'équadonj^s^»,  ^ui 
appartient  à  une  droite  menée  par  Tongine  des  c6<HrdonnéeS ,  et  £iî» 
sant  un  angle  de  o%5  avec  Taxe  des  abscisses.  Il  suit  de  la  qu'une  très- 
petite  portion  de  la  courbe  proposée  ^  prise  vers  le  point  ^^  ^.  19 ,  se  fig.^ 
confondra  sensiUenieiit  avec  la  miroite  jfK^  dont  on  vient  de  parler^ 
et  cela  d'autant  mieAx  qu'elle  aura  moins  d'étendue.  On  va  voir^  de 
pl^s^  qu'il  est  impossible  de  mener  par  le  point  ^  une  droite  qui 
passe  entre  la  droite  ^JT  et  la  branche  de  courbe  j^X. 

Pour  distinguer  rordonnée  de  la  droite  jÊY  àt  celle  de  la  courbe , 
relativement  k  la  ménae  adbscisse^  marquons  la  preittîère  4'on  «ccent  ; 
nous  aurons  PM  "ss^f  ixzx  <^  et  par  conséquent 

Comparons  maintenant  la  droite  j^  F  avec  une  autfe  droite  quelconque 
AZ^  représentée  par  l*éqnation  j^as^ar;  la  différence  des  ordomiées 
PM*  et  PM'y  coirëspondanfès  à  une  même  abscisse  dans  l'une  et  dans 
l'autre ,  sem  AWlf  sssj^-— y»  (^ — 1  )r  ;  mais  on  peut  peendre  x  asses 

petit  pour  que  la  sotnme  des  termes  5-  "5-7  +  <tc.  y    soit   moindre 

que(^— i)x:  en  supposant  donc  que  ^P  représente  la  valeur  q\iî 
remplit  cette  condition  ^  on  aura  alors  MW  <  MM*.  Oq  pourra  pa* 
reiU^ment  donner  i  x  nne  vale«%  négative  Ap  p  telle  qu'on  ait  encore 
mni <irvlnt i  par  conséquent ,  quelqu'hypotbèse  qu'on  fasse  sur  le  signe 
de  la  quantité  ^  —  i ,  jamais  dans  l'espace  M^nP^  la  droite  AZ  n» 
pourrit  se  trouver  entre  la  courbe  AX  et  la  droite  AY. 

Il  est  &cîle  de  voir  qu'on  peut  prendre  pour  le  cantièrf  de  la  tan* 
gentci  l'impossibilité  de  faire  passer-  une  autre  droite  entre  elle  et  la 
courbe;  la  ligne  AT  toucbe  donc  la  courbe  proposée  au  point  A. 

Le  signe  4^  kdiflferenee/— /=^  —  ÎT^^*^*^*  ûat  connaître  de 

quel  c&té  de  k  droite  AY^  trouve  la  courbe  proposée,  avant  et  après 
le  point  db  contact;  or  ce  signe  ne  dépend  que  de  celui  du  premier 
terme ^  qoi^  étant  constaMmeat  positif ^' nous  montre  que  Tordomiée 
de  la  courbe  ,r  plu^  grande  que  ceUe  de  la  droite^  lorsque  x  est  positif  > 
devient  plus  petite\>rsqu'il  est  négatif ,  et  ^e  par  conséquent  la  eourbar 
est  au-dessus  de  la  tangente,  soit  en  deçà,  soit  en  delà  du  point  A^ 
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De  là  résulte  la  forme  assignée  sur  la  figure ,  à  cette  p^rtionde  la 
courbe  proposée;  car  une  courbe  quelconque  doit  toujours  opposer 
immédiatement  sa  convexité  à  la  droite  qui  la  touche ,  et  ne  satoait 
par  conséquent  subir  d'inflexion  sans  passer  d^un  côté  à  Tautre  de  cette 
droite ,  ce  qui  n'arrive  pas  au  point  A. 

1 98.  Considérons  maintenant  la  série  (2),  qui  n'est  convergente  que  lors- 
que X  est  très-grand  par  rapport  à  a.  Plus  x  augmente ,  plus  la  valeur 
de  y  donnée  par  cette  série  approche  de  la  quantité  a  y  soil  qu'on  prenne 
X  positif^  soit  qu'on  le  prenne  négatif^  mais  sans  y  atteindre  jai^s. 
Si  on  prend  sur  Taxe  AC^  au-dessous  de  ABj  la  distance  AD:s=^—aj 
et  qu'on  tire  la  droite  DU  parallèle  à  AByj  étant  égal  -—a  dans  toute 
l'étendue  de  cette  droite  ^  les  branches  représentées  par  la  série  (2)^  ne 
pourront  jamais  la  couper  y  quelque  prolongée  qu'on  la  suppose  ;  mais 
elles  s'en  approcheront  de  plus  en  plus  et  l'auront  par  conséquent  pour 
asymptote. 

Le  second  terme  de  la  série  (2)  .étant  positif  ^  lorsque  or'est  négatif^  et 
négatif  lorsque  x  est  positif^  on  en  conclura  comme  dans  le  n"*  pré- 
cédent, que  l'asymptote  est  au-dessous  de  la  courbe  du  côté  des  x 
négatif ^  et  au-dessus  du  côté  des  x  positifs;  on  verfa  d'ailleurs  que 
l'ordonnée  jr  est  négative  dans  l'un  et  l'autre  cas  :  les  branches  FS  et 
Ax  seront  donc  situ'ées,  par  rapport  à  leur  asymptote^  conune  le  re- 
présente la  figure. 

On  n'a  tracé  en  plein  que  leurs  extrémités ,  parce  que  ce  sont  les 
seules  parties  que  puisse  représente?  la  série  (2),  qu'on  ne  doit  em- 
ployer qu'autant  qu'elle  est  convergente. 

199.  Passons  enfin  aux  séries  (5)  et  (4).  Elles  donnent  pour^  des 

valeurs  qui  différent  d'autant  moins  de  celles  qui  résultent  des  équa- 

-4.  1      1  -±  1      1 

tions^=;a  •;r*+-tf  etj^=~fl  *a:'-f--a  que  a:  est  plus  grand;  les 

courbes  que  ces  dernières  représentent  s'approchent  donc  de  plus  en 

plus  des  branches  auxquelles  appartiennent  les  séries  (5)  et  (4). 

I    9  11 

Les  deux  équations  j=^*\r*  -|--û  et  7=  ^^(T^ac^  -(-ii,  sont  les 

racines  de  r/"  —  - a  J=ae — ,  et  produisent  une   :€0urbe  conggppsée    de 

deux  branches  semblables  ER  et  ET  y  dont  la  première  sert  d^asymp- 
tote  à  la  branche  positive  AXy  résultante  de  la  série  (5),  et  la  seconde 
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remplit  le  mette  objet  à  Tégard  de  la  branche  négative  FF  y  donnée 
par  la  série  (4) :  on  remarquera  que  les  séries* (3)  et  (4)  deviennent 
imaginaires^  lorsqu'on  suppose  x  négatif  {^). 

aoo«  L'exemple  traité  dans  les  deux  articles  précédons  montre  bien 
comment  la  convei^ence  des  séries,  en  permettant  de  se  borner  à  leurs 
premiers  termes^  ramène  à  des  formes  simples  le  cours  d'une  courbe; 
mais  pour  compléter  l'exposition  de  ce  procédé ,  il  faut  considérer  des 
"Séries  dWe  forme  générale:  je  prendrai  pour  celle  des  séries  as- 
cendantes 

y=iAot  ^  Bx   +  Cx^'  +  etc, 

les  exposans  Af  /S,  y ,  etc.  étant  rangés  par  t>rdre  de  grandeur.  Dans 
cette  forme,  x  eX  y  s'évanouissent  en  même  temps;  mais  on  peuttou* 
jours  préparer  une  équation  pour  que  cela  soit  ainsi,  en  ohangeant 
convenablement  la  position  de  l'origine  des  coordonnées.  Plus  x  sera 
petit,  plus  la  branche  a  laquelle  répond  la  série  ci-dessus  approchera 
de  se  confondre  avec  celle  que  représente  l'équation  à  deux  termes 

jr  =  Ax'i  la  discussion  de  cette  dernière  fera  donc  connaître  la  forme 
de  la  courbe  proposée,  dans  les  environs  de  l'origine  des  coordonnées: 
tout  dépend  de  la  n^tifre  de  l'exposant  a,  qui  peut  être  égal  à  Tunité^' 
on  non. 

Dans  le  premier  cas,  il  vient  7*=  Ax%  on  prouvera,  comme  dans 
le  n""  197,  que  la  droite  li  laquelle  répond  cette  équation  est  tangente 
il  la  branche  représentée  par  la  série 

j-  5=  ^x  +  Bx  H-  Cx^  +  etc. , 

et  le  terme  Bx  fera  connaître  fai  position  de  cette  branche  par  rap- 
port à  sa  tangente. 

(^)  On  pevt.conBtniire  facilei^ent  par  points /Ta  courbe  que  reprétçnte  l'équatioa 
as?  «f-  x^—  a^  =  o;  car  en  faisant  y:=.iXy  cette  équation  devient  divisible  pv  x', 

•t  se  réduit  à  a  +  x^—ot*  sato,  d'oi  on  tire  x  3:5 —-—;. donnant  4 çnawtei  .à.« 

des  Tslears  arbitraires ,  on  aura  x  et  j ,  sans  qu*il  soit  besoin  d*extratre  aucune  ra- 
exiie.  De  semblablis  artifices  oanduisent  soa^ot  â'  mB^vamm  les  indéteminAes  d*<in^ 
•quaiion  ,  d*une  manière  «mple  et  qui  permet  d'en  trourer  autant  de  valeurs  ration- 
nelles qnon  vent.  On  voit  par  là  que  la  résolution  des  questions  de  X analyse  indé-* 
Urminée  peut  être  très-utile  ponr  la  construction  des  ooarbes* 

X.  55 
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Quand  Texposaut  a  est  différent  de  l'unité,  la  cèaibe  à  laqufcïe  ap<^ 

partient  l'équation  ^=^a:^  touche  l'axe  des  x  ou  celui  des^,  selon 
que  flt>i  ou  <i.  En  effet,  si  on  désigne  par  y=zjfaf  l'équation 
d'une  droite  quelconque,  on  aura 


d'où  Ton  voit  qu^l  sera  toujours  possible  de  prendre  jc  assez  petit  pour 

que  jéjc  "*  <-^'^  ovLjr  <y,  à  naoins  que  jf  ne  mit  nail^  et  que  par 
conséquent  toute  droite  qui  différera  de  Taxe  des  abscisses  passera  avH 
dessus  de  la  courbe,  par  rapport  k  cet  axe.  Quand  a  <C  i  ^  le  facteur 

^x  ^  —A'  revenant  à  -- —  — '-^^  il  est  toujours  possible  de  pendre  x  assez 

petit  pour  rendre  -^^^  >>  J%  oxxjr^y^  tant  que  J'  n'est  pas  infini ,  et  il 

snak  delà  que  toaAe  droke  qoi  ilifierera^  l'axe  des  oiidbniiéei  ne  san* 
rAÎt  pMaer  entre  cet  axe  et  la  courbe,  dans  les  environt  de'  l'origine. 

IlMât  de  ce  qa'on  Tient  de  voir,  que  si  l'on  tra&sfoniie  les  coor* 
données  de  manière  à  prendre  la  tangente  pour  axe  des  abscisses,  ce 
qui  est  toujours  possible ,  le  développement  de  la  nouvelle  ordonnée 
commencera  par  un  terme  où  l'exposant  a  surpassera  l'unité;  et  afin 
de  diminuer  le  nombre  de  cas  à  considérer,  supposons  qu'on^t  d'abord 
effectué  la  tr<ansformation  dontil  s'agit,  «nsorte  ^pie  la  branche  propo- 
sée touche  à  l'origine  la  ligne  des  x. 

30I.  Cela  posé,  la  discijissioa  de  l'équation  j^^=  ^x*^  peut  se  réduire 
à  trois  cas,  que  je  vais  successivement  examiner. 

i"".  Lorsque  cl  est  un  nombre  impair  ou  bien  une  fraction  de  nnmé^ 

rateur  et  de   dénominateur  impairs,  c'est-à-dire   de  la  forme  ^^XT* 

jr  changeant  de  signe  en  même  temps  que  x,  la  branche  passe  de  Vuvk 
des  angles  des  axes  des  coordonnées^  à  Tangle  opposé;  elle  coupe 
en  'même  temps  les  deux  axes ,  et  comme  die  louche  nécessaire- 
ment celui  des  or,  eHe  sid^ît  une  inflexion  j  ain&i  que  le  montrent  les 
™-^ figures  ao  et  ai. 

st''.  Lorsque  <ei  est  «a  mombi^e  pair,  ou  une  fraction  de  numérateur 

pair    et   de    dénominateur   impair,     c'est-à-dire     de  la  forme    ^  ■  , 

jr  demeurant  réel  et  conseframt  le  même'  signe ,  ^uel  que  soit  celui  de 
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iT  9  la  Itftficlie  pâSd6  de  Fun  des  angles  des  axes  des  coordonnées  k  Tangle 
adjacent  9  et  prend  nécessaireme&t  Fnne  des  formes  représentées  dans 
les  figures  22  et  a5 ,  puisqu'elle  touche  Taxe  des  abscisses.  pj^.  ^^ 

5'.  Enfin  k>rs<{ne  tt  sera  «ne  fraction  de  numérateur  impair  et  de  ^^ 
dénominateur  pair^  ou  de  la  forme  ^Eltl  ^  le  changement  de  signe  fera 

passer^  du  réel  à  Timaginaire^  ou  vica  versa,  et  la  branche  ne 
s'étendra  que  dans  un  seul  angle  des  axes  des  coordonnées;  mais 
il  Êiut  remarquer  qu'il  y  a  néces9»remen|  11110  autre  Tabvr  de  jr  qui 
vient  se  rattaiçhor  à  celle-&  au  moment  aa  dlecesae  d'ètseréeUer(i7&), 
tt  que  le  déTeloppemenl  de  cette  valevr  doit  coaunencor  par  k  teriM 

^x^  pris  arec  un  signe  coolpire,  ce  qui  est  d*aiUeurs  évident^  puisque 

X  **  est  une  expression  rs&cale  de  degré  pair.*  M  «ni  de  \k  ^ne  tea 
deux  branches  toachant  i'axe  des  x  ^  rme  m-dessM  ^  l'autre  an-detsous, 
la  courbe  offirsa  h  t'wigme  un  rebtouBsement  de  la  pMttière  ei«« 
pèce^^.  24  et  2&.  naa4 

La  formule  du  retour  des  suites  (Int.  58)  fiiisant  Toir  que  féquation 
indéfinie 

conduit  à 

r 

«  =:  J'y  +  S[/  +  C>^^Hr  etc.  ,' 

il  en  résulte  que  les  cas  où  «  <  i  ^  dans  la  première  aérie  »  répondent 

à  ceux  où  -  >  <  f  dans  la  seconde ,  que  par  conséquent  tout  ce  qui 

a  été  dit  plus  haut  à  l'égard  de  Faxe  des  ^scisses,  convient  alors  à  celui 
des  ordonnées;  et  il  n'y  a  qu'à  sup^ser  que  les  figures  qui  s'y 
rapportent  aient  fait  un  quart  de  révolution  autour  de  l'origine  J. 


203.  L'énumération  £dte  dans  le  n*  précédent,  quoiqu'elle  paraisse 
embrasser  tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter ,  ne  nous  a  pourtant 
pas  offert  le  rebroussement  de  la  seconde  espèce  (tSi)^  et  cela  parce 
q[ae  l'existence  de  ce  poii^jt  singulier  ne  dépend  pas  seulement  du  pre« 
mier  terme  de  la  série 


r  =  ^x*  4-  Ba:^  +Cx^  +  etc. 
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En  effet,  l'équation 

rapportée  dans  le  11M81  ^  étant  résolue  par  rapport  à/ >  donne  les  deux 
yalenrd 

ar 

et  en  se  bornant  au  premier  terme  ^  comme  au  plus  considérable^  on 
ne  Irowerâit  à  la 'courbe  qu'une  seule  branche^  passant  dans  les  deux 
angles  ai^aeens  placés  au-dessus  de  Taxe  des  abscisses;  mais  le  second 
terme  devenant  imaginaire  ^  montre  que  ^  courbe  ne  &*étend  pas  du 
côté  des  X  négatifs^  et  que  du  côté  des  a:  positifs  elle  a  deux  branches 
qui  ont  pour  tangente  comnmne  Taxe  des  abscisses,  puisque  Texpo-- 
saut  «  surpasse  i.  Oift  Toit  ensuite  que  tant  que  Ton  supposera  x  très* 
petit,  le  premier  terme  de  la  valeur  de^  l'emportera  sur  le  second,  et 
que  par  conséquent  près  de  l'origine  des  coordonnées,  les  deux  branches 
de  la  courbe  seront  du  même  côté  de  l'axe  des  abscisses,  ainsi  que  le 
viG.  96.  montre  la  figure  26^ 

En  général,  il  est  visible  que  lorsqu'il  y  aura  plusieurs  branches  qui 
passeront  à  l'origine  des  coordonnées,  on  trouvera  un  pareil  nombre  de 
séries ,  et  que  parmi  ces  séries ,  toutes  celles  dont  le  premier  terme 
contiendra  x  avec  im  exposant  plus  grand  que  l'unité  ,  ayant  l'axe  des 
abscisses  pour  tangente  commune,  se  toucheront  par  conséquent; 
C'est  ce  qui  a  lieu  pour  les  deux  espèces  de  rebroussement;  mais  quand 
.  les  séries  n'ont  pas  de  termes  qui  deviennent  imaginaires  par  le  chan- 
gement du  signe  de  x,  les  deux  branches  se  continuant  de  chaque  côté 
de  l'origine,  produisent  une  osculaiion  ou  un  embrassement  (i88)*  : 
S'il  se  rencontrait  dans,  un# série  un  terme  dont  le  coefficient  £S^ 

imaginaire  ,  c'est-à-dire  de  la  forme  («+*  V/~ï)  Jt?  ,  k  série  ,  ne 
pourrait  devenir  réelle  que  par  la  supposition  de  a:  =  o,  qui  donne- 
rait ^  =  0,  et  ne  représenterait  par  conséquent  qu'un  point  situé  à 
l'origine  àes  coordonnées;  ce  serait  un  point  conjugué  avec  tes  branches 
produites  par  les  autres  séries  tirées  de  la  même  équation. 

Pour  rendre  applicables  à  fous  les  cas  les  remarques  précédentes ,  il 
resterait  à  donner  des  procédés  abrégés  pour  transporter  l'origine  des 
coordonnées  à  un  point  quelconque ,  et  placer  l'axe  des  abscisses  sur 
la  tangente  à  ce  ^oint^  puis  à  déterminer  les  diverses  séries  ascen- 
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dantes  qne  peut  jfonrnir  réqoation  praposé^>  Ior8^'eIl«*tft  àinai  trans- 
formée: c'est  à  cela  que  reviennent  ies  méthodes  qu'on  tronye  dans 
V Introduction  à  Vanaljrse  des  lignes  courbes^  par  Cramer;  mais  je  n'ai 
Toulu  ici  que  montrer  la  liaison  des  diverses  fonnes^  de  peinte 
singuliers  avec  les  équations  des  courbes^  puisque  je  dois  indiquer^ 
dans  le  Calcul  différentiel^  des  moyens  plus  simples  pour  en  recon- 
naître l'existence. 

ao5.  La.  considération  des  diverses  séries  descendantes  ^  qu'on  peut 
tirer  d'une  équation  à  deux  variables  y  fiât  connaitre  combien  la  courbe 
qu'elle  représente  a  de  branches  infinies  ^  et  quelle  est  la  nature  de  la 
ligne. vers  laquelle  ces  branches  concourent.  Il  est  évident  qu'une 
courbe  ne  peut  avoir  des  branches  infinies  y  que  dans  les  deux  cas 
suivana  : 

i^.  Lorsque  x  étant  infini,^  a  une  valeur  réelle,  soit  finie ,  soit 
infinie;  s*,  lorsque  j^  devient  infini,  quoique  x  reste  fini. 

Pour  le  premier,  on  cherchera  toutes  les  séries  qui  expriment  la  va*» 
leur  àtjr  dans  Thypothèse  de  x  très-grand  (/nt.  63)«  Ces  séries  ne  pour- 
ront être  que  de  la  forme  suivante  ; 

j-ss, . . .  CaP'^Bx^  +^x*+  -S'o:"^  +  C'ar^'^'+^tc.. .  .(I),:  . 
dans  laquelle  le  nombre  des  termes  affectés  des  jmissances  positives 
de  x'  sera  toujours  limité.  En  faisant....  Cx^  ^Bx  H-Jdfap*s==^,onaur* 

d'où  Pou  voit  que  plus  x  sera  gratid,  moins  j/  différera  de  ^;  et 
comme  on  pourra  toujours  prendre  x  de  manière  que  y^-^y  soit 
moindre  qu'une  grandeur  donnée ,  la  branche  représentée  par  la 
série   (  I)  s'approchera  sans  cesse  ée  l'une  des  branches  de  la  ligno 

donnée  par  l'équation  ^  =  •  • . .;  C$r  -|-  Bx  -(-  Ax  ^ 

C'est  sur  la  nature  de  cette  ligne  que  repose  la  distinction  des  branches 
infinies  en  branches  hyperboliques  et  en  branches  paraboliques. 

Les  premières  sont  celles  qui ,  comme  les  branches  de  l'hyperbole 
ordinaire,  ont  une  ligne  droite  pour  asymptote;,  elles  répondent  au 
cas  où  yzs^Bx^A.  Lorsque  -5=0,  l'asymptote  est  parallèle  à  l'axe 
des  abscisses,  ainsi  qu'on  l'a  vu  dans  Texemple  du  n*  précédent ,  et  elle; 
ae  confond  avec  cet  axe  quand  B  z\A  sont  nuis. 
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Véqmàotkyssi  Cjc^ -^Bœ^J^  Iti  plus  simple  *prè»J^=rA3r4--'i 
appartient  à  la  parabole;  et  comité  elle  est  eonipriae  dans  Véquatioa 

générale y=. •  •  Cx  +  Bx  +  Ax^ ^  on  nomme  paraboliques  les 
courbés  que  cette  dernière  représente  v  et  les  branches  dont  elles  sont 
les  asymptotes  ,  dans  une  courbe  quelconque  ,  s'appellent  branches  pa^ 
rabolUjfues. 

Les  deux  branches  ^X  et  FF  données  par  les  séries  (S)  et  (4) 
du  n*  199,  sont  paraboliques^   puisque  leur  asymptote ^  qui  a  pour 

équation  y  s=s=ba  ^^^+-^>  est  une  courbe  paraboliqcfee. 

On  trouyera  les  branchés  infinies  dans  lesquelles  y  seul  devient  in- 
fini,  en  cherchant  les  séries  qui  expriment  la  valeur  de  x^  lorsque \/ 
est  très^[rand. 

ao4«  Si  daiiftk  série  (I)  oa  fidt  suceesaivemeBt 

y  s=. . . .  Cj^^bJ-^Jx^  y». . . .  d^-^Bx^J^Ax^^Vx^ , 
^  =. . . .  CoP^^Bo^^Ax^^  B'x^J^  Cx''^\  etc^, 

lesquantitésy,  y^  etc*,  approcheront  de  plus  en  plus  de  la  valeur  de/; 
et  par  conséquent  les  courbes  dont  elles  expriment  les  ordonnées  s'ap» 
procheront  aussi  sans  cesse  de  la  branche  infinie  à  laquelle  appartient 
la  série  (I)«  Ces  courbes  seront  en  nombre  infini^  si  la  KÛe  (I)  est 
infinie  ;  et  dans  ce  cas  la  branche  qu'elle  représente  aura  une  infinité 
d'asymptotes  courbes.  Cependant  cette  dénomination  est  plus  particu- 
lièrement affectée  à  la  courbe  dont  Tordonnée  est  y^  parce  qa'eDe  est 
unique  et  qu'elle  est  ellerméme  l'asymptote  de  toutes  les  autres. 

Lorsque  la  branche  que  Fou  considère  est  hyperboligoe^  ou  qu'on  a 
y=:iBx'jrAl%  1a  pvenrière  asymptote  courbe  est  donnée  par  féqna-* 

tion  y^zBx+A-^^B^x  ,  qu'o»  peut  camener  k  une  forme  Irès- 
sîoiple^  en  changeant  ki  position  àt  l'axe  dea  abscisses*  Si  on  y  substi- 
tue mt  pour  X,  nt'+'U^b  peur  y  (i8ï) ,  et  qu'on  fiisse  nssiBm^  h=zA  , 

—a'  -â' 
elle  deviendra  wsziBm    t    ;  et  à  cause  que  les  coordonnées  x    et  / 

sont  perpendiculaires  entre  elles ,  on  aura  m*  +/»•=:  i ,   d  ou 


fn  =     .      -^      et      n  s=s 


X/ï+B^  1/1+^* 
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H  faut  remar<juer  que  Téquation  u'=.Bm  t  comprend  comme 
cas  parlîculîer  Téquation  u  =  P/~%  qui  appartient  a  lliyperbole  ordi- 
naire rapportée  à  ses  asymptotes ,  et  que  les  courbes  qu'elle  représeiUe 
ont  aussi  pour  asymptotes  l'axe  dés  t  et  celui  des  u  ,  puisque  /  devient 
nul  lorsque  u  est  infini ,  et  réciproquement.  Ces  courbes  sont  connues 
sous  le  nom  d'hjrperboles  d^s  degrés  supérieurs. 

En  exécutant  sur  la  isérie  (I)^  la  transformation  précédente^  on  trou- 

vera  u  =  Bm  %  +  Crn^  f^  +  etc.  j  la  brandbe  qu'elle  repré- 
sente aura  pour  asymptote  droite  Taxe  des  t^  et  pour  asymptote  courbe 

l'hyperbole  donnée  p«r  l'équation  f^s=^/R      t     ^ 

U  suffit  de  connaître  le  premier  terme  de  la  série  '(I)^  pour 
juger  si  ]a  branche  à  laqoeUe  eUe  apparfjbent  est  kjrperholiifue  ou  pa-- 
rabolique.  Le  .second  cas  aura  l^u  toutes  les  fois  que  .ce  terme  sera 

de  la  forme  Cx^^  y  étant  un  nombre  qoetconquê^  mais  pott^etditfe- 
rent  de  Tunité.  Cependant  l'existence  de  la  branche  ne  sera  certaine 
que  lorsqu'on  n'aura  point  à  craindre  qu'aucun  des  fermes  de  laverie 
devienne  imaginaire  (aoa)^  oe  dont  on  ne  peut  répondre  qu'après  être 
parvenu  à  des  termes  dont  la  loi  de  succesrion  eoît  évidente. 

Le  nombre  et  la  nature  des  branches  infinies  foitnent  les  caractères 
les  plus  propres  à  distinguer  entre  elles  les  lignes  d*UD  iaéine  ordre; 
Euler  et  Cramer  s'en  sont  servis  pour  parler  celles  du  troisième 
et  du  quatrième  ordres  en  grandes  familles  y  auxquelles  ils  ont  donné  le 
nom  de  genres,  et  qu'ils  ont  subdivisées  en  espèces  ,  par  la  considé- 
ration des  points  éinguliers.  Newton  ^  dans  le  troisième  degré  seule- 
ment y  a  indiqué  7S  espèces  de  courbes  ?  les  geemttpes  cités  plus  haut 
en  ont  trouvé  queicpies-unes  de  plus^  et  ils  ont  reeonmi  que  le  détail 
analogue  pour  le^  cotirbes  du  quatrième  degré ,  était  si  considérable 
qu'on  ne  pouvait  guère  s6  flatter  de  l'épuiser;  mais  toutes  ces  divisions^ 
souTent  asses  arbitra^s^  sont  inutiles;  car  la  solutiion  analytique  des 
problèmes  eoiiéliîiiant  i  l'équation  des  Cdnrl>es  qu'9  Miporte  de  con* 
sidérer  9  on  n'a  besom  qbe  de-^sàvoir  4Hs<M«r  cette  éqtialton^  ce  qui 
peut  toujours.  fté!fiÂre  pair  fes  méthodes  exposées  précédemmment^  et 
arec  encore  plus  de  Êicitité^  en  s'aidkht  du  talctil  différentiel,  comme 
on  va  le  voir.  •■  i  .;      .     ^  îî>  > 

tJfag«  dn  Câl- 

!io5.  Le  Calcul  différentiel  fournit  un  moyen  très-simple  et  très-e1é-^î^^;Jïî^^^^^^ 
gant ,  d'appliquer  k  un  poi^  qf^lcoiOfque  l<a^con$idératio»s^ar  lesquelles  ungentes  d» 

"*  courbes. 
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nous  av^ns  déterminé  }a  tangente  dn  point  situé  k  Forigine  des  ecor- 
donnéea^  sur  ia  courbe  que  représente  l'équation  ajc^+x^jr-^-^aj^z^o  (197). 
Eu  effets  si  a:  etjr  désignent  les  coordonnées  du  point  qu'on  veut  con- 
sidérer ^  et  que  l'on  substitue  X'+^h  pour  x,  et^-j-A:  pour  jr,  dans 
l'équation  proposée  ^  on  pourra  regarder  h  et  k  comme  de  nouvelles 
coordonnées  ayant  leur  origine  à  ce  point  ;  et  le  théorème  de  Taylor 
donnera  l'expression  de  k  en  série  ascencftate^.soiyant  les  puissances 
do  h  y  savoir: 

série  d^autant  plus  convergente  que  la  quantité  h  sera  plus  petite ,  et 

pour  abrégfer^  je  la  représenterai  par  A:=PA-|-Çft*-f-iîA'-f-*tc.  Cela 

posé  y  le  coefficient  du  premier  terme  de  cette  série  détermine  là  po- 

sitioti  de  la  tangente;  car  il  est  aisé  de  prouver  qu'une   droite ,  dont 

*     l'équatiôû  rapportée  à  la  nouvelle  origine  serait  1^=:  Ph,  touche  à  ce  poijat 

la  courbe  prpposée;  c'estrà«<<lire,  qa'auôune  droite  menée  par  ce  point  ne 

peut,  immédiatement  aidant  et  après  le  contact  j  passer  entre  elle  et  la 

ne.  ft7  coarbe.  En  e£fet^  soient  Myjig.  27  et  38^  le  point  donné  sur  la  courbe 

***'    proposée 9  et  ilfiV'  la  droite  dont  il  Vagît;   A  et  A  représenteront  les 

coordonnées  MQ  et  QN  d'un  second  point  de  la  courbe^  A^  l'ordonnée 

correspondante  9  QN'y  de  la  droite ,  et  Ton  aura 

ifiV' ==:  ÇiV^-.  <?iV^=  *-•  A^=<?A*  +  itt» +etc.} 

et  en  désignant  par  1^'=,Ah  l'équation  d'une. autre  droite  JfZ^  on  trou« 
vera  WN^^QHr  ^QN^^k  ^V^{P^A)rt:  Or  y  tant  qu'tocun 
des  coefficiensP^  Qy  Ry  etc.  ne  devieut  infini^  on  peut  toujours  prendre 
A  9  soit  positivement^  soit  négativement  ^  d'une  petitesse  telle  que  la 
somme  de  Xfxw  les  termes  Ç^^-f-jR&'  +  etc.  soit  moindre  que  la  quan- 
tité (P-^A)k}  dans  cette  hypothèse  NN'  sera^  moindre  que  iV'iV*,  et 
nn'  moindre  que  i/n'  :  la  droite  MZ  ne  pourra  donc  y  quel  que  soit  A  y 
passer  entM  la  courbe  MX  et  la  droite  MTy  dans  l'esi^u^e  jNTu^ 

Pour  rapporter  l'équation  de  la  droite  ATT'  aux  axes  primitifs  AS 
et  ACTy,  il  £iut  considérer  que  les  coordonnées  de  Tun  quelconque  de 
ses  points  y  par  rapport  à  l'origine  primitive  A  y  seront  respective*- 
ment  a:+  à  et  j^+  /:;  et  en  les  représentant  par  a:'  et^',  il  viendra 

on  aura  ainsi 


Digitized  by 


Google 


MIS  LIGNES  COURBES.  4^5 

en  remplaçant  P  par  le  coefficient  différentiel  qu'il  repr^^nte^  et  qui 
•exprime^  comme  Ton  Toit,  la  tangente  trigonométrique  de  Ffinglo  que 
^t)  avec  Taxe  des  abscisses^  la  droite  qui  touche  la  coui'be. 

ao6.  Le  coefficient  du  second  terme  de  la  série  k=zPh  -f-  Qh^  +  elc, 
fait  en  général  connaître  la  position  de  la  courbe  à  Tégard  de  sa 
tangente  et  de  l'axe  des  abscisses  ;  car  le  signe  de  la  quantité 
iViV=A:— r=irÇA*-t-jRA»-|-etc.  ne  dépend  que  de  celui  de  Q,  tant 
que  l'on  donne  à  h  une  Taleur  assez  petite  pour  que  le  terme  Qh*  sur- 
passe la  SiOiiime  de  tous  ceux  qui  le  suivent  ;  et  il  est  visible  que  la 
courbe  sera  en  dehors  de  sa  tangente^  par  rapport  à  Taxe  des  abscisses , 
si  NW  est  de  même  signe  que  PM,  et  en  dedans  si  NN^  et  PM  sont 
de  signes  différens.  Dans  le  premier  cas^  la  courbe,  proposée  présentera 
$a  convexité  à  Taxe  des  abscisses ^y^.  2j^  et  dans  le  second^  sa  conca*- 
vité,^^.  a8.  On  peut  donc  juger  par  le  signe  de  Q,  ou  celui.du.coeflSicient 

d*v 
4iffiéreuliel  ^,  comparé  à  celui  de  l'ordonnée^  comment  est  tournée, 

d^ns  un  point  quelconque^  par  rapport  à  la  ligne  des  abscisses,  la. con- 
cavité d'une  courbe  dont  on  a  l'équation.  ,  . , 
Il  est  à  propos  de  remarquer  que  le  Calcul  différentiel  n'entre  dans 
Routes  ces  recherches  que  comnae  un  procédé  purement  analytique,  que 
pourrait  remplacer ,  dune  manière  moins  commode  à  la  vérité,  toute 
autre  méthode  propre  à  donnw  le  développement  de  k.  Arbogast  présen* 
ta  le  premier  sous  ce  point-de-vue  l'application  du  Calcul  différentiel 
à  la  diéorie  des  courbes,  et  M.  Lagrange  y  &A  conduit  aussi  par  sa  ma"« 
nière  d'envisager  ce  calcul  (i6). 

207.  La  manière  la  plus  simple  de  construire  la  tangente-  pour  uu 
point  donné  sur  la  couibe ,  est  d'en  chercher  un  second  poiht;  on  choisit 
ordinairement  le  point  T,  où  elle  rencontre  l'axe  des  abscisses.  Il  est 
évident  que  pour  trouver  ^T,  il  faut  faire  j^  =0   dans  l'équatioa 

f — ^/=5i^(^— «3c);  et  on  en  tirera 

en  observant  que  lorsque. ^  est  fonction  de  x,  et  réciproquement, 
~  est  l'inverse  de  ^  (Sy).  Si  on  retranche  JtT  de  JP^  il  en'résul-* 

tata  l'expression  de  la  soutangente  PT;  on  aura  donc  PT^==^X  T'* 
I.  54      ^ 
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:2o8.  Yoici  maiâta:ittit  quelques  applications  des  fonnules  txtmv^ 
ci-dessus. 

1*.  Soit  Tëqualion  de  la  parabole  J^*=  mx}  on  en  tirera  ^  ==  —  >  et 
l'équation  de  la  tangente  deviendra 

en  réduisant  au  même  dénominateur^  et  ^n  mettant  pour ^*  sa  valewr  mxy 
on  trouvera  2jry  s=  m  (x'-^x).  Si  on  fait/^s£:a>  on  aura  ^zszATzsi^^Xy 
et  par  conséquent  PTz=z  ax,  résultats  con&>rnies  à  ceux  du  a*  ifi6;  ou 
peut  âusî  calculer  immédiatexnent  JT  et  PT,  etk  substituant  dans 

leur  expression  la  valeur  de  ^^  et  celle  de  jr. 

:C.  Pour  lé   cercle  dont  Téquati^n  serait  cc^  ^j*z=lc^^   on  aurait 

OU  enfin  ^+x'œ»i*;  on  trouvera  ensuite  AT-ssi—y  PTss-^    "^-  . 

5\  L'-équatioB  j^s=marH-/ix%  qnî  rcpwsênte  toutes  les  courbes  du 

second  de^é^  donne  ^  ,,,  ;^  *r  ^^x ^  ^^  ^^    conséquent  la,  souton- 

eente  PT  devient  — 2-—  :  sidïstituant  au  lieu  de  r'  sa  vdeur ,  oa 

»  m+2nx'  '       ^  ' 

4'*.  EnSn  on  tire  deTéquatîon 

^  —  "^xj^y^^o,        ^»2:^^; 
réquation  de  la  tangente  deYiendi:a 

et  mettant  pour^^  sa  valeur ^  on  a^ira^^  en  réduisant^ 

on  trouvera  aussi  PTz::.t=^  =^'^.~f^ 

2109.  ncmr  mener  une  tangente  à  mnè  courbe.^  par  u«i.>péii»t  extérieur 
donne,  il  £tut  absesfiret  ^e  les  coordonnées  de  ce  point  doivent  ,  con- 
jointement avec  celles  du  point  de  contact,  satis&ire  à  Téquatioa  ^g^né-* 
raie  des  ûmgentes  à  cette  courbe  j  ensorte  que  si  a  irt  jB  désigneui  les 
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talenns  de  j/  et  ètf  tupoîiiil  Aonné,  on  aut a  Yit^^ovk^-^ys^^.{eL.^  x\ 

dans  laqneUe  les  coordonnées  x  eïj  du  point  de  contact  seront  des 
iriconnues  h  détemimer ,  en  s^aidant  de  Péquation  de  la  courbe  pro- 
posée y  à  laquelle  elles  doivent  aussi  satisfairo. 

Prenons  pour  premier  exemple  laparabole  dont  Féquation  est^^=/7u:; 
celle  de  sa  tangente  étant  !i;(;^=sTO(ar'+v*),  deviendra  aj^ 

et  donnera  jrzszm  ^.  ^  ^;  le  point  dans  lequel  la  droite  représentée  par 

cette  équation  rencontrera  la  parabole^  sera  le  point  «de  contact  cherché. 

L'équation  à  h  tapgenle  du  cercle  étant^;^-f^  jc'xs;=a*  (n*  précéd.), 
on  aura  pour  cette  courbe  j8^^-owc=a^ 

Enfin  dans  la  couii>e  dont  Féquation  est  jt^— -•  ^sxji^^^j^  tts^OyW^ttt 
de  contact  se  trouverait  en  cherchant  l'intersection  de  cette  courbe 
avec  oeUb  dbi  seooad  degré  donnée  par  Téqiiiation 

3IO.  Pour  mener  une  droite?  qui  touche  une  ix>urbe  donnée^  et  qui 
soit  en  même  temps  parallèle  à  une  droite  donnée  de  position  ^  ou  qui 
ÊMe,  avec  l'axe  des  absctisei^  «m  angle  dont  la  tangente  soie  r^réeen^ 

aie  par  a,  il  aoffira  de  poser  ^sss4i(  ao5);    oottd>taani  eette  équa-^ 

tion  avec  celle  de  la  courbe  proposée  ^  o»  déterminera  les  valeurs  de  x^ 
et  dejr  qui  conviennent  au  point  de  contact  demandé. 
Dans  le  cas  où  cette  courbe  serait  la  parabole  ordinaire^  ou  aurait 

—  =:a.   ce  qui  donnerait  r= —  et  x:=s—^. 

Si  on  prend  a=:  i^  il  vient  ^  =  --,  a;=:-j;  d'où  il  suit  que  la  taSH 

gente  menée  à  l'extrémité  de  l'ordonnée  qui  passe  par  le  foyer  de  la 
parabole^  £iit  avec  Taxe  des  abscisses  un  angle  de  o%5  ^  et  que  sa  direc* 
tion  tient  le  milieu  entre  celle  de  la  tmgente  au  sonmiet  y  qui  est 
perpendiculaire  sur  cet  axe  ^  et  la  limite  des  directions  des  tangentes  ^ 
qoi  tendent  sans  cesse  à  devenir  parallèles  au  mèmeaxe^  puisque  le  coeffi- 
cient dîflGérentiel,  ^sac^,  s'évanouit  lorsque j^  est  infini. 

isii.  La  par^ilfT^dft  la  tangente ,  comprise  entre  le  point  de  con* 
tact  et  Taxe  des  abscisses^  est  &cile  à  déterminer  lorsqu'on  connali  U 
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X  soutangente  PT  et  l'ordoniiëe  PM  ^  car  on  a  TM^iss  'PT^  Pit^ 
mais  on  peut  la  calculer  immédiatement ^  au  moyen  de  son  expression 
générale  ^   qu'on   trouvera  en  mettant  pour  PT  et  PM  leurs  valeurs 

jr  j-  etj',  ce  qui  donnera 

En  appliquant  cette  formule  à  la  parabole^  on  trouve 

et  remplaçant  j  par  sa  valeur  v/m^>  ^  "^î^i^^  TM=:  \^mx+4x\ 

212.  La  relation  qui  existe  entre  les  équations  de  deux  droites  pw^ 
pendiculaires  passant  par  le  même  point  ^  appliquée  à  l'équation  de  la  tan- 
gente i^oS),  donne  pour  celle  de  la  ligne  MR^  peipéndiculaire  à  MT, 

Si^  pour  construire  cette  perpendiculaire ,  on  veut  avoir  le  pointiZ  où  elle 
rencontre  Taxe  des  abscisses,  on  fera^=o,  et  il  viendra  ARzsafzss 
j'^^x:  retranchant  jiP  ou  jp,  de  JIR^  on  aura  /'jR  =:^ g^» 

Le  JLriaxigle  rectangle  PRM  d<mnant  1^^  s^  1pR  +  P^\  on  en 
déduira  if»  =j^  |/i +^. 

La  ligne  MR  a  reçu  le  nom  de  normale,  ou  de  perpendiculaire' 
à  la  courbe,  et  la  partie  PR  de  l'axe  des  abscisses  s'appelle  la  sour- 
normale. 

Dans  la  parabole  on  a 

^R—j\/^^+J^^\VAr-\-rn^=\V^nx-\'n^,  et   PR^^. 

Dans  le  cercle  ilfR=j^p/^i  4-^=11,  et  Z^Usa— at;   par  con- 

séquent  AR^=io  :  et  en  effet,  la  normale  d'un  cercle  n'est  autre  chose 
que  le  rayon  ,  dont  la  valeur  est  constante  et  qui  passe  toujours  par 
le  centre»  . . 
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S'il  ÊiUait  mener  la  normale  par  un  point  pris  hors  de  la  courbe  ^ 
on  pacallèlement  à  une  ligne  donnée  y  on  opérerait  comme  on  a  fait 
poar  la  tangente  (209). 

âi3.  En  rapprochant  les  résultats  trouvés  dans  les  numéros  précédons^ 
nous  aurons 

et  pour  appliquer  ces  formules  à  une  courbe  quelconque^  il  suffira 
d'y  substituer  la  valeur  àe^y  ou  celle  de  g- ,  tirée  de  l'équation  diffé- 
rentielle; on  chassera  ensuite  ^  1  Taide  de  Téquatipii  primitive  j^  celle 
des  coordonnées  xonjr  qu'on  voudra. 

On  trouvera  ainsi  ^  pour  les  lignes  du  second  degré^  d'après  Téqaa* 
tion  j^*  =5  /njc  4-  'w:*  j 

m  +  anx^  m+Aitx     ^ 


r 


MR 


=  |/'««  +  i«-+l(«+a«a:)». 


Dans  tout  ce  qui  précède  ^  nous  avons  supposé  que  kâ  coordotinéesc 
X'  et  y  étaient  perpendiculaires  entre  elles  :  mais  il  est  aisé  de  voir 
que  quand  même  elles  feraient  un  angle  quelconqjie^  réquatibn  de  la 
tangente  ne  changerait  pas  de  forme,  non  plus  que  les  videurs  àe  AT 
et  de  PTy  qui  en  sont  immédiatement  déduites;  à  l'égard  de  MT^ 
de  MR  et  de  PRy  on  trouverait  leur  expression  par  le  moyen  de^ 
triangles  MTPj  MTR  et  MPRy  dans  lesquels  on  connaît  ou  un  angle 
€t  deux  côtés,  ou  deux  angles  et  un  côté.. 

21 4-  En  cherchant  les  positions  que  prend  la  tangente  d'une  courbe^ 
proposée  ,  lorsque  le  point  de  contact  s'éloigne  de  plus  en  plus  de 
Torigine  des  coordonnées,  on  peut  reconnaître  si  cette  courbe  a  des: 
as^rsiptotes^  et  déterminer  leur  position* 
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riG.if;.  On  Toit  êtt  effet  ^e  dans  une  eotufee  MX  y  fig.  ig^  ^^  sh«  âsjrn^ 
tote  droite  Aï,  à  niesizr&  qne  le  pomt  M  iféloêgaê  de  T^rigme,  la  tan- 
gente MT  s'approche  de  l'asymptote ,  et  les  poiols^  T  ^  D  marclMit 
respectirement  yers  les  points  Rei  E  ^  ensorte  que  AR  et  AE  sont  di^ 
limiiei  que  bt  Tsleort  de  ATti  de  AD  tm  savaient  frandbir,  ni  aaème 
atteindre ,  mais  dont  elles  peuvent  différer  aussi  peu  qu'oii  voudra.  Il 
suit  de  là  que  pour  trouver  si  une  couribe  a  des  asymptotes ,  il  &ut 
cherciier  d  les  erpreasions  de  AT  et  de  AD^  relatives  à  cette  courbe , 
sont  susceptibles  de  limites  finies ^  et  lorsque  cela  arrivera,  ces  limites 
étant  construites,  donneront  les  deux  points  R  et  £,  par  lesquels  on 
mènera  la  droite  RSy  qui  sera  l'asymptote  demandée. 

Nous  avons  déjà  calculé  (207)  Texpression  de  ATi  qtiant  à  ceHe  de 
AD  y  on  la  trouvera  oa  faisant  ^sso,  dans  Téquation  delà  tangente^ 

et  a  enté$^dmBBL-^D9^y:mj*^x^. 

Appliquons  ce  qui  précède  à  Téquation  jr*ss:mx  +  njcfy  nOM  en 
tirefons      * 

AT^ 


^Z)=jr_,|=^_2î:^, 


mx 


de       ^  ay        "^al/iiur-i^iKc*  ' 

les  derniers  membres  de  ces  équations  peuvent  être  mis  sous  les  formes 


•  m  m 


et y — SLisL  :  par  conséquent  kvtfs  limites  respectives,  dans 


2+»      .1/2+. 


le  cas  ùà  on  suppoae  x  infiai,  sont  ^  —  ^aeiAR  et  -^=  AE: 

Si  n  éuit  nulle.  Ut  expressions  de  AT  et  de  AD  éevieiidnient 
infinies  en  même  temps  que  jc,  et  la  cour|ie  proposée  n'arundt  pmat 
d^asymptotes  ;  elle  n'en  aura  pas  non  plus,  lorsque  n  sera  ti^atite^ 
parce  qu'dors  son  équation  n^admettra  point  potir  x  unefaleor  infinie. 

Considérons  encore  la  courbe  représentée  par  Téqnadoa 

jc*  —  5«jf -!•  j»  a:s  o  ; 
on  a  dans  cette  courbe 

ATx^^^SL^     AÙ^^^SSU. 
Pour  trouver  la  limite  vers  laquette  tendent  ces  espneMoas  ,  k  me^ 
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iwe  ifBte  9  augmente  y  il  fiuidrait  so^stHoer  ^  lien  de  jr  m  valeur 
en  X  y  ou  du  moins  le  premier  terme  de  chacune  des  séries  descend 
dantes  que  iV>a  (tîrerak  àà  Féfwtion  proposée;  mais  om  peut  suppléer 
à  ces  résultats  dans  l'exemple  présent,  par  un  artifice  analyti^e  fort 
simple.  Si  on  fait  x={;^,  Téquation  proposée  deviendra  divisible  par^% 

et  Ton  en  déduira  j=:—r-p.  Il  est  facile  de  voir  maintenant  que  lasup-* 

position  de  ^=—  X  ,  rendra^  infini,  et  donnera  x  =  — J^;  en  chan** 
géant  x  en  — jr  dans  le*  expressions  de  ^7*  et  de  JtDy  et  prenant  les 
limites  (Introd.  n*"  lO  et  suiv.),  on  aura  jiR:=:i-^^=.a=i  AE.  Menant 
donc  par  les  points  A  et  Ey  fg.  3o,  construits  avec  Jes  Taievrs  jptécê-^  fig.  do. 
dentés,  la  droite  ERy  elle  sara l'asymptote  des  branches  -^JT  et  AZ. 

Si  l'une  des  quantités  AT  on  AD  y  fig.  29,  restant  finie,  l'autre  devenait  fig.  iic- 
infinie,  il  est  évident  que  Fasyinptote  serait  paraUèle  à  l'axe  sur  lequel 
se  trouve  cette  dernière.  Pour  ne  manquer  aucuile  des  aeymptotes  que 
àm^  WMT  la:  ooprbe  f^oposée^  il  fimt  &ire  auccet^vement  x  infiiii  «st 
/  infini,  «t  Mbstituei"  dana  les  expressions  de  AT  et  de  APy  chacun 
des  résultats  différens  que  donnent  l'une  et  l'autre  hypothèse.  Lorsque 
ces  expressions  deviendront  infinies  en  même  ietnps ,  on  ^  en  conclura 
que  la  courbe  proposée  n'a  pas  d'asymptotes'.  Il  pourrait  arriver  que  « 
ces  quantités  fussent  toutes  deux  nulles  \  daM  ce  cas  3a  caxHdbe  «Ksît 
pour  asymptote  une  droite  pienée  par  l'origine  des  coordonnées;  mais 
comme  on  n'en  connaîtrait  alors  qu'un  -point ,  3  ^drait  en  chercher 

la  dire^tfeA  ,  «t  pour  ctU  '  on  ^eodcatt  la  iîmi te  è^  f 09i|>ression    ^ , 

qui  représente  la  lai^nte  de  l'angle  MTB  pour  an  .fidiiit  quelconque 
de  la  courbe^  et  on  aurait  la  tangente  de  l'angle  SKB. 

31 5.  Après  avoir  montré  l'nsage  des  d^'rentielies  dans  la  rech^Miie    Espreasioa 
des  tangentes.  3  me  parait  convenable  de  foire  voir  comment  œs  fonc-  *!"  differen- 

%.»!•  •%  i/«  -         liellcid«  l'arc 

tiojss  servent  a  expnmer  iit%  relatiojos  entre  les  coordonnées  aune  courbe,  «c  de  raii« 
la  longueur  de  ses  arcs ,  et  l'étendue  des  aires  qu'elle  endixasse^  relations  <*'«"«  «««rf». 
qm ,  le  plus  flouvêni,  sont  irÀnscendantés  tsoktt.  I/mt  ^notions  primitives  y 
et  dont  la  connaissance  noua  sera  utile  par  la  soit^ 

On  a  supposé ,  dans  un  grand  nombre  de  Jivres ,  ^comme  une  chose 
évidente,  quV/n  petit  arc  de  courbe  peut  êjLre  pris  p^ur  sa  corde j^ 
e^èst-à-^dire  que  ie  rapport  de  l'arc  et.de  su  e^rdeapùur  limite  ïuaité^ 
cette  proposition  très-mrportante  a  néanmoins  fteson  dSètpe 
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trée  (*).  On  peut  y  parvenir  de  plusieurs  manières;  la  suivanie  m'a  para 
la  plus  analytique. 
FiG.3a.     Le  triangle  rectangle   MM'QyJig.  Sa,  donne   pour  la  corde    de 
l'arc  MOM\  

or,  en  prenant  MQzszh,  on  a 

développement  que  Ton  peut  mettre  sous  la  formn 

(p  +  ph)h, 

en  faisant 

$:=„,    et    ^A4.^-*l-  +  elc.=/>A. 
dx       ^^  djc*i.a    "^  dx^i.a.3    •  ' 

et  il  est  k  propos  de  remarquer  que  la  quantité  P  est  toujours  com- 
prise entre  des  limites  assignables  (ijot).  D'après  ces  dénominations  > 
îl  vient 

MAT  =  VF+^7+T^^f-  =  hVi  +  {p-i-Phyi 

menant  ensuite  la  tangente  MN,  on  trouvera 

NQz=::MQ.tzagJVMQz=:^h  ^ph  (ao5), 

MN  :=s\^Mq  +  NQ  =  y/h-  +p^h*  =  h  \/T+p , 
.    Jf'i^=i\rQ-Ar(?=-^il-etc.==-.P^- 

(*)  Newton  lui-même  en  a  jugé  ainsi.  JTcyez  le  lemme  VI  du  premier  livre  des 
Principes.  En  effet,  ce  n'est  pas  à  cause  que  l'arc  et  la  corde  s  évanouissent  en  même 
temps,  qu'il  est  permis  de  les  prendre  l'un  pour  l'autre,  puisque  deux  quantités 
peuvent  avoir  en  s'évanouissant  des  rapports  très-différens  de  l'unité ,  mais  parce  qu'on 
peut  toujours  inscrire  dans  un  segment  de  courbe  un  angle  aussi  approchant  dé  deux 
droits  que  Ton  voudra. 
FIG.3i.  Ayant  pris ,  par  exemple  ,>deux  cotdes  AB  et  AC,  fig.  3i  >  égaler  *  puM  deux. cordes 
AD  et  AE ^  encore  égales,  mais  plus  petites  que  les  premières.  Tangue.  DAE  fiur^ 
passera  l'angle  BAC\  si  maintenant  on  tire  les  cordes  BC  et  DE^  on  aura 

les  angles  SAP  et  DAQ  augmentent  :sans  cesse  et  tendent  à  devenir  -droits,  et  les 
lignes  brisées,  A  mesure  que  leur  angle  s'ouvre  «  tendent  à  devenir  égales  aux  droites 
qui  joignent  leurs  extrémités* 
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et  on  tonclnra  de  là 

Ce  npport^  lorsque  hzsso,  a  pour  limite 


Vi  +p^ 


î=5  1  î 


mais  un  arc  comme  MOM\  dont  la  concavité  est  tournée  du  même 
côté  dans  toute  son  étendue  y  est  évidemment  compris  entre  la  corde 
MM*  et  la  ligne  brisée  MN^M'N}  donc  à  plus  forte  raison  le  rap- 
port  j^^,    a-t-il  pour  limite  Tunité» 

Ou  voit  aus^i  qu'il  en  est  de  même  du  rapport  de  Tare  MOM*  à  la 
partie  MN  de  la  tangente  comprise  entre  les  deux  ordonnées  PM  et 
F  M' y  puisque  l'expression 

MN  fty/r+P^ 

MM'        h\^\'i'{j}  +  PKy 

a  pour  limite  l'unité;  mais  cette  circonstance  n'a  lieu  que  parce  que 
les  ordonnées  sont  menées  perpendiculairement  à  l'axe  des  abscisses  (^)é 

a  16.  €e  quW  vient  de  voir  mène  a  l'expression  de  la  différentielle 
de  l'arc  d'une  courbe  par  celles  de  son  abscisse  et  de  son  ordonnée. 


(*)  M.  Lagrange  {Théorie  des  fonctions  analytiques^  a  fait  remarquer  que  la  longueur 
de  l'arc  d'une  courbe,  quand  sa  concavité  demeure  tournée  du  même  côté^  est  comprise 
entre  les  parties  que  les  ordonnées  qui  le  terminent,  interceptent  sur  la  tangente  la  plus 
inclinée,  et  sur  celle  qui  l'est  le  moins. 

En  effet,  l'arc  MOM\Jig,  33,  étant  plua  grand  qae  la  corde  MM\  surpasse  à 
plus  forte  raison  la  tangente  M'N' ,  qui ,  faisant  un  plus  gfand  angle  qne  cette  corde 
avec  les  ordonnées  parallèles  PM  et  P'M',  s'approche  plus  de  là  perpendiculaire  menée 
entre  ces  ordonnées  :  d*un  autre  côté ,  le  même  arc  est  moindre  qne  la  ligne  brisée  MGM' 
qui[I*enyeloppe,  et  celle-ci  est  moindre  que  MN,  puisque  GM'  est  moindre  que  GN  ^ 
comme  étant  opposé  dans  le  triangle  M'GN  à  Tangle  GjffM',  moindre  que  GM'N. 

Oa  conclut  aisément  de  là ,  que  la  limite  du  rapport  entre  Tare  et  la  corde  est 
]*unité  ;  car  il  est  visible  que  la  yaleur  de  p  pour  le  point  M\  sera  de  la  forme  p-hQh, 
et  que  par  conséquent  les  rapports  de  MM'  à  MNetà  M'N\  qui,  d'après  ce  qii*on 
tient  de  voir,  comprennent  celui  de  MM*  i  MOM'\  ont  tous  deux  l'unité  pour*  1  mite. 


riG.  53. 
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II.  est  d'abord' évident  que  Tare  ZJilf  variant  de  grandeur  avec  Tabscissé 
^Py  est  une  fonction  de  celte  abscisse.  Soit  donc  s  ectte  fonctioa 
lorsque  X  se  change  en  x  +  A,  eUe  deviendra 

et  par  conséquent  on  aura  • 

•3fOilf'=*-*-f.|ïil^-S_*L.^-etc. 

mais  MOM'  étant  toujours  compris  entre  MM'  et  MN^NM\  son 
développement  le  sera  aussi  entre  ceux  des  expressions 

AVi+(/^-hi^A)*   et   hvr+y*—.ph\ 

Celui  de  la  première  reste  seul  k  effectuer  ;  et  comme 

en  développant  la  puissance  fractionnaire  indiquée,  on  obtient  ua 
résultat  de  la  forme 

ayant  le  même  premier  terme  que  A  Vi-f-/»'— i*A%  il  aoit  du  n*  4» 
de  l'Introduction,  que  le  développement  de  la  quantité  intermédiaire 
MOM'  aura  également  A  y/i -irp*  pour  premier  terme  :  ainsi 

et  par  conséquent 
ISn  appliquant  cette  fimnule  au  cercle ,  dont  l'équation 
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donné 

xàx+yàjzsLOy      d'où       à/zss:^^^'^^ 
il  Tient 

résultat  qni  rentre  dans  celui  du  n^  58^  lorsqu'on  y  cbsnge  x  tnj^ 
et  qu'on  fait  assi. 


217.  Je  placerai  ici  9  comme  unerecherche  analogue  àla précédente^  celle 
de  la  différentielle  du  segment  DJPMyJig.  32^  de  Faire  dune  courbe  ^  FlG.3i. 
compris  entre  deux  ordonnées  y  dont  la  première^  DAy  est  supposée  fixe  y 
et  la  .dernière  y  PMy  varie  avec  l'abscisse  AP.  L'étendue  de  l'espace 
DAPM  étant  déterminée  par  cette  abscisse^  en  est  une  fonction;  et  en 
là  représentant  par  z  y  on  aura  l'aire  DAFM\  correspondante  à  l'abscisse. 
AF  s=s  X + A  ^  pour  le  développement 

d'oia  p  retranchant  l'espace  primitif  BAPM'^  il  iMteKa. 

Cela   posé  y  l'espace  PMM'F   est   toujours  compris  entre  les  rec- 
tangles PMQF   et  PBM'F ,  dont  Je   premier  a  pour   expression 

PM.  PF-^s^jhy  et  le  second^ 

c'cft  «LoaccBtre les. fbnctionft 

jh     en    j^H-^Y  +  eW.» 

^c  dcSt  5e  trouver  compris  le  développement 

àz  h,    àHh!^ 
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et   ces    fonctions  ayant  le  même  premier  terme  ,jrh ,  il  faudra  par 
conséquent  que 


Dans    le  cercle    où  7*  =s=  Va*-— a:»,  il  viendra 


ds  =  dx  vV—xN 

J'observerai  en  passant  que  Tonpouiyait  se  servir  de  cette  différentielle 
pour  former  ,  au  moyen  du  théorème  de  Taylor,  le  développement  de 
Taire  du  segment  ;  mais  ce  mo^en  conduirait  k  des  calculs  assez  longs 
€t  peu  symétriques. 


OetcMtacufk»     ^i^*  Quoîqu'on  ne  puisse  mener  aucune  droite  entre  une  courbe  et 
ronrbcs  5  des  li-  sa  tangcutc ,  OU  y  pcut  néaumouis  faire  passer  une  infinité  de  lignes 
SMioK    tnoes.  ç^^jj^gg  différentes,  qui  touclieront  toutes  la  courbe  proposée ,  et  seront 
touchées  par  sa  tangente.  La  série  de  Taylor,  en  l'arrêtant  successive- 
ment à  chacun  de  ses  termes ,  fournit  elle-même  une  suite  indéfinie  de 
courbes  qui  fouissent  de  Cette  propriété. 
Eu  effet,  si  dans  la  série 

;t  =  i'A  H- ÇA*+ jfft»  ;f  5A*  4*  etci 

on  Ëdt  successivement 


A^  =  PÂ  4.  Qh% 


etc. 

FIG.  35.  if  seraTordonnée  de  la  tangente,  prise  par  rapport  à  l'axe  JUBf  yj^*  35, 
la  nouvelle  origine  étant  en  ilf  ;  V  sera  l'ordonnée  d'une  parabole  pas- 
aant  aussi  par  le  point  M  et  déterminée  par  la  valeur  que  prennent  lés 
quantités  P  et  Ç  pour  ce  point;  A^sera  encore  Pordonnée  d'une  courbe 
parabolique  de  l'ordre  supérieur  à  celui  de  la  précédente,  et  ainsi  de 
suite.  Toutes  ces  courbes  auront  la  même  tangente  que  la  proposée  > 
pxiisque 

p  _  dy  _dA  ^dA' _dfc^  _d*^ 
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et  si  on  prend  la  différence  entre  les  ordonnées  de  ces  courbes  et  celle 
de  la  proposée ,  il  viendra 

NN'  =  A  —  A'  =  QÀ*  +  iîA»  +  Sh^  +  etc. , 
NJV'  =  A:  ~  r  =  M^  +  Sh^  +  etc. , 

IfJV';=  k^hr^  Sh^  ^  etc.  ; 

d'où  il  suit  que  Fabscisse  h  étant  prise  assez  petite  pour  qu'un  terme 
quelconque  de  la  série  qui  exprime  la  valeur  de  A:  ^  soit  plus  grand  que  la 
somme  de  tous  les  suivans,  alors  NN'  sera  moindre  que  NN*y  NJST. 
moindre  que  iV7V%  etc.  y  et  quand  on  fera  h  négative  ^  on  trouvera  de  même 
nn'  <  nn^y  mf  <  nrty  etc.  La  courbe  MY^  passe  donc  entre  la  tangente 
^MV  et  la  courbe  proposée  MX\  de  même  la  courbe  MY'  passe  entre 
MY'  et  MXy  etc. ,  et  chacune  des  lignes  MYy  MY^y  MY",  etc.  s'appro- 
cbant  plus  de  la  courbe  proposée  que  celle  qui  la  précède ,  peut  être 
regardée  comme  ayant  un  contact  plus  par£iit^  ou  d'un  ordre  supérieur  à 
celui  du  contact  qui  se  trouve  entre  ces  deux  dernières.  Il  est  visible  que 
l'ordre  du  contact  est  marqué  par  le  nombre  de  termes  qui  sont  communs 
au  développement  de  A  et  à  l'équation  de  la  courbe  touchante. 

Les  courbes  MY',  MY'y  etc.  jouissent  toutes  d'une  propriété  ana- 
logue à  celle  qui  forme  le  caractère  de  la  tangente  (ao5)  :  de  même 
qu'entre  cette  ligne  et  la  courbe^  on  ne  peut  faire  passer  aucune  autre 
droite^  de  même  entre  la  parabole  MY'  et  la  courbe  MX  y  on  ne  peut 
faire  passer  aucune  parabole  du  second  ordre  y  dont  l'équation  serait  de: 
la  forme 

k^z=zAh  +  Bh^*r 

car  tant  que  A  et  S  différeront  de  P  et  de  Qy  on  aura 

A  — ;t^  =  (P  — ^)A-H«?— ^)A*  +  i^*  +  etc.f       • 

et  cette  expression^  lorsqu'on  prendra  h  très-petite^  surpassera^  soit  po^ 
sidvement^  soit  négativement ,  celle  de  A:-— A:^  qui  commence  par  une 
puissance  de  h  plus  élevée.  Si  on  avait  At=zP y  quelque  valeur  qu'ait 
d'ailleurs  le  coefficient^^  la  parabole  donnée  par  l'équation  kjssJ^hr^Bh*^ 
aurait  la  même  tangente  que  la  proposée  itfJT^  et  la  toucherait  par 
conséquent  ;  mais'  elle  passerait  en  dehors  de  la  seconde  parabole 
puisque  l'expression  de  A:  —  *^  commencerait  encore  par  une  puissance 
de  h  moins  élevée  que  la  3*.   Il  suit  de  là  que  l'équation  •        » 
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comprend  une  infinité  deparaboles^  qui  peuvent  aroir  un  contact  du  pre^ 
xnier  ordre  y  avec  une  courbe  donnée ,  mais  qu^il  n'y  en^a  qu'une  seule 
qui  puisse  en  avoir  un  du  second;  pour  distinguer  cette  dernière  de 
toute  autre  ^  nous  la  nommerons  parabole  osculatrice.  On  verra  de  même 
que  parmi  l6S  courbes  paraboliques  représentées  par  Féquation 

il  y  en  aura  une  infinité  qui  auront  avec  .la  courbe  MX  des  contacts  du 
premier  et  du  second  ordre;  mais  qu'une  seule ,  savoir  celle  où  -^  =  -P, 
B:=:iQy  CissRy  peut  en  avoir  un  du  troisième.:  elle  sera  donc  là  deuxième 
parabole  osculatrice^  et  ainsi  des  autres. 

Lorsque  la  courbe  proposée  ne  subit  pas  d'inflexion  au  point  q\iW. 
considère^  elle  se  trouve  du  même  c6té  de  Ja  tangente ,  immédiatement 
avant  et  après  le  contact^  mais  il  n'en  est  pas  ainsi  à  l'égard  de  la 
première  parabole  osculatrice;  car  la  différence  NN',  dont  le  signe  peut 
toujours  dépendre  de  son  pre'mier  terme  ^^,  en  prenant  h  convenable- 
ment, change  de  signe  en  même  temps  que  cette  quantité ,  ce  qui  prouve 
que  la  courbe  IffT*  passe  d^un  côté  à  l'autre  de  la  courbe  SfXt  il  y  a 
donc  en  quelque  sorte  contact  et  intersection  entre  ces  deux  courbes.  Sd 
on  avait  Se  k  peine  à  concevoir  cette  circoiistaneey  il  faudrait  se^e^ppeler 
qiBk0  dans  un  point  dlnflexion,  la  tangente  coupe  la  courbe  proposée,  et 
ne  la  touche  pas  moins  pour  cela.  Pareille  chose  arrivera  dafnsr  tcms  Ie8 
contacts  d^un  ordre  pair  ;  miais  dans  les  contacts  <FQFdre  impak"^  lee 
deux  eowbea  ne  feront  que  se  toucher* 

219.  Je  ferai  remarquer  en  passant,  qne  les  différences  entre  les  or^ 
données  correspondantes  de»  diverses  courbes pajndbpUques  cpa^je  viens, 
de  considérer,  répondent  aux  termes  successifs  dela^iérie  de  Tâyloi;i  ot 
en  donnent  la  ||rattdtur  linéaire;  car  on. a  \  \  -  • 

etc.  :   , 
je  me  bornerai  ici  à  indiquer  les  dooiiéea  de^la  cox^tsuatîûa  de;  la  pre« 
fnière^  parabple  osculatrice. 
Son  équation 

*•  s=  i*ft  -f  <?&• 
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^nt  être  nise  «OMift  fi>raie 

£t  on  voit  alors  cpie  les  coordonnées  de  Biou  sommet  sont 

—  -Q^  OU  — -  -^^  ,  dans  celui  des  x; 
que  son  axe  est  parallèle  aux  j^,  et  qu'elle  a  pour  paramètre  ■    ,,  ♦♦ 

aao.  Les  courbes  du  genre  paraboGque  ne  sont  pas  les  seules  qui 
puissent.être  osoilatrices.  Si  on  conçoit  qu'une  courbe  quelconquie  que  je 
désignerai,  ainsi  que  son  jéquation^  par  (/^^)>  passe  par  le  point  M,  était 
par  conséquent  à  ce  point  les  mêmes  coordonnées  .^tP  tXJPM  que  la  pro^ 
posée ,  et  qu'on  représente  par  K  l'ordonnée  de  celte  courbe  relative  à 
Taxe  MB^  et  à  l'abscisse  MQ^=:h^  çn  substituant  dans  son  équation 
or'+A,  ^H-JT  k  la  place  de  ses  coordonnées  primitives  x'  et  y,  on 
trouvera  pour  K  une  série  de  la  forme 

ou  U  faudra  faire  ensuite  £ts^x^  ^y^^Jy  ponr  pbicer  mi  pamft  H 
la  nouvelle  origine;  et  il  viendra  par  coMeqveat 

Lorsque  P  sera  égal  à  JP,  cette  courbe  aura  bimémê  tangente  que  la  pro' 
posée  9  et  dans  ce  cas,  elles  se  toucheront  l'une  et  Vautre.  On  voit  aussi 
qne  tant  que  Q  et  1^  ne  Mront  pas  de  signe  contraire ,  la  seconde  courbe 
passera  entre  la  couri>e  proposée  et  sa  tangente,  car  A: —  K  étaYit  réduit 
alors  à  (Q  — Q')  À» -4r  (fi^^if  )À»  4.  netc.  sera  moindre  que 
k  —  A<=  ÇA*  4-  RI?  +  etc. ,  quand  l'abscisse  h  sera  prise  de  manière  que 
le  pt^mîer  terme  de  chacune  de  ces  séries  surpasse  tous  ceux  qui  le 
Mvefttt.  La  différence  Ç-*-^?','  comparée  à  Ç,  fera  connaître  la  situation 
respeeti(V«4e  la  courbe  taucbante  (F^),  i  Pégard  de  la  courbe  proposée 
et  de  sa  tangente.  Le  contact  de  la  courbe  proposée  avec  la  courbe  (^') 

"  serait  du  second  ordre ,  si  on avwt  en  mréme  temps  P— P=o,  Q — 0^=0; 
du  troisième  ,  si  on  avait  P — P^zszOy  Ç— Ç'^o,  Jl-^ifsEsb;  et  en 
général  de  l'ordre  marqué.par  Iç  nombre.de  coeiHciens  qui  s'évi^iumisseiit 

dans  Texpression  de  k-^K^ 
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Pour  on  point  quelconque  de  la  courbe  (^')>  les  coefficiois 

sont  des  fonctions  données  de  x\  de  y  et  des  constantes  qui  entrent 
dans  son  équation;  «t  comme  au  point  il/^  af  exy  ae  changent  en  or 
et  ^^  et  que  les  coefficiens 


/.  =  ^.,        <?  =  ^S.        .8  = 


dx>  ^         i.adx**  i.a.SdP* 


etc. 


sont  des  fonctions  de  x  et  de^,  les  équations  P— •P'ssio,  Q' — Ç=û,  etc. 
ne  renfermeront  que  les  constantes  dont  on  vient  de  parler^  et  les  coor« 
données  du  point  M  y  et  ne  seront  satisfaites  que  lorsque  les  relations 
qu  elles  expriment  se  trouveront  avoir  lieu  d'e)IesHnémes  entre  ces  quan- 
tités ;  mais  si  la  courbe  (/^')  n'est  pas  entièrement  déterminée  ^  soit  dans  sa 
portion,  soit  dans  son  espèce^  son  équation  contiendra  alors  des  constantes 
arbitraires  dont  on  pourra  disposer  pgur  satisfaire  à  quelquesrimes  des 
équations  P — i^  =  o,  Q — ^^=0,  etc.  et  déterminer  par  là  un  contact 
d'un  ordre  plus  o^  moins  élevç  ^  suivant  1q  nombre  de  ces  constantes. 

ail.  Pour  éclaircir  ceci  par  un  exemple^  supposons  que  la  courbe  (F^ 
soit  un  cercle  dont  la  position  du  centre  et  la  grandeur  du  rayon  soient 
quelconques;  cherchons  les  divers  contacts  que  ce  cercle  peut  avoir  avec 
une  courbe  donnée ^  et  comment  les  constantes  qui  entrent  dans  son  équa** 
lion  sont  déterminées  par  la  nature  du  contact  et  par  la  position  du  point 
où  ce  contact  a  lieu. 

Représentons  par  etei^  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  que  nous 
considérons^  par  y  son  rayon ,  et  par  af  et  y  les  coordonnées  d'un  point 
(juelconque  de  sa  circonférence;  elle  aura  pour  équatîoii 

I^a  première  condition  qu'elle  doit  remplir^  avant  de  toucher  la  courbe 
proposée,  est  de  passer  par  le  point  M,  et  pour  cela  il  Êtut  que  son 
équation  soit  satisfaite,  lorsqu'on  remplacera  jc'  et  y  pfLVX  et/,  c^  qai 
donner^ 

'  (x^^y^(jr-^y:^y (i). 

Puisqu'on  doit  regarder  les  variables  xçtj  comme  déterminées  par  le 
point  M  qu'on  considère,  il  s'ensuit  que  des  trois  constantes  arbitraires 
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a,  fieïyy  il  n^en  reste  plus  que  deux  dont  on  poissé  disposer  pour  ran* 
plir  les  conditions  du  contact^  et  que  par  conséquent  ce  cercle  ne  pourra 
ayoir^  en  général^  avec  la  courl>e  proposée  ,  un  contact  d'un  ordre  plus 
élevé  que  le  second. 
L'équation  (a/— «)•  +  (/— i8)*  =  >*  donne 

changeant  af  en  x  ety  enjr  dans  cette  valeur^  et  la  substituant  dâài 
P— P'œo,  il  viendra 

è+^  =  o»    ou    (j-^g  +  (cc-«)=o (a). 

Cette  équation  ne  suffit  pas  pour  déterminer  ot  et  j3^  mais  elle  établit 
la  relation  qui  doit  exister  entre  cçs  quai^tités,  pour  chacune  des  valeurs 
particulières  de  x  et  dej^.  En  lui  donnant  la  ferme 

on  verra  qu'elle  est  la  même  que  celle  de  la  normsle»  dans  laquelle  on 
aurait  change  ^  en  a  et  y  en  fi  (3i^)>  et  on  en  conclura  que  .tons 
les  cercles  qui  ont  leur  lientre  sur  la  normale  au  point  if  ^  et  qui 
passent  pw  ce  points  ont  tm  contact  du  premier  ordre  ayec  .la  courbe 
proposée. 

Formons  encore  Téquation  Ç— Q^ssoi^pour  achever  de  déterminer 
le  cercle  touchant.  Nous  tirerons  d'abord  de  l'équation  de  ce  cercle 

mettant  ensuite  x  pour  j/  et  j  pour  y,  nous  aurons 

ou 

(j^-/Syg  +  (j-/3)*+(x-.«)-=:o (5). 

Les  équations  (i),  (a)  et  (5)  réunies  sont  en  nombre  suffisant  ponr 
déterminer  «,  j^  et  >  :  la  seconde  donne  (x— *)=^(7— ^)2J,  sub-; 

•       56 
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-  tàtHant  cette  yaléur  dans  ^  troisième ,  on  tTt>uTe 

r-/S= ^->    d'où    a:-ct  =  — A^^^— ; 


et  au  moyen  de  ces  expltSBidas^  l'éijbation  (i)  donnera 

(■+ë)''    ■• 


dx» 


Lçs  deux  premiers  résultats  font  connaître ,  par  rapport  an  point  M, 
la  p<ysitibh  du  centre  du  cercle  qoi  a  dans  ce  point  ttti  contact  da  se* 
iand  oVdtè ,  avec  là  cou Aé  proposëe.  . 

Après  cet  exempîè ,  ît  Sera  facile  d*èntcntfre  le  rê^nttiè  que  je  vaîj 
donner^  de  la  théorie  importante  développée  dans  les  articles  précédens. 

iÈÈ9t.  JLérsqne  àcvtt  eMirbet»)  ddm  Un  cmfenné«s  et  léé  abscisses  sont 
déîigii^ês  pur  ^  et/,  Jk<  e^y^  ont  un  pomt  commun^  et  potir  lequel 
pftr  conséquëtit>  eii  faisàM  dans  lenr  équation  respectite  x'-i»^^  on  a 
yjttsfy'si  on  prend  là  difféiience  dee  séries 

qui  expriment  les  iordonnées  des  points  correspondais  à  Tabscisse  ^Hr^3 
on  trouvera 

pour  l'i^xpréSKton  dé  la  distance  des  deux  courbes,  mesurée  dans  le  sens 
de  Tordonnée,  et  pour  une  différence  d'abscisse  h,  depuis  le  point 
%i  ïeor  est  commun. 

'  €ela  posé  »  si  les  coordonnées  œ  et/ tout  censées  aj^^rtenir  à  un  point 
déterminé  d'une  courbe  dont  Téquation  p^=:o  ne  renferme  que  des 
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constantes  données,  tandis  que'  réquAtioo  F^^^i>  At  ]m  f^cm^f  eaîir)>4  j 
renferme  un  tionibre  n  de  donstantes  k  détmvimer^  msart«  qii«  ^^tSi^  - 
couTl>e  soit  seulement  donnée  d^spèee  sâm  l'être  de  |[rmdenretde  f^ 
sition  9  et  ^ae  Ton  r^arde  ses  coordonnée^  sf  %iy  «omme  appartémoAt  ) 
à  un  point  indéterminé;  au  môyea  de  ces  éonstnrtnë^  OHj^Oiim  d^Ab^fé  : 
faire  ensorle  quen  posant  ^=sar^  on  ait 

et  puis  satis£adre  encore  aux  n— -i  équations  suivantes: 

èl— ^        :Ô1~^        éy~^  d'-y        d"-|y 

.    3^."^d*»     4a;'*~d4:*'      do^^^dl?' •'V-dx'— *"d5F»* 

ce  qui  réduira  l'expression  delà  distance  des  deux  courir,  à 

Toute  autre  courbe  V  qui  ne  Térifierait  passes  éqnaëons,  dcdt  néoes«» 
sairement  passer  en  dehors  de  l'espace  compris  entre  la  ^soudbe  *  f^  M 
la  courbe  y,  aux  environs  de  leur  point  de  contact  ;  car  soiei^l  of  et 
j^  les  coordonnées  de  cette  courbe  ,  et  «i^yposons  >qu^en  Êâsani  ^"t^, 
outre  l'équation  y^sizjr  y  elle  ne  vérifie  que  les  j^— r  a  équatiene    - 

ày" dy  d"-y d"-^ 

aF~dx' dx"— »  — dx— > 

sa  distance  à  la  courbe  lésera  exprimée  par  la  série  , 

j 

/d'-y       *^VV        A—' I   /dV       d"y\      A»       ^     ^ 

Vapi^'^dï=^'>r:ïï7::oï=^^"V^ 


il  esl  aisé  de  voir  que  la  valeur  de  cette  enression  devient  d'au* 
plus  ^ande,  relativement  à  celle  de  la  précédente,  que  Ton  di-« 


majs 

tant 

xniaue  la  quantité  h;  car  en  supprindjaai  dans  Tune  et  dans  Fautre  le 

^c\»xt  7--; — rr-TT*  «q^  ^^  ^  XU>wmupL,  o^  réduit  I9  prewièr^  k 

1  .a. . .  j^/i— ij 

et  la  seconde  à 
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et  le  premier  terme  de  celle-ci  étant  indépendant  de  A^  finira  par  Fem* 
porter  sur  la  somme  de  tous  ceux  qui  sont  multipliés  par  h,  dans  les 
deux  expressions.  Çf^ojez  la  note  de  la  page  Z62  y  ou  le  n*  172.)  U  suit 
de  1&^  qu'aux  environs  du  point  qui  est  commun  aux  trois  courbes  que  nous 
considérons  ici^  la  dernière  passera  en  dehors  de  l'espace  compris  entre 
les  deux  premières. 

Ainsi  la  seconde  courbe  ^  celle  qui  résultera  de  la  détermination  de 
toutes  les  constantes  de  1  équation  /^'  =3  o  ^  aura  ayec  la  proposée  un 
contact  de  Tordre  >i— z^  et  toutes  les  autres  comprises  dans  Féqua- 
tion  générale  dont  elle  est  tirée  ^  mais  qui  ne  vérifieraient  pas  les  n  con- 
ditions qu'elle  remplit^  ne  pourront  avoir  avec  la. courbe  proposée  que 
des  contacts  d'un  ordre  inférieur;  c'est  pourquoi  je  distinguerai  le  pre- 
mier sous  le  nom  ^oscidation,  et  je  nommerai  os^ilatrice  la  courbe- dont 
l'équation  ^'==0  est  entièrement  déterminée  par  les  conditions  du  con- 
tact. D'après  ces  définitions  y  la  tangente  est  une  osculatrice^  et  son  contact 
est  une  osculation  du  premier  ordre  :  le  cercle  déterminé  dans  le  n""  221  ^ 
dont  le  contact  avec  la  proposée  est  du  second  ordre,  sera  le  cercle 
^$fiut0ieurj  distiiigué  par  ce  nom  de  l'infinité  de  cercles  qui  peuvent 
sivoir,  au  même  point ^  un  contact  du  premier  ordre  avec  la  courbe 
proposée;  et  cette  osculation  sera  du  second  ordre^  Enfin  la  courbe 
osculatrice  dont  l'équation  Vz=zOy  renferme  n  constantes  arbitraires, 
aura  une  osculation  de  Tordre  n —  i  • 


asS.  On  remarquera,  par  rapport  aux  ^conditions  de  contact,  que 
poser  les  équations 


entre  leS' variables  :r,  ^  et  Offyjr'y  liées  entre  elles  par  les  équations 
/^=:o  et  f^'=  o,  c'e.st  la  même  çHose  que  de  rendre  les  deux  pre- 
mières variables  Xy  jy  qui  sont  censées  connues,  communes  aux  deux 
équations  ci--dessus  et  à  leurs  différentielles,  jusqu'à  Tordre  tj  — 1  in- 
clusivement: on  pourra  donc,  pour  déterminer  les  n  constantes  arbi^ 
traires  de  l'équation  f^';=ro,  employer  immédiatement  les  n  équations 

F':=Oy      dr'=o,  ......  èr-T^Oy 

en  y  changeant  x'  etjf^,  en  x  et  en  ^;  et  les  quantités 


Y         ^  d-j;  d--jr 


j  f 
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qoi  entreront  dans  les  valeurs  des  constantes  arbitraires^  seront  données 
en  Xy  an  moyen  des  n  équations 

Fz=^0,  d^=:0,        d*rs=0,    d--'rs=:0, 

où  tout  est  connu.  » 

Ce  qui  précède  suffit  pour  déterminer  les  courbes  osculatrices  de  la 
]proposée^  dans  tel  ordre  et  dans  telle  espèce  qu'on  voudra^  en  prenant 
pour  ces  courbes  des  équations  contenant  un  nombre  de  constantes  ar« 
bitraires  supérieur  d'une  unité  ^  à  l'exposant  de  l'ordre  de  l'oscuktion  que 
Ton  veut  établir  ^  ou  embrassant  l'espèce  entière  des  courbes  que  l'on  veut 
considérer.  Si  y  par  exemple  y  on  desirait  prendre  les  paraboles  osculatrices 
parmi  toutes  celles  dontréquation  est  du  second  degré  ^  et  dont  par  consé- 
quent l'axe  est  dans  une  position  quelconque,  on  pourrait  établir  entre  ces 
paraboles  et  la  courbe  proposée  une  osculation  du  troisième  ordre  ;  car 
réquation  générale  d'une  parabole  du  second  degré  doit  renfermer  quatre 
constantes^  savoir,  deux  pour  fixer  la  posidon  de  son  sonmiet,  une 
pour  indiquer  la  position  de  son  axe,  et  enfin  son  paramètre.  M.  Ampère 
a  considéré  le  premier  ces  paraboles ,  dans  le  14*  cahier  du  Journal  de 
l'École  Polytechnique  ^  et  leur  a  trouvé  des  propriétés  assez  remar-* 
quables ,  sur  lesquelles  je  ne  saurais  m'arréter,  devant  m'occuper  ici  de 

celles  du  cercle  osculateur,  qui  sont  encore  plus  intéressantes. 

m 

224*  I^®  cercle  osculateur  ayant  un  contact  du  second  ordre  avec  la    ï^f«P"^|^* 
courbe  proposée,  la  touche  et  la  coupe  en  même  temps  (218);  etteur,etdesdcre> 
comme  U  est  déterminé  par  les  seules  conditions  du  contact,  il  suit  du^/^PP^'^***"' 
n*  221,  qu'entre  ce  cercle  et  la  courbe  proposée,  il  n'en  peut  passer 
aucun  autre  :  il  est  donc  celui  qui  diffère  le  moins  de  cette  courbe, 
aux  environs  du  point  particulier  que  Ton  considère.  La  courbure  du 
cercle  est  uniforme    dans   tous  ses    points  ;  mais  pour  des   arcs  de 
même  longueur  ,    celle   d'un  petit   cercle  est  plus   considérable  que 
celle  d'un  grand,  en  sorte  que  les    courbures   de  ces    arcs  sont  en 
raison  inverse  des  rayons  des  cercles  auxquels  ils  appartiennent  :    on 
peut  donc,  par  le  rayon  du  cercle  osculateur,  juger  de  la  courbure 
d'une  courbe  dans  Tun^ quelconque  de  ses  points.  Cette  considération  a 
fait  donner  au  rayon  du  cercle  osculateur  le  nom  de  ra/on  de  courhw^e; 
et  l'on  voit,  d'atprès  ce  qui  précède,  que  la  cpuHfWv  d'une  courbe  est   ' ^ 
en  raison  inverse  de  son  rajon  de  cow^bure. 

225.  La  position  du  centre  du  cercle  osculateur  étant  différente  pour 
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chacun  de$  points  de  la  courbe  proposée ,  l'ensemble  de  toutes  BéS  po- 
sitions formera  une  courbe  dont  les  coordonnées  seront  ol  et  /3;  or  on 
a  pour  déterminer  ces  coordonnées ,  les  équations 


dos*  dx* 


qui  reviennent  à 

dont  le  second  membre  se  réduit  alors  à  des  fonctions  de  x  seul , 
lorsqu'on  y  a  substitué  pour  j-,  àjr  et  ày,  leurs  valeurs  tirées  de  l'é- 
quation de  la  courf)e  proposée;  et  il  est  visible  que  si  on  élimine  entre 
ces  dernières  équations  la  variole  x,  qui  particularise  la  position  du 
point  que  Ton  considère  sur  la  courbe  proposée  y  on  aura  ia  relation  qui 
doit  exister  entre  a  et  fi  dans  toutes  les  positions  que  peut  prendre  le 
centre  du  cercle  osculateùr,^  c'est-à-dire  Téquation  de  la  courbe  qui  les 
contient  toutes. 

U  est  visible  encore  qu'au  lieu  des  expressions  ci^dessus  de  x-— a 
et  de^— /3,  on  peut  employer  les  équations 

(x^et)àx  4-  (j—fi)àf  =  0 (a)  , 

àx-  4-  dx'^  +  (jr^li)dy=:^  o (3) , 

d'où  elles  sont  tirées  (page  444)^  ^*  éliminer  x^jr^  &)r  et  dy  entre  ces 
deux  équations  ^  l'équation  de  la  courbe  proposée ,  et  ses  différentielles 
première  et  seconde. 

Il  est  bon  de  remarquer  à  cette  occasion ,  qu^en  général  Télimina- 
tion  faisant  disparaître  certaines  quantités  y  et  rendant  par  là  les  autres 
indépendantes  des  valeurs  particulières  que  peuvent  prendre  les  pre- 
mières^ conduit  à  un  résultat  qui  renferme  collectivement  tous  ceux 
que  Ton  aurait  eus  pour  chacune  de  ces  valeurs  :  c'est  par  cette  propriété 
que  Téliinination  joue  un  grand  rôle  dans  les  questions  d'Analyse  et  de 
Géométrie  y  ainsi  qu'on  le  verra  dans  la  ^uite. 

aa6.  Voici  encore  deux  propriétés  importantes  du  cercle  oscillateur  : 
i*-.son  rayon,  mené  par  le  point  où  ce  cercle  touche  la  courbe  propo- 
sée ,  ^st  toujours  tangent  à  la  <rourbe  dont  ri  est  parfé  dans  l'article 


Digitized  by 


Google 


DES  LIGr^ES  COURBES.  447 

{Mrëeédént  i  !»*•  la  longueur  de  ce  rayon  varie  de  la  même  quantité  cjue 
Tare  delacborbe  des  centrea^  c'est-à-dire  que  si  DX^Jig.  36^  est  IaFiG.35. 
CoorBe  pi^pOsée ,  et  FZ$  <:ell6  qui  contient  toutes  les  positions  du  centre 
du  cercle  osculateur ,  la  différence  des  rayons  de  xrourbure  OM  et  OfM\ 
relatifs  aux  points  M  et  M\  est  égale  à  l'arc  OOT. 

Pour  prouver  plus  commodément  ces  propriétés^  au  lieu  dès  équa*- 
lions  (i)^  (3)  et  (3)  du  vt  ^^i  ,  prenons  les  suivantes  : 

{x^^y^{y^^Y^y (0, 

(jc— flt)Ar-h(7— ^)d;^=o (2), 

d^+<ir+(/-^)d!r=o  (3), 

qui  sont  équivalentes^  suitant  la  remarque  du.n*  2^3.  Puisque  nous  con-* 
sidérons  ici  Tensemble  des  cercles  osculateurs  ^  il  faut  regarder  les  quan- 
tités a^  fi^et  y  comme  variables;  or  en  vertu  des  équations  ci^essus^  dans 
lesquelles^  est  une  fonction  de  or ,  ces  mêmes  quantités  A,fi^y  sont  aussi 
des  fonctions  de  a:,  et  ne  peuvent- par  conséquent  changer  de  valeur,  sans 
que  cette  variable  n'en  change  elle-même.  Ainsi  pour  obtenir  des  relations 
entre  leurs  différentielles^  on  doit  différenlier  les  équations  ci-dessus  , 
en  V  faisant  tout  varier.  Les  deux  premières  donneront  alors 

dx»  >|_  a;r«  _|.  (^-_  j3)d»j  —  ddcLr — àfidj  =  o. 
Les  équations  (a)  et  (5)  réduisent  ceJles-ci  à 

-<x— «)d*-Cr-.iS).d^=:rd> .(4), 

—  dadx  —  djSd;'  =  0 '•  «(5)  > 

dont  la  dernière  conduit  à 

ejqpression  <]ui  change  l'équation  (a)  en 

(*-«)d|8-(7— •/S)d«  =  o (6), 

€1  ddntic  psit  conséquent  ^ 
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résultat  qui  indique  une  tangente  à  la  courbe,  dont  les  coordonnées  sont 
et  et  ^y  menée  par  un  point  extérieur  à  cette  courbe ,  et  dont  les  coordon* 
nées  sont  a:  et  j^  :  ainsi  ^  comme  on  l'a  énoncé  ci-dessus  ^  la  droite  MO 
est  tangente  à  la  courbe  FZ. 

Ensuite^  il  est  visible  qu'entre  les  trois  équations  (6),  (4)  et  (i); 
on  peut  éliminer  les  deux  quantités  x — a,  J^— i^j  et  qu'il  restera 
une  relation  entre  d«^  d]3  eXàyy  indépendante  de  x  et  de/.  En  ef* 
fectuant  les  calculs^  on  trouve 


d/  =  d«'  +  d/Ss     ou     ^  =  1/.  +  ^., 

ce  qui  donne  le  coefficient  différentiel  de  y^  par  rapport  à  la  va- 
riable «;  or  cette  expression  est  aussi  celle  du  coefficient  différentiel 
de  Tare  de  la  courbe  dont  les  coordonnées  sont  a  et  /3  (216)  ^  et  il 
résulte  de  cette  identité ,  que  le  rayon  du  cerde  osculateur  varie  par 
les  mêmes  différences  que  l'arc  de  la  courbe  FZ  (20)  ^  propriété  qui 
inérite  la  plus  grande  attention. 

En  effet ,  le  rayon  MO  du  cercle  osculateur  du  point  M  étant  tan- 
gent à  la  courbe  FZ  ,  a  nécessairement  la  même  direction  que  celle 
que  prendbrait  un  fil  enveloppé  autour  de  la  convexité  de  cette  courbe; 
lorsqu'en  le  développant  on  serait  parvenu  au  point  O,  On  remarquera 
qu'en  poursuivant  le  développement  de  O  en  (7^  ee  fil  s^alongerait 
d'une  quantité  égale  à  l'arc  Off  de  la  courbe  FZ;  et  comme,  par  ce 
qui  précède,  la  différence  des  rayons  OM  et  O'ilT  est  aussi  égale  au 
même  arc  OO^,  il  s'ensuit  que  le  bout  3f  du  fil  doit  encore  se  trou- 
ver en  M  sur  la  courbe  proposée,  qu'il  n'a  pas  dû  quitter  dans  le  dé- 
veloppement effectué  depuis  l'un  de  ces  points  jusqu'à  l'autre  :  on  peut 
donc  regarder  I9  courbe  DX  commet  engendrée  par  le  développement 
de  la  courbe  FZ. 

Ce  procédé  a  une  grande  analogie  avec  la  description  du  cercle  ; 
ic'est  la  courbe  FZ  qui  fait  l'office  de  centre;  et  le  rayon  MO^  au  lieu 
d'être  consunl ,  varie  pour  chaque  point.  La  courbe  FZ  s'appelle  la 
développée^  la  courbe  DXy  la  déi^elopparUe ,  et  le  rayon  du  cerde 
osculateur,  le  rayon  de  la  développée.  C'est  par  cette  dernière  consi* 
dération  que  Huygens  a  déterminé  le  cercle  osculateur,  qu'il  a  remar- 
qué le  premier,  et  elle  peut  conduire  directement  aux  formules  du 
n*  aai,  comme  on  le  verra  plus  loin;  mais  ce  point-*de*vue  séparant 
la  recb^rche  du  cercle  oscuUteurj  de  la  théorie  générale  du  conUct 
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des  courbes  dont  die  doit  faire  partie^  est  trop  borné  pour  H'état  actuel 
de  la  science.  /      ,  ' 

Une  conséquence  bien  nsmarquable  de  ce  qui  vient- "d'être  prouvé^ 
c'est  que  si  la  développante  est  algébrique ,  on  a  sur-le-cbâmp  l'exprès^ 
sion  de  la  longueur  d'un  arc  quelconque  de  là  développée  y  en  prenant 
la  différence  des  valeurs  de  yj  dans  Tes  points  de  la  première  courbe 
qui  répondent  aux  extrémités  de  Tare  de  la  seconde^  et  l'on  voit  ainsi 
qu'il  y  a  une  infinité  de  courbes  rectifictbles ,  c'est-à*dire  dont  on  peut 
assigner  rigoureusement  la  longueur  en  ligne  droite  ^  ce  que  Descârtes 
lui-même  ne  croyait  pas  possible.   * 


^7.  Je  viens  maintenant  aux- applications  des  formules  du  ii*,a2i^ 
savoir: 

•       -  —^  (d±>4-dy)^  : 

>  —  =*=       àxày      ^ 


:^a^        |.^^^'" 


La  Talear  du  rayon  de  courbure  y  s'étant  présentée  avec  'te  double 
signe' db^  on  peut  démander  lequel  de^  deux  il  falit  employer;  car  il 
est  bien  visible  qu'en  général  à  chaque  point  de  la  courbe  il  n'y  a 
*qu*uii  seul  rayon  de  courbure^  et  que  ce  rayon  n'étant  pas  dirigé  sui- 
.vaut  l'ordonnée  ou  i'abscisse^  excepté  dans  quelques  points  particuliers^ 
n'a  pas,  à  proprement  parler,  de  signe  par  rapport  à  ces  lignes.  I^a 
détermination  de  celui  dont  on  l'affecte  ordinairement  dépend  de  la 
convention  que  l'on  a  établie  sur  le  sens  de  la  courbure  par  rapport,,  à 
la  normale.  Si  l'on  veut  que  le  rayon  de  ccftrbure  soit  positif  pour  les 
courbes  dont  la  concavité  est  tournée  vers  Taxe  des  abscisses,  comme 

la  valem*  de  ^  est  alors  négative  (^06),  il  faut  affecter  l'expression 

de  y  du  signe  --*;  et  dans  ce  cas,  le  rayon  de  courbure  deviendra  né« 
.  gatif^  si  la  concavité  de  la  courbe  paise'  du  c6té  opposé  ^  parée  qu'il 

change  de  signe  avec  ^.  Pour  se  conformer  à  cette  convention  y  dn 

pourra  supposer  dans  les  applications , 

I.  5t 
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L'éqnation  gininlU  des  lignes  da  second  ordre, 

condoisant  s 

4r — » 

«7—  ,y  ~"  4y*  ' 

il«i  f^s«ll0rt 

'  ~"  "~     8ixy*— a(m+ai«c)* 
Si  Fon  substitue  la  Talent  de  j^  dans  cette  expresnoa,  on  avra 

^  «un» 


smr 


TeUe  est  la  valeur  générale  du  rajon  de  courbure  dans  les  ligues  da 
second  ordre;  elle  se  réduit  à  |m  lorsque  jr=:o  :  la  courbure  des 
lignes  proposées  est  donc  ^  à  leur  somm^,  la  laéine  que  celle  du  cercle 
décrit  d'un  rayon  égal  au  demi-paramètre  (  Traité  élém.  de  Trig.  et 
étappl.  iê  rjfg.  à  la  Géam.). 

En  rapprochant  la  valeur  de  y  de  celle  qu'on  a  trouvée  dims  le 

FiG.  a8.B*  aiS^  pour  la  normale,  on  verra  que  >5=:  j— ;^^.  a8^  ot  que  le 

MfOft  de  €OHriure,  dans  ks  l^nes  du  sêeend  ordr^j  est  égal  au  euhe 
de  la  nornude  dipisé  for  le  quÊÈrte  ibê  denU^-paramètre. 

On  pardcularise  la  valeur  générale  de  g^,  en  donnant  à  m  et  ï  n 
les  valeurs  qui  convîenngpt  à  chaque  espèce  des  lignes  du  second 
ordre.  Dans  la  parabole^  ou  /i=;o^  on  a  seulement 

A  Ngard  de  FelKpse  et  de  Fhyperbole^  il  peut  être  commode  dln- 
Irodiwe  les  axes  dans  la  valeur  de  3<>et  de  rapporter  les  al^cîssesau 
centre;  or^  en  désignant  les  demi-axes  par  a  et  6,  on  a  d'abord 


ms=~^         '^  =  =ï=r.^ 
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piiiis  mettant^-*  au  lieu  de  wor+nx*,  il  vient 


—  KM =        ^         JU ^i 


et  comme  labscisse  x  est  prise  a  partir  du  sommet^  celle  qui  parti-^ 
rait  du  centre  serait  a — a:  dans  Tellipse^  et  a+<r  dans  l'hyperbole; 
ainsi. en  affectant  la  lettre  x  à  cette  dernière  abscisse ,  on  aura  seulement 

>—  a^b^ • 

Cette  expression^  très-symétrique^  offre,  par  rapport  à  l'ellipse, 
quelques  conséquences  qu'il  est  à  propos  d'indiquer  ici,  parce  qa'elleê 
peuvent  servir  à  la  théorie  de  la  figure  de  la  terre.  'Aux  points  /  et'£, 
fig.  5j,  qui  sont  les  sommets  du  grand  axe  et  du  petit  axe^  et  oh  nG.3> 
Ton  a  respectivement  ocssa,  ^=o,  et  jc=:o,  ^=4,  on  trouve ,  pour 
le  rayon  de  courbure ,  les  valeurs 

a'  b 

On  voit  pat*  là  que  les  points  T  ei  T  sont  ceux  de  la  pins  grande 
coturbnre  de  Felfipse,  parce  que  le  rayon  de  courbure  y  est  le  plus  petit 
et  que  les  points  L  et  1/  sont  au  contraire  ceux  de  la  moindre  coui^ 
bore,  parce  «foe  le  r^oa  de  coorbfu^  y  est  le  j^has  grand. 

aa8.  On  trouverait  l'équation  de  la  développée  des  lignas  du  second 
ordre,  au  moyen  des  valeurs  de  a:*~âc  et  de  jr— -/S^  comme  il  est  dit. 
dans  le  n""  aa5;  mais  je  me  bornerai  k  appliquer  ces  valeur  k  la  pa- 
rabole, pairce  que  le  calcul  est  plus  simple. 

On  a  dans  ce  cas. 


f'=mx,       4r=-^.       ^^—^liT^' 


et  il  vient 


r  — • 
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on  conclut  de  la 

'^         m*  '  ma' 

mettant  dans  chacune  de  ces  équations^  pour^  sa  valeur  m*x^  ,  il 
Tiendra 

—  ^  =  2:^,        ^  — *=  — ax  — -m; 

prenant  ensuite  la  valeur  de  x  dans  le  second  résultat^  pour  la  subsli* 
tuer  dans  le  premier  y  on  obtiendra 

la  dernière  de  ces  équations  appartient  à  la  développée  de  la  parabole. 
Si  Ton  y  change  <t  — |m  en  a',  ou  quon  porte  Forigine  des  abs- 
rlG38.  cbdes  en  D,  Jig.  ZS,  on  pourra  lui  donner  cette  forme  très*simple  : 

qui  montre  que  la  développée  DP  est  une  des  courbes  paraho-* 
liques  du  troisième  ordre  ^  composée  de  deux  branches  Z>JPet  D/y  dont 
la  première  engendre  par  son  développement  la  branche  j^X  de  la  pa« 
rabole  ordinaire  XAx  y  et  la  seconde  produit  la  branche  Ax. 

Il  faut  observer  que  pour  la  description  de  la  parabole  XAxy  par 
le  développement  cle  la  courbe  FDfy  le  fil  enveloppé  autour  de  Tune 
ou  de  l'autre  des  branches  DF  et  Dfy  doit  avoir  au  point  2>,  dans  le 
prolongement  de  la  tangente  BDy  une  longueur  AD  égale  au  rayon 
de  courbure  au  point  A ,  c'est-à«dire  à  la  moitié  du  paramètre  de  la 
parabole  proposée;  tout  autre  point  tel  que  I,  pris  sur  ce  fil  ^  produirait 
une  courbe  différente.  Si  le  point  /  tombait  sur  le  point  D,  par 
exemple  9  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  décrite  alors  serait  nul  a 
son  origine^  et  par  conséquent  elle  aurait  à  ce  point  une  courbure  in* 
finie  (324). 

U  suit  de  ce  qui  précède^  que  la  courbe  DF  est  du  nombre  de  celles  dont 
Tare  peut  s'évaluer  exactement  en  ligne  droite;  car  la  longueur  de  Tare 
DF  est  égale  a  la  différence  qui  se  trouve  entre  le  rayon  de  courbure 
correspondant  MFy  et.  le  rayon  de  courbure  ^Z>  qui -appartient  à  Fori- 
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Il  resterait  à  transformer,  celte  expression  en  ct^  pour  la  rapjporter  aux 
abscisses  mêmes  de  la  courbe  VF}  mais  je  ne  m'y  arrêterai  point 
maintenant. 

.  Il  est  à  propos  de ,  remarquer  que  la  description  entière  dWe 
t:ourbe  ne  peut  pas  toujours  s^ppérer  par  le  moyen  d'un  seul  fil.  Ici 
la  branche  j4X  est  engendrée  par  Textrémité  du  fil  MF  qui  se  dé- 
veloppe de  la  branche  DF^  tandis  que  c'est  le  fil  mfy  se  développant 
de  la  branche  Df,  qui  décrit  la  branche  j4x. 

On  voit  aisément^  par  la  position  des  centres  de  courbure  de  Fel- 
lïpse,  relatif  aux  extrémités  de  ses  axes,  Jîg.  Zj ,  que  la  développé^  fig.  37. 
àk  cette  courbe  doit  avoir  la  forme  EFEF"  ;  de  sorte  que  Tare  IL 
est  engendré  par  le  développement  de  Tare  EF;  Tare  FL,  par  celui 
de  FÈ  i  Tare  F  L'y  par  celui  de  F'E'i  enfin  l'arc  /£',  par  celui  de 
FE.  A  ia  vérité,  le  même  fil  lEF  qui  se  développe  d'abord  de  l'arc 
EF  pour  engendrer  l'arc  IL  y  peut  engendrer  l'arc  ZjT,  en  s'envelop^* 
pant  sur  FE';  mais  il  faut,  pour  la  description  de  la  demi-ellipse  ILT^ 
recourir  à  un  second  fil  placé  eiïtrc  les  arcs  EF'  et  JF^JE^,  ce  qui 
rompt  toujours  Ja  continuité  de  la  description  mécanique ,  et  ajoute , 
ce  me  semble,  aux  motifs  que  Ton  a  de  regarder  comme  l'qpgine  la 
plus  générale  et  la  plus  géométrique  de  la  développée ,  sa  'formation 
par  l'ensemble  des  centres  des  cercles  osculatéurs ,  puisque  ce  n'est  que 
par  ce  moyen  que  l'on  y  observe  exactement  là  lui  de  continuité  :  je 
reviendrai  bientôt  sur  ce  sujet^  en  m'occupant  de  nouveau  des  points 

singuliers  des  courbes. 

zk2g.  Quoique  les  considérations  sur  lesquelles  la  théorie  des  divers 
ordres  de  contacts  est  appuyée  dans  le  n^  ^12,  ne  laissent  rien  à  de« 
sîrer,  soît  par  rapport  à  la  généralité,  soit  par  rapport  k  l'exactitude,' 
je  croîs-  indispensable  cependant,  pour  compléter  cette  théorie,  de 
montrer  comment  tous  les  contacts  répondent  au:i^  limites  des  intersec-' 
tions  des  courbes.  On  a  de  fréquentes  occasions  d'envisager  le  contact 
d'une  ligne  droite  et  d'une  courBe,  conmie  la  réunion  de  deux  inter* 
sections ,  et  ce  poînt-de-vue  peut  ô^étendre  k  deux  courbes  se  coupant 
dans  un  nombre  quelconque  de  points;  on  dira,  à  la  vérité  ,  que  quand 
ioufes  ces  intersections  sont  réunies,  les  deux  courbes  n'ayant .  qu'un 
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point  de  commun ,  leur  contact  n'offire  à  l'œil  rien  qui  le  distingue  de 
celui  qui  résulterait  de  la  réunion  dun  nombre  différent  d'intersec- 
tions; mais  l'Analyse  manifeste  dans  celte  circonstance  nnfaitremar^ 
quablcj  qui  ne  peut  être  apperçu  par  les  sens;  c'est  racçomplissement 
de  la  loi  de  continuité  ^  qui  conserve  dans  la  coïncidence  des  points 
la  trace  des  caractères  que  présentait  leur  ensemble  lorsqu'ils  étaient 
distincts  :  en  voici  la  preuve. 

Soît  (J^)  une  équation  quelconque  entre  x\  jr'  et  un  nombre  n  de 
constantes  arbitraires  ;  on  pourra  particulariser  les  courbes  qu'elle  re-* 
présente  ^  en  les  assujétissant  à  passer  par  un  pareil  nombre  de  points 
donnés.  Imaginons  que  ces  points  soient  situés  sur  la  courbe  DX^ 
no'^Jîg.  501  dont  on  ^l'équation  w^  x  t\jr;  pour  fixer  les  idées  ^  n'en 
considérons  que  trois^  savoir:  M ^  M*  et  M"^  et  supposons^  que  les  or- 
49nQée6  PMy  P'M\  P'M"^  soient  éloignées  entre  elles  de  la  même 

rntité  h.  Il  est  évident  que  pour  chacun  de  ces  points  ^  les  valeurs 
ordonnées  déduites  de  l'équation  (/^  de  la  courbe  EY  doivent 
être  les  mêmes  que  celles  qui  résistent  de  la  courbe  DX^  et  que  par 
conséquent  si  l'on  met  x^  xH^A^  a:+aA  à  la  place  de  x'  dans  l'équa* 
tion  (T)  ,  et  qu'on  écrive  pour  jr^  les  valeurs  de  PM^  P'M',  JP^M^  que 
donne  l'équation  de  la  courbe  DX,  on  obtiendra  trois  nouvelles  équa- 
tions qui  serviront  à  déterminer  autant  de  constantes  arbitraires,  en 
^  fonctions  des  abscisses  et  des  ordonnées  des  points  M  y  M'  et  M*.  La 
série  d[e*Taylor  fournit  le  moyen  d'établir  ce  calcul,  saus  particula-* 
riser .  la' forme  des  équations  des  courbes  £K  et  VX, 
En  i^epréseataiM,  pour  abréger,  par 

y^p^h^Q'h^^B^f^  H-  etc.  , 
^ -+  pk  +  QA*  ^m?  +  etc. , 

les  ordonnées  qui  répondant  k  x'^b  ei  k  x+A,  dans  la  première  et 
dans  la  seconde  courbe,  il  n'y  aura  qu'à  mettre  dans  ces  séries,  ah  au fieu 
de  hj  pour  passer  aux  développemens  des  ordonnées  qui  répondent 
i^ux  abscisses  jc^+aA^  or  +  aA.  Cela  fiut,  ou  écrira  que  les  points  AT, 
M'^  M'f  sont  communs  aux  deux  courbes,  en  posant  les  équations 

y=j^ (0, 

y+  i>'A+  çrh*+  Rh^  4-  etc.  =7+  Ph^  Qh'+  M*  +  «le. , 
y+2P'h^4Q^h'+BRh'  H-  etc.  =  ^-f-3PM-4ÇA*+8iîA'  +  etc. 

Ea  Ytrta  de  la  première  équation ,  on  peut  effacer^  et^  daa$  les  deux 
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dérmtott^  ^i  égvimdront  dinabies  par  A  ^  et  m  ckangerMit  en 

jy^  Qh+  Rh'^  +  etc-  »    P+  Qb+^.Bh^  H-  etc...... (a),  . 

:àF^4Qh^^Bhf^  +  ele,  a  aiM*4Q&4*&Blr  H^  etc. 

Divisant  la  seconde  de  celles*ci  par  a,  et  retranchant  Tautre^  il  viendra 

Qh  +  5Rh^  4.  etc.  »  Q&  +  5«fc^H-  ete./ 

qui  se  réduit  à 

Ç'+SiTA  +  etc.  =  Q  +  5Ith  +  etc (5). 

Concevant  ensuite  qoe  les  points  Jlf,  AT^  M'  se  rq^prochent  de 
plus  en  plus^  la  quantité  h  diminuera  sans  cesse ,  et  lorsqu'on  ftra 
coïncider  ces  points,  dOLe  s'anéantira^,  sans  que  pour  cela  les  ëquatiMS 
(a)  et  (5)  cessent  d'exister;  elles  se  réduiront  seulement  à.  -P  =  -P  ^ 
Ç  ss  Qi  ensorte  qu'au  point  de  contact  on  aura  encore  les  équations 

conEBe  dans  le  n*  aa^  Il  suit  de  Bi  que  le  cercle  oeculateur  est  la  Q* 
mite  dé  tous  ceux  qui^  passent  par  le  point  donné  sur  la  eouiiie  pro- 
posée j  ont  en  outre  deux  antres  intersections  avec  cette  tfmAe.  * 

En  considérant  un  quatrième  point  commun  aux  deux  courbes  EY^ 
DX^  et  correspondant  à  TaBscîsse  ^-f«3A^  on  aurait  pour  ce  point 
réquation 

yH-5/^À4-9<^A*4-a7/P*^4.  ete.  =»  74.5i>A4-9<^»4-27itt« -^ete^^ 

de  laquelle  efiaçant^  ^^fj  ^^  éliminant  ensuite  Jes  termes  Ph  et  Ph^ 
Qh*  et  Qh^y  au  mojen  des  équations  relatives  aux  deux  points  pré- 
cëdens^  on  aurait 

ir  +  etc.  =  iî  +  ete. <4)i 

et  à  la  limite  y  où  la  réunion?  des  intersections  serait  un  contact  du  troi- 
sième ordre  ^  il  resterait 

»=:R,       ou        %^%^ 

Il  est  aisé  d^étendre  ce  procédé  à  teï  nombre  de  poînts  que  Pon  you^ 
dra,  et  de  trouver  par  conséquent  les  conditions  xelatîves  à  un  contact 
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d'ua  prdr^t^elQOi^e,^  «H  l'ényMag^^  qôinine  là  rcimuiif^^  çeê^|t^mU» 
Le  contact  du  premier  ordre  donné  seulement  par  les  équations  (i) 
et  .(i)^,  sera  la'réulriit>ii  de  dèrux  ihtetsectiôns  ;^ cûixî  dud'euxième  ordre, 
la  réunion  de/ttoi^jinW^ecitibns  j. -et  ^a  général  celui  du  h*^  iordre  , 
la   réunipu  de  n<4- x,  intersections 

Bëtenniiia-     ^So.  Après  *&^ir!  xhoiitré  !Ftt$àgè  de  la  série      - 

tioD  des  points 

pour  comparer  le  cours  d'une  ligne  courbe ,  soit  à  la  ligne  droite,  soit 
ft' dllutres  courbés,  je  passerai  à  l'exa!m'en  de  ce  qui*  arrive  à  cette 
courbe,  lorsque  les  termes  de  la  série  ci-dessus,  c*est-à*^dire  les  coe^ 
fieiens  différentiels  de  l'ordonnée .   deviennent  nuls    ou  infinis  •  ou 

^reiinent  la.  forme  -  ;  je  m'occuperai  d'abord  du  premier  cas. 

Quand  le  coefficient  différentiel  ^    s'évanouit ,  il  en    résulte  que 

FiG.  37  et  3$.  Fangle  MTB,^.  37  et  â8,  est  nul,  et  que  par  conséquent  la  droite  TM 
qui  tqucbe  la  courbe  au  point  que  l'on  considère,  est  parallèle  à  Taxe 
des  abscisses.  Voilà  l|i  seule:  concluaîon  q«e  l'on  puisse  tirer  de  cette 
circonstance  analytique  ;  car  il  faut  qu'immédiatement  avant  et  après  le 
point. proposé  la  courbe  soit  au-dessous  de  sa  tangente  pour  le  maxi^ 

FIG. 40 et 41.  tnum,^.  40»  ^^  au-dessus  pour  le  minimiim,  jig.  4^  >  c'est-à-dire-, 
que  la  distance  de  la  courbe  à  sa  tangente,  dans  le  sens  de  l'ordonnée, 
doit  alors  se  trouver  de  même  signe  aux  abscisses  x+h  et  x — A, 
quelque  pêUte  que  soit  la  quantité  A.  Or  cette  distance  étant  alors 
exprimée  par 

ne  conservera  le  même  signe ^  quel  que  soit  celui  de  A,  qu^autânt  que 
la  valeur  de  x  qui  fait  évatiôuîr  ^  ne  fera  pas  évanouir  t^,  ou  en  gé- 
néral, lorsque  le  premier  des  coefficiens  différentiels  qui  ne  s'évanouit 
pas,  sera  d'ordre  pair  (i56).  Dans  le  cas  contraire,  la  courbe  passera 
FIG.  4i.  d'un  côté  à  Tautire  de  sa  tangente,  comme  le  jtnontre  la  figure  4a,  et 
le  point  proposé,  au  lieu  d'être  un  maximum  ou  un  minimum,  sera 
Vine  inflexion  qui  aura^  cela  4e  particulier,  que  la  t^ngenfe  à  la  €0urb9 
5^y  trouvera  parallèle  à  Ta^  des  ^sc jssçs, 
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SI  le  coefficient  différentiel  du  second  ordre  ^  s'évanouit  sans  qu'il  en 

arrive  autant  à  celui  du  premier,  la  tangente  à  la  courbe  demeure  incli- 
née à  l'égard  de  Taxe  des  abscisses  ;  mais  la  courbe  pajssera  d'un  côté  à  l'autre 

de  cette  tangente,  et  subira  par  conséquent  une  inflexion,  si  ^    ne 

s'évanouit  pas ,  ou  bien ,  en  générd ,  si  le  premier  des  coefficiens  diffé- 
rentiels suivans,  qui  ne  disparait  point,  est  d'ordre  impair.  Si  ce  der- 
nier coefficient  était  d'ordre  pair ,  du  quatrième ,  par  exemple  ,  la 
courbe  restant  du  même  côté  par  rapport  à  sa  tangente,  avant  et  après 
le  point  proposé,  ne  présenterait   aucune  singularité  visible. 

Il  est  évident  que  l'évanouissement  des  coefficiens  différentiels  con- 
sécutifs, depuis  ^inclusivement,  élève  Tordre  du/ contact  de  la  tan- 
gente avec  la  courbie  proposée.  Dans  les  bjpothèsejS  établies  ci-dessus, 
an  aurait 

«t  le  contact  serait  du  troisième  ordre  (22^).  La  tangente  prendrait 
alors  la  place  des  paraboles  osculatrices  du  premier  et  du  second  ordre 
qui  n'existeraient  plus,  puisque  leurs  équations  se  eonfondraient  avec 
celles  de  la  tangente  ipti^). 

On  reconnaîtrait  de  même  que  l'évanouissement  des  coefficiens  dif- 
férentiels, à  partir  d'un  ordre  supérieur  au  second,  ne  peut  apporter 
de  singularité  dans  le  rours  de  la  courbe ,  que  relativement  à  ses  pa- 
raboles osculatrices.,  à  commencer  par  celles  de  l'ordre  immédiatement 
inférieur,  et  que  ces  singularités^  ne  sont  visibles  qu'autant  que  les 
coefficiens  différentiels  qui  s'évanouissent  sont  en  nombre  impair. 

Le  cercle  osculateur,  par  exemple,  qui  touche  et  coupe  la  courbe,^ 
dans  les  points  ordinaires ,  ne  fait  pkts  que  la  toucher  dans  ceux  où  l'on 
^,  outre  les  équations  qui  déterminent  ce  cercle  (aao  et  aai),  lasuivanle  ; 

R  —  jR' —  o, 
c'est-à-dire 

ce  qui  revient  k 

..  58 
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Si  l'on  met  dans  cette  ëquatiou  pour/ — /3  sa  valeur  rapportée  dan^ 

le  n**'  1121^  on  en  déduira  ré({uation 

la  même  «que  celle  que  Ton  obtiendrait  en  différentiant  Texpression  du 
rayon  de  courbure  y  y  pour  en  trouver  le  maximum  ou  le  minimum;, 
d'où  l'on  voit  que  le  cercle  osculateur  a^  dans  ce  cas^  un  contact  do^ 
troisième  ordre  avec  la  courbe  proposée. 

25i.  Quand  le  coefficient  différentiel^  devient   infiini^  il  s'ensuit 

que  la  droite  qui  touche  la  courbe  proposée  est  perpendiculaire 
à  Taxe  des  abscisses;  cette  conséquence  résulte  non  -  seulement  du 
n*  2o5y  mais  on  peut  encore  l'appuyer  sur  les  n^  i35  et  200.  Par 
le  premier   de  ceuK-<i^  le  diéveloppement  de  l'aecroissement  k   doit 

être  delà  forme  Ph  4- etc.,  a  étant  <  i,  et  dans  le  second,  on  a 
montré  directement  qu'une  courbe    dont  f  équation  est   de   la  forme 

4=  Pb^^etjc.y  doit,  lorsque  a<  r,  toucher  Taxe  des  A,  qui  est  ici 
parallèle  à  celui  des  jr*  Passé  cela ,  on  ne  peut  rien  dire  sur  la  nature 
du  point  singulier  que  l'on  considère ,  car  toutes  les  espèces  de  ces  points 
peuvent  se  présenter  dans  une  circonstance  où  la  tangente  soit  perpen- 
JIC-  43  y  diculai're  à  l'axe  des  abscisses.  La  figure  4^  indiquerait  xme  limite  de 
la  courbe  dans  le  sens  des  abscisses,  c'est-à-dire  un  maximum  ou  mi- 
nimum relatif  à  la  variable  x;  la  figure  44  des  rebroussemens  de  la  pre- 
mière espèce,  dont  l'un. peut  être  regardé  comme  un  maximum  de  Tor* 

donnée,  l'autre  comme  un  minimum,  répondant  au  cas  où  ^  change  de 

jîgne  en  passant  par  Tihimi-  (160);  la  figure  4^,  une  inflexion  due  au 

«hangement  de  sigtie  de  ^5  qui  passe  ahMrs,  nontpaspar  aéra,  comme 

dans  le  n^  précédent,   mais  par  l'infint;  Toutes  ces   circonstances  ne 
peuvent  se  distinguer  que  par  la  discussion  de  la  courbe  aux  environs 
du  point  particulier  que    l'on  considère  ;    car    dès    que  quelqu'un    des 
eoefficiens  différentiels  devient  infini,  la  série  de  Taylor  cessant  d'être  • 
applicable,  il  faut  lui  substituer  un  développement  dfi  la  fom$ 


i^Ph""  +  Qh^  rb  itïP'  ±  etc.  y 
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&ms  lequel  la  suite  des  exposons  ^^fi^y^  etc.^  prend,  à  partir  duu 
de  ses  termes  ,  des  Talears  fractionnaires  ;  et  l'on  doit  alors  distin^er 
le  eas  .où  quelqu'un  de  ces  exposans  étant  une  fraction  de  dénominateur 
pair,  le  développement  peut  devenir  imaginaire  par  le  changement 
du  signe  de  h^  parce  qull  s'ensuit  que  la  courbe  ne  s'étend  que  du  côté 
des  abscisses  où  ce  changement  n'a  pas  lieu!  Quant  à  Tordre  du  pre- 
mier coefficient  différentiel  qui  doit  devenir  infini,  il  dépend  du  terme 
où  les  exposans  commencent  à  être  des  fractions  proprement  dites  (i33). 
C'est  pour  cela  que  l'inflexion   et   le  rebroussement    se    présentent 

paiement  lorsque  ^  est  nuà,  ou  lorsqu'il  est  infini;;  car  l'inflexioa 

'  aura  lieu  si  le  développement  de  k  ne  contient  que  des  puissances  frac-* 
tionnaires   de  numérateur  et  de  dénominateur  impairs;  et  et  étant  i  , 

le  second  exposant  /3  peut  être  >  ou  < a,  et  par  conséquent ;t^  uul 

^m  infini.  De  même,  lorsque  là  série  des  expasans  contient  des  frac- 
tions de  dénominateur  pair ,  l'exposant  /3  peut  être  également  >  ou  <2  : 

dans  l'on  de  ces  cas  ^  ^  sera  nul,  dans  l'autre,  iiifini,  ^  tous  deux 

donneront  lieu  à  un,  rebroussement 

Il  est  cependant  à  remarquer  que  l'existence  de  llnflexion  ne  sup^ 
pose  pas  toujours  que  la  série  des  exposans  renferme  des  termes  frac- 
tionnaires ,  ou  qu'il  s'évanouisse  des  quantités  radicales,  mais  que  cela 
a  nécessairement  lieu  à  l'égard  du  rebroussement. 

Le  rebroussement  de  la  première  espèce  a,  par  rapport  à  celui  de 
la  seconde,  un  caractère  particulier,  en  ce  que,  comme  on  Ta  déjà 
vu  dans  le  n*  203 ,  il  se  manifeste  dès  le  deuxième  terme  delà  série, 
tandis  que  celui  de  la  seconde  peut  ne  se  &ire  reconnaître  qu'à  un 
terme  quelconque.  C'est  aussi  ce  que  l'on  voit  par  le  calcul  différent 
tîel  ;  car  dans  les  deux  branches  de  la  courbe  qui  forment  un  rebrous- 
sement de  la  première  espèce ,  les  jconvexités  étant  tournées  de  diffé-^ 

rens  côtés ,  il  faut  que  ^  soit  pour  Tune  d'un  signe  contraire  à  l'autre, 

-et  que  par  conséquent  il  change  de  signe  au  point  de  rebroussement, 
fCe  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  dans  le  passage  par  zéro  ou  par  l'infini.  On 
pourrait  cependant  excepter  le  cas  où  la  tangente  est  perpendiculaire 
Il  l'axe  des  abscisses,  puisqu'alors  les  deux  branches  ont  leur  convexité 

ioumée  dans  le  même  sens;  mais  ^  étant  infini^  ^  l'est  aussi. 
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ai2.  Quand  les  coefficiens  différentiels  sont  de  la  forme  *  ^    leur 

vraie  valeur  est  nécessairement  ou  nulle ,  ou  finie,  ou  infinie.  Le  pre- 
mier et  le  dernier  de  ces  cas  rentrent  dans  ceux  qui  ont  fait  le  sujet  des 
deux  articles  précédens.  A  Tégard  du  second  caSj  comme  il  fournit  simul- 
tanément plusieurs  valeurs  pour  le  coefficient  différentiel  (i36),  il 
montre  que  plusieurs  branches  passent  par  le  même  point.  Ces  branches 
se  coupent  lorsque  le  coefficient  différentiel  est  du  premier  ordre  et 
prend  plusieurs  valeurs  réelles  et  inégales;  si  ces  valeurs  sont  égales, 
les  branches  se  touchent;  leur  contact  peut  même  s'élever  à  des  ordres 
supérieurs,  et  alors,  outre  une  tangente  commune,  elles  auront  les 
mêmes  paraboles  osculatrices  jusqu'à  un  certain  ordre.  Les  coefficiens 
différentiels,  jusqu'à  cet  ordre,  auront  des  valeurs  égales  pour  les  deux 
]i>ranches;  mais  celui  de  l'ordre  supérieur  aura  autant  de  valeurs  iné- 
gales qu'il  y  aura  de  paraboles  osculatrices  distinctes,  et  Ton  trouvera 
ces  valeurs  en  faisant  usage  des  procédés  indiqués  dans  le  ehap.  précéd. 

233.  Enfin,  si  l'un  quelconque  des  coefficiens  différentiels  devenait 
imaginaire,  la  série  de  Taylor  le  devenant  aussi,  indiquerait  alors  que 
le  point  que  Ton  considère  n'est  précédé  ou  suivi  immédiatement 
d'aucun  autre,  et  que  c^est  par  conséquent  un  point  conjugué.  Par 
exemple,  les  coefficiens  différentiels  de^,  tirée  de  l'équation 


m  étant  un  exposant  entier,  deviennent  imaginaires  lorsque  J:s=:â,  quand 
a  est  <&,  mais  seulement  à  partir  de  l'ordre  m  y  ce  qui,  lorsque 
m>2,  laisse  subsister  l'expression  de  la  tangente  et  celle  du  rayon 
de  courbure  :  il  n'en  faut  pas  cependant  conclure,  qu'un  point  conjugué 
puisse  avoir  une  tangente  et  un  centre  de  courbure  ;  car  les  considérations 
sur  lesquelles  repose  la  détermination  des  tangentes  et  des  cercles  os» 
culateurs  supposent  nécessairement  l'existence  de  points  consécutifs. 

L'exemple  ci-dessus  pourrait  être  présenté  de  manière  que  les  coeffi^ 
tiens  différentiels  parussent  d'abord  |  (i34  et  i35). 


a 34*  Les  points  singuliers  inhérens  à  une  courbe,  comme  les  points 
d'inflexion,  de  rebroussement,  ou  multiples,  se  manifestent  dans  la  dé- 
veloppée. Cela  s'apperçoit  tout  de  suite  à  l'égard  de  l'inflexion  et   du 
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rebroussement  de  la  première  espèce  :  puisqu'à  ces  points  ^  est  nul  oa 
infini^  il  s'ensuit  que  le  rayon  de  courbure  y  est  infini  ou  nul.  Le 
centre  de  courbure  se  trouvant  toujours  dans  Tespace  vers  lequel  la 
courbe  proposée  tourne  sa  concavité ,  doit,  après  un  point  dlnflexioa 
ou  de  rebroussement^  passer^  ainsi  que  la  développée  y  d'un  côté  k 
l'autre  de  la  tangente;  mais  la  chose  peut  se  faire  de  deux  manières/ 
savoir^  comme  dans  les  figures  4^  et  4?^  où  la  développée  ren*nG.456t47. 
contrant  la  courbe  proposée^  donne  vi,n  rayon  de  courbure  nul ,  ou  bien 
comme  dans  les  figures  4&  ^^49^  où  la  développée  a  deux  branches  FIG.  4s  et  49. 
infinies  qui  ont  pour  asymptote  commune  la  normale  au  point  singulier. 

La  figure  5o  fait  voir  que  le  rebroussement  de  la  seconde  espèce  FIG.  Sm^ 
répond  à  une  inflexion  de  la  développée  y  car  le  rayon  de  courbure  MF, 
parvenu  en  NG,  revient  sur  ses  pas  en  IfOy  et  décrit  la  branche  sa-» 
périeure  NO.  C'est  ainsi  que  l'Hôpital  reconnut  l'existence  de  cette  es* 
pèce  de  rebroussement^  contestée  ensuite  par  de  Gua^  mais  mise  hors^ 
.de  doute  par  d'Alembert  et  Euler» 

355.  Ce  qui  précède^  joint  aux  n^'*  aoi  et  20^y  me  parait  rassembler 
les  développemens  les  plus  complets  que  l'on  ait  présentés  jusqu'ici  sur 
les  points  singuliers.  Pendant  long-temps  on  a  donné  y  dans  les  Traités 
de  Calcul  différentiel ,  des  règles  particulières  pour  découvrir  chaque 
espèce  de  points  ;  mais  on  doit  voir  à  présent  comment  il  arrivait  que 
ces  règles  étaient  le  plus  souvent  en  défaut.  Ce  qu'il  y  a  de  constant 
pour  tous  les  points  singuliers^  c'est  que  les  coefficiens  différentiels 
y  deviennent  ou  nuls^  ou  infinis^  ou  imaginaires^  ou  y  prennent  la 

forme  -  ;  et  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n*  2$Oy  montre  que  la  série  de 

Taylor,  tant  qu'elle  conserve  tous  ses  termes,  ne  peut  partir  que  d*un  ^ 

point  simple.  Je  crois  avoir  le  premier  chei?ché  à  rectifier  l'appli- 
cation du  Calcul  différentiel  à  la  détermination  des  points  singuliers; 
et  j'ai  proposé  en  conséquence  la  règle  suivante,  aussi  simple  que 
sûre. 

On  oitiendiYi  généralement  Vindication  de  Vabscisse  a  laquette  répond 
im  point  singulier,  en  cherchant  dans  quels  cas  les  coefficiens  diffet^ntiels, 

à  partir  dtun  ordre  quelconques,  des^iennent  nuls  ou  infinis,  ou  -  :    F  on 

assignera  t  espèce  du  point,  i*.  en  examinant  combien  il  passe  de  branches 
de  courbes  à  ce  point ,  et  si  elles  s'étendent  ou  non  en^eçà  et  au-^là; 


Digitized  by 


Google 


46a  CHAP.  IV.  THÉORIE 

a*,  en  déterminant  la  position  de  leur  tangente;  Z^.  le  sens  dans  lequel 
elles  tournent  leur  concavité  ou  leur  convexité  (206)  (*). 

Dans  un  grand  nombre  de  cas ,  comme  ceux  qui  ont  été  traités  dans  le 
n*  301  ^  par  exemple^  la  position  dg  la  tangente  et  le  signe  des  ordon- 
nées  caractérisent  suffisamment  la  situation  respective  des  branches  ; 
mais  lorsque  cette  tangente  est  inclinée  par  rapport  aux  axes  des  .coor- 
données, il  Êiudrait  comparer  les  valeurs  de  ses  ordonnées  et  de 
celles  des  branches  de  la  courbe  y  pour  savoir  comment  ces  branches 

sont  placées  j  tandis  que  la  seule  connaissance  du  signe  de   v^   remplit 
et  bttt. 

II  est  facile  d'appliquer  la  règle  ci--dessus,  aux  diverses  équations  qui 
ont  été  données  précédemment,  comme  exemples  de  points  singuliers; 
et  pour  cette  raison,  je  n'en  offrirai  ici  que  deux.  La  première  sera 

dont  je  me  suis  déjà  occupé  page  55^.  On  en  tire 

%^néaf^-^+^^c{o.^afr\ 

Si  Ton  y  fait  a: ss a,  Texpression  de  ^  restera    finie    quand  ^  sera 
>  I ,  mais  Celle  de  ^,  ou  des  Coefficiens  différentiels  d*un  ordre  plus 

élevé,  deviendra  infinie;  ainsi  le  point  où  xz=za  peut  être  un  point  sin- 
gulier. L'inclinaison  de  la  tangente  est  donnée  alors  par  l'expression 


(*)  Traité  élémentaire  de  Calcul  différentiel  et  de  Calcul  intégral ,  i*^  édition,  180^1. 

Si  Von  voulait  se  rendre  raison  pourquoi  l'Analyse  semble  ne  donner  pour  tous 
les  points  singuliers  qu'une  ^eule  indication  générale,  il  faudrait  obscrrer  que  ces  points 
né  sont  que  des  limites  séparant ,  dans  les  courbes,  des  parties  qui  sont  diverses  sous 
certains  rapports^  et  que  par  conséquent  il  est  tout  simple  qu*on  ne  puisse  recon- 
Daitte  respèoe  de  ces  points  que  par  l'examen  de  chacune  des  parties  entre  lesquelles 
ils  «e  trouvent. 
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My  de  plus,  le  nombre  fractiommire  -  est  de  numérateur  et  de  dénooùna- 
tear  Impairs  ^  la  courbe  s'élendra  sur  les  abscisses  plus  grandes  et  plus  pe« 
tites  tpxea.  Si  maintenant  €iiia77i>iet->d^  en  prenant  x  très^peu 
différent  de  ^^  on  peut  toujours  faire  ensorte  que  le  second  terme  de  l'ex- 
pression de  j3  soit  moindre  que  le  premier;  le  signe  de  celle  expresMea 

sera  donc  le  mêroBe,  immédiatement  avant  et  après  le  point  où  x^=:a:  dans 
l'un  et  l'autre  cas ,  la  courbe  tournera  sa  concavité  dans  le  même  sens*,  et 
ce  point  ne  présentera  par  conséquent  alors  aucuiue  singularité  visible.  Il 
n'en  serait  pas  de  même  si  l'exposant  m  était  égal  k  ^,  alors  on  aurait 
seulement 


E^?(?-')<-^'". 


q\q 

expression  qui  changerait  de  signe,  en  y  Élisant  successfvement  ^<Ctf ^ 
x^Uy  puisque  le  nombre  fractionnaire  ~ —  35=  ^^^^  aurailun numé- 
rateur et  un  dénominateur  Impairs  :  le  point  où  ;csBsa  ^c^ait  doiM:  alo|rs 
Bue  inflexion. 

Si  le  nombre  fractionnaire  ^  avait  un  dénonunateur.pair^  Tordonno^ 

de  la  courbe  proposée  aurait  deux  valeurs 

jr  zzz  baf  dz  c(x — ay  y 

et  Ton  ne  pourrait  pas  y  faire  x<C,a;  mais  si  Ton   suppofuit  encore 

;n>i,2  >  2,  l'inclinaison  de  la  tangente  resterait  la  même,  et  g^ 

serait  de  même  signe  dans  chacune  des  branches.  De  tout  cela  il  résulte 
que  les  branches  de  la  courbe  proposée  s'arrêteraient  au  point  où  0:0=: a, 
qu'elles  «'y  toucheraient,  et  qu'elles  tourneraient  leur  concavité  dans  4e 
même  sens;  il  y  aurait  donc  à  ce  poinrt  un  rebroussement  de  la  seconde 
«spèce  :  il  serait  de  la  première  si  l'exposant  m  était  égal  à  i  ;  car  alors 

Fexpression  de  ^  serait  dîïFéreiile  pour  chacune  des  brandies ,  e*  leur 

concavité  serait  tournée  dans  des  sens  opposés. 

^56.  Jusqu'ici  je  n'ai  considéré  que  des  équations  où  Fordbnnée  est 
exprimée  immédiatement  en  fonction  de  l'abscisse:  soit  maintenant  l'équa- 
tion jc* — Zaaj+j^  =  o,  déjà  traitée  n*  164.  On  en  tire  ^  =  ^—iu^  9    ^^ 
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en  égalaat  d'abord  à  zéro  le  numérateur^  il  vient  a;^-«jtr*r=o;  substî^ 
tuant  la  valeur  de  jr  que  donne  cette  équation  dans  la  proposée  j  on 
trouve  x^  —  2a^x^  =0. 

L'examen  que  nous  avons  fait,  dans,  le  n"*  cité ,  de  chacune  des  va« 
leurs  que  donne  cette  dernière  équation^  nous  a  fait  reconnaître   que 

jKr=  a  v/â  est  la  seule  qui  réponde  à  un  maximum;  on  en  tîre7^=a  y  4  * 

riG.  3o.  en  prenant, ^g'.  Zù ,^S=^a\^2  et  SL=:a\/^,  le  point  £  sera  celai 
où  le  maximum  a  lieu. 

Si  on  égale  ensuite  à  zéro  le    dénominateur    de    t^,  on  trouvera 

^•  — ^ijcsrso  :  sans  faire  le  calcul,  on  voit  par  la  symétrie  des  résul- 
tats^ que  dans  ce  second  cas,  la  valeur  de  x  sera  la  même  que  ceUe 
.    de  jr  dans  le  précédent^  celle  dejr  la  même  que  celle  de  jc,  et  que 

par  conséquent^  on  trouvera  le  point  X^  en  prenaat  -^/^=a  V4   et 

En  faisant  nuls  le  numérateur  et  le  dénominateur,  en  même  temps, 
il  vient  x=zo  et^=o^  valeurs  qu'on  retrouve  aussi  dans  les  éqaa«- 
tions  qui  donnent  les  maximums  et  les  minimums,  mais  qui  y  apparie^ 
«lant  à  l'origine 9  font  voir  qu'elle  peut  être  un  point  singulier.  Pour 
connaître  la  tangente  à  ce  point,  on  différentiera  une  seconde  fois  l'é- 
quation proposée^  en  regardant  djc  et  d;^  comme  constantes  (i36);  et 
en  supposant  x  eijr  nuls,  on  trouvera  6ada:d;^=:o^  équation  à  laquelle 

pn  $atisfe;-|i^  soit  en  faisant  ^=^0^  soit  en  faisant  t^=o;  il  s  ensuit 

que  la  çouribe  à  Torigine ,  a  deux  tangentes  distinctes  y  que  Tune  de 
ces  tangentes  est  l'axe  même  des  abscisses,  et  l'autre  celui  des  or^ 
données  :  ainsi  l'origine  est  un  point  multiple. 

Pour  montrer  comment  l'analyse  retrace  fîdellement  toutes  les  cir- 
constances géométriques  y  je  ferai  remarquer  que  parmi  les  deux  valeurs 
nulles  qu'on  a  trouvées  pour  x  dans  le  n""  164  ^  il  y  en  a  une  qui  satis^ 
fait  aux  conditions  du  minimum;  et  en  effet,  dans  la  branche  K^X 
4e  la  courbe  proposée  ^  qui  touche  l'axe  des  discisses  JB  j  l'ordonnée 
est  bien  un  minimum  au  point  j^.  On  voit  pareilleitient  que  l'abscisse 
du  même  point  est  un  minimum  dans  la  branche  ^Z  touchée  par  Vaxc 
des  ordonnées  (*). 


(^)  hsL  courbe  de  la  figure  5o  joint  aax  particularitén  remarquables  que  noui  ayoai 
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^37.  La  courbe  dont  je  me  suis  occupé  dans  le  n^  176,  donuâut  lieu 
par  sa  forme  à  Pappfication'dê  toutes  les  théories  précédentes ,  je  rm 
la  considérer  de  nouveau^  et  je  commencerai  par  clttrcher  la  nature  de 
ses  branches  infinies.  L'examen  des  expressions  dejr  (page  Sgi)^  a  déjà 
fait  reconnaître  qu'eUe  avait  quatre  branches  infinies;  mais  on  peut  le  dé* 
couvrir  Sans  le  secours  de  ces  expressions.  En  faisait  ^ss  ur ,  dans 
réquation 


elle  se  divise  par  x*  et  devient  , 

*«*a:*— g6a*^*-|-tooa*-^a:'  =  o,  i 

d'où  Ton  tire 

JC"  555:      ■  ■<    •       1^  » 

»  — <♦    .   * 

résultat  qni^  lorsque  f=:dbi,  donne  a:  =9=b infini;  et  combinant  les 
deux  valeurs  de  x  avec  ceDes^de  ty  on  a  ^==:=b  infini^  pour  cbac]une 
des  valeurs  infinies  de  x.  Cela  posé^  Téquation  de  la  courbe  conduit  à 

Ces  expressioivs  se  simplifiaol  beaucoup^  ^luuid  on  y.  met  po^  x^  sa 
valeur^  se  réduisent  k  ;     . 

et  la  supposition  de  j:  et  de  j^  infinis  les  fait  évanouir;  ainsi  la  courbe 
proposée  a  des  asjmpidtes  passant  par  Torigine  des  coordonnées.  Pour 
achever  4e  les  déterminer^  il  &axthirej=:dcx  et x=db  infini^  dans 

Texpression  de  ^;  et  prenant  toutes  les  çoqibinaisons  des  signes  4« 
et  — -^  on  trouvera;  ^=dbi.   On  voit  par  là,  que  la  courbe  propo-" 


déjà  fait  conn^tre,  celle  d'être  partagée  en  deux  parties  égalet  par  une  droite  menée 
par  le  point  A,  perpendiculairement  à  son  asymptote;  on  8*a«urera  de  cette  d'er« 
nière  propriété  en  cherchant  le  diamètre  absoln  par  le  procédé  indiqiué  n*  i85. 
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immai  execVox^  des  i^bfifc^es  unjpeQ^  d^  o^|S.  Oo-i|e  1^  «  tirées 
qa^en  fariî«,  «&a  4ct  nej^a  .trop  KV^w^iquer.  la  figi;i.re;« 


aSj?.  VipotûM  aoacuajemîit  auxippmts  ^kigulkrs,  de  U  courlie  que  iu>q$ 
discutons.  Dans  celte  coarbe  on  a 

dr       y  —  48a9  '      f  ? 

et  en  égalant  à  zér6  le  nunftérateur  de  cette  >fr$çtk)]ii|^  on  trouyera  x=o 
et  ar*-^5oa*  =  o.  La  première  valeur  de  or,  substituée  dans  rpipialion 
proposée  9  donne  ^=0  et^sisdbV^^;  M*îs  comme  eu  fiûsant  jr=o 
et  ^5=0,  il  vient  ^  s=;  -,   il  h^i  recourir  au  procédé  du  n*    i48; 

pour  trouver  la  .  vraie  valeui*  de  çetlfe  expression  j  on  obtient 
— .48a*4^*4-Wdr»i=o,  dV>i'       .     \' 


.è»*i^=«tiK'i 


II  suit  de  ces  valeurs  qu'au  point  j^^  la  courbe  est  toucbée  par 
deux   droites  qui  font  avec  l'axe  \des  abscisses,   des  angles  dont   ks 

tangentes  trigonbm^ques  sdnf  i^espectlvémêiit  jt/^  g  >  **  ^ir     |>  ^ 

qu'il  est  par  conséquent  aisé  de  construire  r  ce  point  n^est  donc  ni  un 
maxispum,  ni  i^n  mîniaiùHi^  mais  TinteMeCldoii  de  deux  branches. 

Pour  achever  de  connaître  la  forme  de  la  courbe  à  ce  point  multiple^ 
il  fiEiiidrsftt  savoir  commmiX  h^  J^ruMbea  y  ipiit  plaoéçs  par  rapport  à 
kurs  tao^^eiaes,  ou  de  qMl^o^;  6)J^MiM!^en(liM:<çoia^       :  il  faïadraii 

donc  clrcrchcr  de  quel  signe. 'sont  les  Taleure*  3e  g^  -avant   et    ê^pris  , 

ce  qui  pourrait  entraîner  dès  longueurs,  k  cause  que  les  ^eux  vmî^Mes 
jcutreut  à^Ia-ibis  dans  ces  valeurs ,  et  il  userait  plus  court  de  chercher 
les  développemens  de^  en  série  ascendante,  suivant  les  puissances  de  a^; 
mais  dans  l'exemple  actuel^  on^parvient  au  même  but  en  examinant  ce 
que  deviennent  les  coef&ciens  différentiels  des  ordres  supérieurs.  £a 
«flel,  la  ^iiTétrenlieUe  seconde  4e  1  equai^M  propos^,  tétant 
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laisse  d^^Iudétenmiké^  qawd/âEiBO;  ' priais  $i  qïi  i^M&ùk  la  différentielle 
troisième^  qui  est  '  ^ 

la  suppositiou,  de  x=s:o  et  dejrss:o  dovie  %44a*dj'dy:s:::Oy  d*où  il 
£aut  nécessairement  conclure  3^.=  ^s  puisque  s£=  ±  L<  jî  •  nous 
po«roas  doiatc  é(re  ui  dons  Fun.  des  cii»  reauir({Qé6-  u*  1 36^  et  il  £iut 
par  conséquent  chercher  la  râleur  dg  ^  ^  qui  s'obtîendta  en  passanf 

à  la  différentielle  quatrième*  Cette  deroîàre>  eikj  fiiî^t  Xpj  et  d^ 
nuls^  se  réduit  à 

Von  en  lire  alors 

et  çaettant  ponr^  sa  yaïeur,  db\/^^^9  il  Yieat 

.... ■    .^^.i^ï  . . 

Ce  coeffieiaftt  d'dtflre  isipair  ne  :a^éTa«oaiaaatit  pas,  il  s'enaait  que  là 
courbe  coupe  sa  Uaigentç  au  point  -1^  (a5p),  et  quelle  subit  par  con- 
séquent une.  inflexion  à  ce  point  ;  d'ailleurs  l'ordonnée  de  cette  ton- 
genteéUnt  désignée  par  y',  la  sérié  ; 

'    >— ys=^ê-^-+-etc. 

sndhtre  que  la  branche  touchée  pajp  la^  droké  JL,  qui  répond  a 
ÛZ  S55  +l/^^^>  «^*  au-dessus  de  jcelte  droite^  du  çàté  des^scîssee 
positires^  et  ai^-dessous,  du  côté  des  négatives,  et  que  le  contraire  a 
lieu  pour  la  branche  touchée  par  la  droite  AL\  ir 

^59.  J:e  reviens  aux  valeur»/  ?=  ±  VgS?  s=s=fc  4a  \/&.  Mes  rendent 
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Tentablement  nulle  rexpression  de  ^  y  puisqu'elles  ne  font  pâS  éva* 

BOuir  son  denomînaleur ;  ainsi  aux  points  D  e\  If  quelles  indiquent^ 
la  tangente  de  là  courbe  est  parallèle  a  Taxe  des' abscisses.  On  s'assurera 
qu'au  point  Z>  l'ordonnée  a  atteint  un  maximum  positif^  soit  en  cher- 
chant ce  que  devient  alors  g^,  soit  en  vériOant  si  l'ordonnée  qui  la 

prçcède  et  celle  qui  la  suit  immédiatement  sont  totites  deux  plus  petites. 
Ce  dernier  moyen  est  bien  facile  ^  puisqu'on  a  dans  le  cas  actuel  les 
expressions  de  ^  en  or  (page  5gi);  et. il  est  visible  qu'il  s'agit  de 
celles  où  le  second  radical  a  le  signe  +•  H  est  à  propos  de  remarquer 
q^e,  suivant  la  règle  du  n*  i56,  le  point  Z)%  qui  est  un  maximum  né- 
gatif, se  présenterait  comme  un  minimum ,  parce  que  ^  y  a  une  va- 
leur positive;  et  cela  doit  être,  puisque  le  passage  du  positif  au  néga-* 
tif  se  faisant  par  des  soustractions^  le  point  U  est  le  terme  du  décrois- 
sement,  et  par  conséquent  un  véritable  minimum ,  eu  égard  aux  ordon* 
nées  positives. 

•  Il  reste  encore  à  examiner  les  racines  de  l'équation  a:*  — 5oû*5=o; 
qui  sont  or x=±  \/Soa^  =  ± 5fl  v/a.  En  les  substituant  dans  réquation 
proposée,  elles  rendent  imaginaires  les  expressions  de^,  et  n'appar- 
tiennent point  par  conséquent  à  la  courbe  proposée. 

n^o.  Cherclions  maintenant  les  valeurs  de  x  et  de^  qui  peuvent  rendre 

infinie  la  valeur  de  v^.  Égalons  pour  cela  son  déâominateùr  à  zéro  ; 

nous  form'erons  l'équation  ^-^  —  48^!?^==  o,  d'où  il  résulte /=o  et 
^  =  ±\/48a*.  La  première  valeur,  mise. dans  l'équation  de  ïa  courbe, 
donne:iboa*,r*  — jr*=o,  et.  l'on  en  conclut  a:s=:o,  ^=:dÉ:iOtf.  La  ra- 
cine jr=o  indique  encore  le  point  multiple  placé  à  l'origine  A  y  mais 
les  deux  autres  répondent  aux  points  I  ^t  J'y  où  la  courbe. ^encontre 
encore  l'axe  des  abscisses,  et  où  sa  tangente  est  perpendiculaire  à^cct 
axe,  puisque  les  valeurs   afs^rhio^E,  ne  font  pas  évanouir  le   num^ 

rateur  de  g^.  On  voit  que  ce  sont  les  points  à  partir  desquels  les  va- 
leurs de^,  où  le  second  radical  a  le  signe  -^,  deviennent  imaginaires 
pour  toujours;  on  pourrait  les  considérer  comme  des  maximums,  par 
rapport  à  la  variable  j:  et  à  l'axe  AC,  et  on  les  constaterait  par  l'exa- 

mela  des  valeurs  correspondantes  de  t^. 
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Les  deux  dernière»  valeurs  j-œ  rb  \^7fiâ^  =rb4^  V^  ,  conduisent  à 
x==ls6â  et  x  =  =l=&i;  Tun  de  ces  résultats  fait  connaitrele  point  i^. 
et  ses  analogues,  l'autre  le  point  H  et  ses  analogues.  Dans  tous  ces 
points,  là  tangente  est  perpendiculaire  à  la  ligne  des  abscisses,  «et 
comme  la  courbe  n'a  point  d'ordonnées  réelles,  depuis  x=a6a  jusqu'à 
jr=8a,  c^est-à*dire  sur  l'espace  J?(?,  cette  circonstance  suffit  pour  Êiire 
voir  conimént  elle  doit  être  tournée  à  l'égard  de  sa  tangente,  aux 
ppiûts  F  eX  H.       . 

it^i.  Après  avoir  déterminé  la  nature  de  tous  les  points  singuliers 
indiqués  par  )e  coefficient  différentiel  du  premier  ordre,  il  Êiut  encore 
ciiérùher  si  les  coefficiens  des  ordres  supérieurs^  n'en  manifesteraient 
pais  d'autres  ;  pour  cela,  il  faut  considérer  d'abord  le  coefficient  diffé*- 
ventiel  du  second  ordre.  Son  expression  générale  est 

do:» '         y— 48c»jf  "■' 

elle  devient  -  lorsque  x  eXy:  sont  nuls;  mais  nous  n'avons  point  a  nous 

arrêter  sur  ces  valeurs,  puisque  le  point  auquel  elles  appartiennent  est 
^offisammént  discuté. 

La  supposition  dej^*— 4^*=^^  ^^  doit  pas  nous  arrêter  non  plus, 
car  nons  savons  qu'elle  répond  aux  points  F  et  H;  mais  le  numéra- 
teur éta»t  égalé  à  zéro,  donnera  une  éqiHition  qui  peut  indiquer  d'autre» 
valeurs  que  les  précédentes  :  cette  équation  est 

il  en  faut  cbasser  ^  >  &u  moyen  de  son  exjHression  générale^  et  £û<» 
sant  disparaître  les  dénominateurs,   on  obtiendra 

résultat  auquel  on  peut  donner  la  forme  suivante  : 

^•(^•-_48a*)«(5x*  —  5oa*)  — .a?*(j:?»  —  5oa*)*(5;r*  — 43fl*)  =  0. 
Si  maintenant  on  observe  que  Téquation  proposée  revient  elle-même  àf 
(/•~48a»/— (a:»  — 5oa»)*H-  1960*  s=:o. 
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et  iiu'o»  pfflïiuedans  cette  équâttoiï  la  vs|]air  de  f/^^4&»)*  pou  U 

sidbMîlner  dans  la  précédente  ^  on  tpoônrera^  après  l6r'réductîoii&, 

^^t  ^  5o^j*)«  (25^' —  :i4x*)+98a^*(5x*— 5oô»)  z=  0  : 

cette  dernière 9  combinée  arec  la  proposée^  conduit  à  la  determina* 
lion  des  ordonnées  et  jdes  abscisse  dn  point  d'inflexion  K  et  de  ses 
analogues  9  dont  rexistence  tst' d'iiUenrk  luen  dairement  indiquée  par 
la  marche  des  branches  de  la  courbe;  c^est  pourvoi  je  ne  mjr  arrête* 
rai  pas  davantage. 

T)es courbes  ^^^  J^  ^'^  ooUsidéré  )iisqulci  «{Ue  des  courbas  algébriques;  je  tais 
iranjcen  ^"'^'^g^j^i^^^^d^^  Connaître  CfaeUpieS'-^nes  des  courbes  faranscetodanfis»  les 
ptus  remarquables:  je  m\>ccuperai  d'abord  de: la  l^^Ukim^m, ^ouAe 
dans  laquelle  la  reUUon  dds  coordonnées  est  eeHe  -qui  existe  entre  un 
nombre  et  son  logarithme.  La  manière  la  plus  simple  de  la  construire 
par  points^  pour  s'en  former  une  idée,  est  de  diviser  l'axe  des  abscisses 
en  parties  égales^  pour  représenter  les  nombres^  et  de  prendre  les 
logarithmes  correspondans  dans  les  tables  y  pour  les  porter  sur  les  or- 
données. Suivant  ce  procédé,  son  équation  est  jr=:lar. 
.  Si  or  portait  au  contndre  les  lEOfaritbmessur  Taxe  des  abscisses,  et 
que  Ton  prit  les  nombres  pour  ordonnées,  il  viendrait  réqttaAionje=:0', 
«  désignant  la  base  du  sjrsième  è$  logarkhme  que  Ton  ccmaidère.  On  voit 
par  Ui  que  la  logarithmique  est  av$si  le  lien  dé  l'équation  exponentieHe, 
et  qoe  4;elte  forme  revient  à  la  ftomière,  en  ehangeant  à  èiij'  elfjr  en  x. 

Je  m'en  tiendrai  à  l'équation /-sJx*  Quand «n  y  fidt  Ji;s=st,  il  vient 
j-  =  o;  ce  qui  montre  que  la  courbe  proposée  rencontre  Taxe  AB  au 
fiG.  5i.  point  Byjig.  5i ,  où  Tabscisse  AE^sss,  i.  La  branche  EX^  qui  répond 
aux  abscisses  pbsitivçs  plus  grandes  que  Tunité,  est  infime,  puisque  Ie$ 
logarithfties  de  ces  abscisses  croissent  toujours.  Dans  la  partie  AE^  oà 
les  abscisses  sont  des  fiactions,  les.  ordottnées  sont  négatives  et  ang^ 
mentent  à  mesure  que  les  fractions  diminuent,  ensprte  que  la  branche 
Ex  st  pour  asymptote  la  partie  négative  AC  de  l'axe  des  ordonnées  : 
enfin  la  logarithmique  ne  s^étend  point  du  côté  des  absciasgf  Jnégatiyes, 
puisque  leurs  logarithmes  sont  imaginaires  (Inirod.  8a). 

Les  k^iarîtbmiqnef  ne  diflerent  enire  eOei  qo^à  raison  dir  moddte  re- 
latif au  système  de  logarithmes  qu'elles  représentent;  ainsi,  dès  qu'une 
logarithmique  est  construite,  on  peut  construire  toutes  les  autres  en 
prenant  leurs  ordonnées  correspondantes  ;  <&ms  le  rapport  des  modules 
j»spjectifs^ 
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En  faisant  faire  un  quart  de  révolution  k  la  figure  âi^  on  aura   la 
figure  5oy  ^.couTieut  ai  équation ^wo*^  lorsqu'on  prend  sur  JC'ug.s^. 
les  xijpoiilik.  -      .     * 

ri45.  L^  difiercntrelle  de  Tëquation  jhs=zlar^  en  supposant  le  module 
quelconque  -8f,  donne      " 

11  s'ensuit  que  la  tangente  de  là  logarithmique  ert  perpendiculaire  à  hr 
ligne  des  abscisses  >  lorsque  ^»to^  et  qu'elle  ne  lui  ^sC  parallèle  qu'en 
supposant  or  jofini. 

L'expression  générale  delà  soutangente  devieut  i^T'ss^,  J^.   5i  •  ^q  j,^ 

mais  en  chassant/*  on  introduit  le  logarithme  de  x,  aînji  cette  expression 
est  transcendante.  Cependant  en  prenant  la  soutaê^ente  sur  Taxe  j^C,  on 

aura  OD  =  -^isssM,  résvlUi  'bien  remarquable^  puisqu'â  montre  que 

la  soutangente  OD  est  constante  pour  4ottS  les  pointante  la  courbe >  et 
égale  au  module. 
Je  passe  à  la  recherche  du  rayon  de  courbure.  On  a 

d'où  (ail) 

On  voit  par  ces  valeurs ,  que  l'expression  du  rayon  de  courbure  est  al« 
gébrique  ^  et  que  la  développée  >est  transcendante ^  puisque  son  équa-« 
lion  s'obtiendrait  en  substituant  dans^ssslx  les  valeurs  de  x  et  de^, 
Crées  des  expressions  précédentes  de^— j8  et  de  or— «. 

a44«  L^  cjrchïde,  qui  /parles  propriétés^  a/ depuie  son  origine  fixé 
l'attentian  defi^  géomètres,  est  Ja  courbe  .décrite  jpac  un  point  pris  sur  {a 
jcircoiiffé;fence  d*un  cca^cle,  pendant  que  ce  cerclç  roule,  sur  une  ligQfr 
•droite  donnée  de  posUion.  Cette  courI>e  «st  tran^cend^nte^  parce  que 
la  relation  entre  ses  ordonnées  et  ses  abscisses  dépend  des  arcs  du 
tcercle  générateur. 

L'origine  du  mouvement  du  cerele  étant  .aiiutraire,  puisqu'il  ,peuf 
rouler  indéfiniment  ^  je  la  prends  au  ppi|it  A^f^^  53^  où  le  point  dér^  nc^  53^ 
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crii^antj  M^  «e  trouvait  sur  la  droite  ABj  parconme  par  le  cercle,  gé^ 
nérateur  QMG.  Puisque  ce  cercle,  en  roulant,  applique  successivement 
tous  les  points  de  sa  circonférence  sur  la  droite  AB  ^  il  est  évident  que 
lorsqu'il  est  parvenu  dans  une  situation  quelconque  QMG,  la  distance 
JfQ  est  égal£  à  l'arc ^^Q,  compris  entre  le  point  M  qui  touchait  la 
droite  JlB  eh  A^  et  le  point  Q  qui  la  touche  présentement. 

Si  on  élève  par  le  point  Q  la  perpendiculaire  QO  qui  passera  par  le 
centre  du  cercle  générateur,  et  que  l'on  mène  MN  parallèle  à  AByMN 
aéra  le  sinus  dcYarc  MITQ^  et  NQ  en  sera  le  sinus*ver$e:  posant  donc 


on  aur^  JfiVbs  V^mt—/';  et  cpmme  xz=zAP^=zAQ-^PQ=JdHQ—^MNy 
il  viendra 

Vmc  MffQ  étant  déterminé*  pat  Tune;,  ou  Tautre  des  équations. 

siu  HHQ  ==  Va^— :;^*>  sin-verse  de  MHQ^=ijr. 

Si  Ton  voulait  coiistniire  la  cycloide  par  points^  il  senut  commode 
d'employer  les  tables  trigonométriques;  et  comme  elles  sont  calcu- 
lées pour  un  cercle  dont^le  rayoi^  est  1  unité,  il  fiiudrait  prendre  dans 
ce  cercle  un  arc  i  du  même  nombre  de  degrés  que  MffQ;  on  auirait 
MHQ^ssz  4ii ,  ûaMHQ  cs^  8in(  >  sia-vers.  MHQ  =:  a  sin-vers.  / ,  et  par 
conséquent 

xfi=tf  (/•— sin^^ 


^a  sinis:  V^^— ^,  a  sin-verse t ss/'. 

En  introduisant  le  cosinus  à  la  place  du  sinus-verse,  les  valeurs  cor« 
respondantes  de  a:  et  de  ^  seront  données  par  les  deux  équations 

x;;s&a(l-«sin/),       j^==a(i— cos/), 

qui  conduisent  à  des  calculs  numériques  extrêmement  faciles^  lorsqu'on 
se  donne  la  valeur  de  t  en  degrés,  puisqu'on  a  des  tables  delà  lon- 
gueur absolue  des  arcs  ^  idnsi  que  de  celles  de  leur  sinus  et*  de  leur 
cosinus. 

L'élimination  de  t  entre  ces  deux  équations ,  mène  à  une  «quation 
primitive  de  la  cyeloïde  ;  mais  cette  élimination  ne  peut  que  s'indiquer 
&i  désignant  l'arc  t  par  son  sinus,  ou  son  cosinus^  ou  son  sinuS-verse  ; 
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en  employant  ce  dernier^  on  a 

xzisa  arc  Tdont  le  sînus-yerse  =-2^  J  — •  S/^aj-^j^. 

Si  l'on  difTérentle  cette  équation  au  moyen  de  l'une  des  formules  données 
dans  le  n"",  58^  Tare  disparaîtra  ^  et  Ton  obtiendra  le  résultat  algébrique 

qui  se  requit  a 


V/aoy  —y 


Telle  ^  est  l'équation  diâerentielle  de  la  cycloïde  ;  eUe  pourrait  s'ob- 
tenir sans  la  considération  des  sinus  ^  en  dîfférenttant  Texpression 

arz=,  MHQ^MJSr, 
ce  qui  donne 

àx=:à.MHQ^d.M]V; 

et  faisant  attention  que  l'arc  MlfQ  appartient  au  cercle  dont  Tabs-^ 
disse  QN  =  j ,  l'ordonnée  MN  =  v/aoy-— j^%  on  calculerait  d .  MHQ 
par  la  formule  générale  du  n*   216^  dans  laquelle  on  remplacerait  ^. 

par  7" ,  et  /  par  V^y^  t"J^  *  on  parviendrait  ainsi  au  même  résultat 
que  ci^dessus. 

245.  Si  Ton  prend  dans  Téquation  différentielle  de  la  cycloïde ,  la 
valeur  de  àxy  pour  là  substituer  dans  les  formules  générales  du  n*  2i5, 
on  trouve 

PR  =  v^o^— rrS        ^R  =  V^^ 

Ces  valeurs  se  construisent  d'une  manière  très-simple;  car  il  est  aisé 
de  remarquer  que  MP  ^  ou  ^,  étant  considérée  comme  l'abscisse  du 
cercle  générateur  QMGy  la  valeur  donnée  ci-dessus  pour  PR  est  pré- 
cisément ceUe  de  l'ordonnée  MN  de  ce  cercle,  et  que,  par  consé- 
quent la  normale  se  confond  avec  la  corde  de  l'arc  MQ^  comme  on 
peut  le  voir  aussi  par  re:xpression  de  MR.  Il  suit  de  là  que  la  tan- 
gente MT  est  le  prolongement  de  la  corde  MG;  mais  si  Ton  imagine 
que  le  cercle  Ql^G  glisse  sur-  le  point  Q  pour  atteindre  une  position 
quelconque  qmgy  les  lignes  mq  el  mg  resteront^  malgré  ce  changement^ 
I.  60. 
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parallèles  aux  lignes  MQ  et  MG  :  il  suffira  donc  y  pour  construira  la 
3Qorniale^  en  un  point  doané  M  y  de  rapporter  ce  point  sur  le  cercle 
fixe  qmgy  c^  qui  se  fera  en  ^rant  la  droite  Mm  parallèle  à  ÀBy  et  de 
m^çer  ensuite  4f  7^  j^araUèlement  à  it^^  et  MQ  paraJQèliçmettt  à  mf* 

alfi.  Je  passe  à  la  recherche  du  rayon  de  courbure.  Lorsqu'on  diffé- 
rentie  Téquation 

en  regardant  dr  comme  constant^  on  obtient 

Yf^ay—f' 
réduisant  et  divisant  par  jr^  il  vient 

.      o  ==  (a^jr— Jf)d:;p^-ad;r., 
d'où  Ion  Ure 

subsjtituant  cette  Yaleu;r  et  celle  de  d;^  4^ns  l'expression  da  rag^oxt  de 
courbure  (a:2i)^  pn  trouve^  après  les  réductioBS  nécessaires  ^ 

Ce  résultat  fait  voir  que  le  ray.on  de  courbure  MAT  est  doioble  delà 
normale  MQy,  et  qu'il  ne  peut  par  conséquent  deyenir  plus  graod  qme 
le  double  du  diamètre  du  cercle  générateur,  diamètre  qui  est  à  la  foîa 
l'ordonnée  et  la  nocmale  de  la  cycloïde,  au  point  ly  où  le  contact  Q 
a  parcouru  la  ipoilié  de  la  circonférence. 
Les  expressions  de  or-^ot  et  de  jr — /S  donnent  ensuite. 


OA  couclut  d&là 

^  =  —  jS,         jr=:a--2  V— ii^/3  — /S\ 

Sn  subst^ttiant  ces  Taleura  dane  l'équatkm  primitiva  de  ki  cyel^e^  et 
réduisant,  on  obtient 
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résultat  qui  a  beaucoup  d'aualogie  att^e  cttte  é^uatiou.  Lé  t^atlicâl 
\/ —  2a^  —  j8'  devient  semblable  à  S/^àf  —  j*  ,  lorsqu  on  fait 
/3  =  —  a^I  +  )8',  ce  qui  revient  à  prendre,  au  lieu  de  l'ordonnée  EM'y 
toujours  négative,  Tordonnée  -PilT,  rapportée  à  un  axe  -^'^,  placé 
au«-dessous  de  AB,  à  une  distance  -^'/=aér.  Par  cette  transforma- 
tion, il  vient 

A  s:  A  arc  ^dout  le  siu^-verse  as  22z:L^  ^  \/5aj8'— ^  j8'*; 

puis  si  Ton  observe  que  deux  arcs  dont  les  sino^tèfsM  réunis  COM»- 
posent  le  diamètre ,  sont  supplémens  l'un  de  l'autre  y  et  qu'on  désigné 
par  <fr  la  demi^rcouférence ,  ou  pourra  écrire; 

ffLz=zaK  —  a  arc  Tdont  le  sijvverSe  sas  — ^  +  V^aajS'— /8^. 

Prenant  enfin  ci z=za^^^et^  c'esl-à-dire ,  substituant  à  l'abscisse  AE 
l'abscisse  A'P:szJI—»AEj  il  viendra 

a'  ss:  a  arc  ^dont  le  sîn-verse  =*=  -)  —  s/aaj^'— jà'* 

équation  d'une  cycloïde  dont  l'origine  est  àU  point  A' y  et  qui  est  décrite 
sur  l'axe  A'B^y  par  le  même  cercle  générateur  que  la  proposée,  \nais 
roulant  dans  le  sens  A'B^^  contraire  à  AB. 

La  même  conséquence  peut  se  tirer  immédiatement  de  la  détermi^ 
nation  du  rayon  de  courbure.  £u  prolongeant  la  droite  CQ  jusqu^à^e 
qu'elle  rencontre  A'R  en  Ç',  et  menant  QM'y  on  formera  les  triangles 
GMQ  et  QM'Q  égaux  entre  eux  :  l'angle  QM'Qf  sera  donc  droit,  et 
si  on  décrit  sur  QQy  comme  diamètre,  un  cercle,  il  passera  par  \é 
point  JIT  et  sera  égal  au  cercle  générateur.  Cela  posé,  puisque  l'arc 
M^Q  est  le  supplément  .de  M'Ç,  qui  lui--même  est  égal  à  MQ^  <m 
aura 

arc  M'Q=QMG^àvc  MQ=:AI'^AQ:=  QIz^zA'Q', 

ce  qui  montre  bien  évidemment  que  la  développée  A' M  A  est  une 
cycloïde  décrite  par  le  cercle  QM'Q^  roulant  sur  A^È^y  de  A'  vers  B". 
On  remarquera  sans  doute  que,  d'après  ce  qui  précède,  la  cycloïde 
est  rectifiable,  puisqu'elle  est  elle-même  sa  développée,  clique  l'ex- 
pression de  son  rayon  de  courbure  est .  algébrique  ;  et  on  en  déduira 
ce  résultat  curieux,  que  la  longueur  de  l'arc  A' A  y  ou  de  son  égal  AK^ 
qui  compose  la  moitié  de  la  bratiche  décrite  par  une  révolution   en-> 
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tière  du  cercle  génëratear  ^  est  précisément  la  même  que  Celle  àe  j^Ky 

ou  du  double  du  diamètre  de  ce  cercle. 


a/^j.  La  cycloïde  n'est  pas  terminée  au  point  L  où  le  cercle  a  par- 
couru^ sur  la  droite^  j^L  sa  circonférence  entière;  car  rien  ne  limite  la 
durée  de  ce  mouvement.  Il  fistut  bien  remarquer  dans  la  description 
des  courbes^  que  les  diverses  parties  résultantes  d'une  même  construc- 
tion ou  d'un  même  ntiouvement^  appartiennent  toutes  k  la  même  courbe. 
Ainsi  le  cercle  QMGy  en  continuant  de  rouler  sur  la  droite  ^^ ^.au- 
delà  du  point  Ly  décrit  une  suite  infinie  de  portions  semblables  à 
AKL;  et  il  £siut  en  concevoir  autant  sur  la  gauche  du  point  jiy  puisque 
le  cercle  a  pu  n'arriver  à  ce  point^  qu'à  la  suite  d'un  mouvement  com- 
mencé depuis  un  temps  indéfini.  L'équation  de  la  courbe  conduit  éga- 
lement à  ces  remarques;  car  rien  n'empédie  d'y  supposer  l'arc  QM y 
augmenté  ou  diminué  d'autant  de  circonférences  que  l'on  voudra  y  ou 
bien  de  supposer  la  variable  t  (page  47^)  aussi  grande  qu'on  voudra  y 
soit  positivement^  soit  négativement.  On  voit  d'ailleurs  que^  ne  pourra 
jamais  surpasser  2a  y  parce  que  son  expression  ne  renferme  que  le 
cosinus  àt  ty  compris  nécessairement  entre  les  limites  + 1  et  —  i.  Il 
•  suit  de  là  que  la  cycloïde^  conçue  dans  toute  l'étendue  qu'elle  doit  avoir, 

peut  être  coupée  par  une  même  ligne  droite,*  dans  une  infinité  de 
points.  • 

Le.  coeflScient  différentiel  du  second  ordre  j^,  étant  égal  à  —  ^, 
est  toujours  négatif; /mais  il  devient  infini^  ainsi  que  ■^,quand/:s=o, 

ce  qui  arrive  lorsque  l'arc  MQ  est  égal  à  zéro  ou  bien  à  un  multiple  quel- 
conque de  la  circonférence.  Il  résulte  de  là  que  les  points  A  y  L,  etc. 
où  se  touchent  les  différentes  branches  de  la  cyeldide,  sont  des  points 
de  rebroussement  de  la  première  espèce ,  dans  lesquels  la  tangente  est 
perpendiculaire  à  l'axe  des  abscisses  (a3i). 

a48.  Les  spirales  composent  encore  un  ordre  de  courbes  transcen- 
dantes, remarquables  par  leur  forme  et  leurs  propriétés.  Voici  comment 
s'engendre  celle  qu'imagina  Conon  de  Syracuse,  et  dont  Archimède 
découvrit  les  principales  propriétés. 
FIG.  54.  Pendant  que  le  rayon  AOyftg.  54,  se  meut  autour  du  centre  A  du 
cercle  OQGy  un  point  mobile,  parti  de  ce  centre,  parcourt  uniforme- 
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ment  la  ligne  AO^  et  avec  une  vitesse  telle  qu'il  arrive  au  point  O, 
en  même  temps  que  cette  droite  a  achevé  sa  révolution.  Il  suit  de  là 
que  pour  un  point  quelconque  M  de  la  spirale  AMOM'Xy  le  rapport 
de  AM  à.  AN  est  le  même  que  celui  de  l'arc  ON  à  la  circonfé- 
rence OGO  ;  mais  comme  rien  ne  s'oppose  à  ce  que  le  point 
décrwant  conûnvLe  son  mouvement  au-delà  du  point  0,  sur  le  rayon 
prolongé  9  et  que  ce  rayon  peut  lui-même  faire  un  lîombre  indéfini  de 
révolutions^  la  courbe  A  MO  se  prolongera  en  tournant  toujours  autour 
du  point  ^^  de  manière  que  le  rapport  entre  la  distance  de  chacun 
de  ses  points  au  point  A  et  le  rayon  du  cercle  y  soit  égal  à  celui  qui 
se  trouve  entre  l'arc  parcouru  par  le  point  O,  depuis  le  commence- 
ment du  mouvement  et  la  circonférence  entière.  En  ilf ,  par  exemple^ 
où    le   rayon   AN   a  fait  une   révolution   plus  Y  arc    ON  y    on   aura 

3SV  ^^^  — 0^5 — '  ^'^  ^^'^^  ^^  ^^^  ON:=ty  AMz=zUy  et  que  prenant 
pour  unité  le  rayon  AN,  on  représente  par  i^îT  la  circonférence  OGO^ 


on  aura  w  =  — • 


Les  variables  de  cette  équation  sont  ce  que  les  géomètres  appellent 
des  coordonnées  polaires.  Le  centre  A  du  cercle  OGOy  se  nomme  lé 
pôle;  .la  ligne  AM  y  assujétie  à  passer  toujours  par  ce  points  est  le 
rajqn  vecteur  y  et  tient  lieu  de  l'ordonnée  de  la  courbe^  tandis  que 
l'arc  ON  remplace  l'abscisse* 

La  spirale  que  nous  venons  de  considérer^  et  qui  porte  le  nom  de 
spirale  d^Archimède,  n'est  qu'un  cas  particulier  des  courbes  que  repré- 
senterait l'équation  u^siaVy  en  donnant  à  n  toutes  les  valeurs  possibles. 
Lorsqu'on  fait  7i=-^i^  on  a  i^srar*/  ou  utzssay  équation  qui  apparu' 
tient  à  la  spirale  hyperbolique. 

Si^  au  lieu  de  la  distance  AMy  on  prenait  pour  u  la  partie  MN  du 
rayon  vecteur,  comprise  entre  le  point  M  el  la  circonférence  du  cercle 
OGOy  l'équation  u*^p=at  serait  celle  de  la  spirale  parabolique  y  ou  de 
la  courbe  qu'on  formerait  en  roulant  l'axe  d'une  parabole  autour  d'un 
cercle;  les  ordonnées  se  trouveraient  alors  perpendiculaires  à  la  circon* 
jférence  de  ce  cercle,  et  tomberaient  sur  ses  rayons, 

"Tant  que  n  est  tm  nombre  positif,  les  spirales  données  par  l'équa-- 
tion  u;s=,aV'y  prennent  leur  origine  au  point  A;  mais  quand  n  est  né«- 
gatif,  Uy  d'abord  infini  lorsque  t:=zOy  diminue  à  mesure  que  cet  arc 
augmente,  «t  à  chaque  nouvelle  révolution  le  point  décrivant  s'approch«^ 
du  point  A ,  sans  pouvoir  jamais  y  atteindre^ 
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Pour  appliquer  aux  spirales  qui  sont  rapportées  à  des  coordonnées 
polaires  y  les  expressions  des  soutangentes  ^  des  tangentes ,  etc.  que  nous 
ayons  trouvées  relativement  à  des  coordonnées  rectangles  ^  il  &ut 
transformer  ces  dernières  coordonnées  dans  les  premières  ^  ce  qui 
servira  à  montrer  comment  on  peut  passer  de  l'un  de  ces  systèmes 
à  Tautre.  Cela  sera  d'autant  plus  utile  ^  qu'on  rapporte  quelquefois  les 
courbes  algébriques  à  des  coordonnées  polaires  ;  on  le  fait  surtout  à 
regard  des  lignes  du  second  degïe,  en  prenant  leur  foyer  pour  pôle. 

^9*  Plaçons  au  point  A  y  pour  plus  de  simplicité^  Torigine  des  coor- 
données rectangles  APzs^nx  y  PM:s=ijri  soit  QOz=zmy  l'arc  intercepté 
entre  le  point  Q^  situé  sur  Taxe  des  abscisses  ^i?^  et  le  point  O, 
origine  de  l'arc  t.  En  menant  PM  perpendiculaire  sur  ABy  et  en  ob- 
servant que  l'angle  MAP  est  mesuré  par  l'arc  NQ  égal  à  £— m, 
nous  aurons 

AM^=:7p^+PM\    AP=AMcosNQy    PMzzzAMsiaJVQ, 
d'où  il  suit  

ors:  2^cos(^-— m)>      ^=:asin(i— m)      et     -2^  ssstang(£— -m); 

Au  moyen  de  ces  valeurs  de  x  et  de^^  on  changera  toute*  équation 
algébrique  rapportée  à  des  coordonnées  rectangles  y  dans  une  autre  qui 
ne  contiendra  plus  que  le  sinus,  le  cosinus  de  Tare  t  et  le  rayon  vecteur  u. 
Les  mêmes  valeurs  donnent  aussi 

cos(^-.7»)=  J,         sin(<— 1»)=^, 

d'où  l'on  tirera  des  valeurs  de  cos  t  et  de  sîn  t  en  ac y  j'y  Uy  sin  m , 
et  cos  772,  qui,  étant  substituées  dans  une  équation  quelconque 
entre  Uy  sint  et  cos^,  conduiront  à  un  résultat  ne  renfermant  plus 
que  X  eïy  y  puisqu'on  pourra  remplacer  u  par  N/a?*+^.  Si,  pour 
abréger,  on  suppose  que  la  ligne  AB  se  confonde  avec  la  ligne  AOy 
on  aura  seulement 

cos  ^  =  -  ,         sint  =1  ^  y         et        tang  /  =  ^; 

Lorsque  l'équation  en  u  et  I,  qu'on  se  propose  de  transformer^  con- 
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tient  l'arc  /  lui-même,  il  n'est  plus  possible  d'obtenir  une  relation  al- 
gébrique entre  a?  et^,  puisqu'on  n'en  a  point  de  semblable  entre  Tare  *, 
sou  sinus  et  son  cosinus  :  l'équation  u;=iai'  ne  condatrût  qu'à 

•  V^+J'  =  «  {arc  (dont  la  tang  s^-^)}*; 

nms  on  parvient,  ainsi  qu'on  va  le  voir,  à  une  équation  différentielle 
qui  ne  contient  plus  que  ar,^,  dx  et  d^. 
Ou  tire  des- dateurs  troHTe'es  ei-dessus,  poM  a,  *  et^, 

d«=:dVxqqp, 

0 

dr  =  <k  cos(<— m)— ttd/sm(<— m),     djr=dusin(t^m)+ud£cos(t^m); 
et  si  oa  éJûmne  du  dea  deux  deraières  ëquatîoB»^  il  viendra 

mettant  pour  cosÇt-^m)^  sin  (/—-m)  et  w,  leurs  valeurs^  on  aura 

^       ^dy-2d£ 

on  pourra  donc  chasser  de  Téquation  en  u  et  #^  et  de  sa  différentielle; 

les  qtiantîtés  «,  cos^,  sîn^,  du  et  dt  ;  les  deux  résultats  qu'on  obtien* 

Ara  ne*  e^mtenanl;  plus  que  ^  ^  oti^  le  fera  disparaiiare  pav  FéMminatîon. 

i.       ■ 
Prenons   pour  exemple  ^éq^aUon    u^=ar^    qui   donne    i^zsntt^ 

-  U*    du=:àrdli   les  expressions  de  u^  de  du  et  de  dty  étant  mdépen-* 

daAtes  de  171^  il  yiendrat^  en  les  substituant  et  en  réduisant  au  même 
dénominateur^ 

i.  (x*  4-^»)"(xdr  +74;^)  =  ^(xdjr  — ^dr).     • 

Arec  cette  équation  on  déterminerait  les  souta^^iftes^  les  tan** 
gentes^  etc.  des  spirales^  en  faisant  usage  des  formules  èa  n"*  siS; 
mais  il  sera  plus  simple  et  en  même  temps  plus  général  de  transfor* 
mer  ces  formules  relativement  aux  variables  u  e^  t  j  et  c'est  ce  que 
je  vais  Êdre. 

:êBo.  L'expression  de  la  soutangente  devi^t^  ea  mettant  pour  y  et 
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~  leurs  valeurs, 

-j^ t    ^  ^  du  coa (f — m)  *—  uaf  8in(t^-m) 

/^i  —  wsm(^2— m;  ^^  gj^^^^)  +  udico8(t— nt)' 

On  simplifiera  beaucoup  ce  résultat ,  en  observant  que  la  situation 
de  la  ligne  des  abscisses  ^  sur  laquelle  tombe  la  distance  PT^  est  ar- 
bitraire, et  qu'on  peut  par  conséquent  prendre  toujours  m  telle  que  l'arc 

QN  soit  -'TT,  auquel   cas  l'ordonnée  PM  se  confond  avec    le  rayon 

vecteur  JMy  cos («—•/»)  =  o,  sin(^— /w)=  i,et  PT  se  chamge  en 

On  construira  la  tangente  en  menant  par  le  point  ^,  une  perpen* 
diculaire  au  rayon  vecteur  JlM^  et  en  portant  sur  cette  droite  la  valeur 
de  JT'j  donnée  par  la  formule  ci«dessu$. 

Si  on  applique  cette  formule  à  l'équation  uzsiiaP^  on  trouvera 

bans  la  spirale  de  Conon  on  a  7i:=i  et  âsr  —  ;  il  en  résulte 
^7^  =  —  — .  On  voit  par  cette  expression  que  .lorsque  f=3^,  ou 

qu'après  une  révolution  du  point  décrivant,  la  soutangente  est  égale  à  la 
circonférence  OGQ  rectifiée,  et  qu'après  m  révolutions,  t  étant  a/Twr, 
jiT^  devient  en  conséquence —  am*'7r=c=—» /n.amTT  ;  la  soutangente 
est  donc  alors  égale  au  nombre  des  révolutions  multipHé  par  omit,  cir« 
conférence  dont  le  rajon  est  égal  à  m  fois  ^O,  et  qui,  par  cette  raison, 
embrasse  la  partie  de  la  spirale  décrite  dans  la  dernière  des  révolutions 
effectuées;  c'est  aussi  à  ce  résultat  qu'Arcbimède  est  parvenu  dans  son 
Traité  des  Spirales. 

Lorsque  /i  =  — •  i ,  ce  qui  est  le  cas  de  la  spirale  hyperbolique , 
il  vient  ^7^;» a,  c'est-à-dire,  que  la  soutangente  de  cette  courbe 
est  constante. 

Je  ne  m'arrête  point  à  U  recbcrche  de  la  sounormale  et  de  la  nor« 
maie,  parce  qu'on  les  obtient  f^icilement  lors(J^e  la  soutangente  est 
connue. 

J'observerai  seulement  que  --^  z=  —  J^  ^  exprime  la  tangente  de 

l'angle  que  fait  avec  le  rayon  vecteur  JM  la  di^oile    T^JIf,  qui   touche 
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la  coiui)e  M.  point  M,  et  qu'on  a 

^Si.  En  substituant  les  expressions  de  dr  et  de  d;^  du  n*  249^  dans 
celle  de  à$=z\/dx^  +  dy*  (a  16),  et  faisant  les  réductions  qui  sepré* 
sentent  à  cause  que  sin(<— /w)* +cos(^— /w)*=5:  i,  on  obtient  pour 
la  diflTérentieUe  de  Tare  DM, 


expression  indépendante  de  Tangle  m,  ce  qui  était  aisé  à  prévoir^  car 
la  différentielle  d'une  variable  ne  dépend  point  de  la  place  que  Ton 
assigne  à  l'origine  de  cette  variable. 


aSu.  Dans  le  système  des  coordonnées  polaires ,  c'est  à  des  secteurs 
que  se  rapportent  les  aires  des  courbes  ;  l'aire  de  la  courbe  OMR , 
^fig.  55^  se  compose  du  secteur  OAM.  Si  on  place  au  point  A  l'origine  FiG.  5S) 
des  coordonnées  reictangles  JP  et  PM,  et  que  l'on  prenne  AO  pour 
l'axe  des  abscisses^  MPJR  sera  le  segment  représenté  par  z  dans  le 
n*   317,  et  l'on  aura 

OJM=:  OJR-^  MPJR  +jiPM} 

ptenant  les  différentielles^  et  observant  que  le  secteur  OJR  est  une 
quantité  constante^  puisqu'il  se  termine  Ji  des  points  fixes ^  il  viendra 

à.OJMz=:-^à.MPJR  +  à.JPM=:^dz  +  à.^xyi 
mettant  pour  dz  sa  valeur  j'àx,  et  effectuant  le  calcul  ^  on  aura 

Ponr  transformer  cette  expression  en  coordonnées  polaires,  on  observera 
que  ^ss;ucos^,  jr:s^usinty  et  il  en  résultera 

a 
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a55.  Transformons  maintenant  l'expression  du  rayon  de  oMrbure: 
Pour  supposer  d^  constant,  nous  ferons  varier  à-la-fois  dr  et  d;^, 
en  regardant  x  et  y  comme  des  fonctions  implicites  de  f  ;  et  alors 
il  faudra  que  les  expressions  àe  yy  x-^cl  et  j — /3,  rapportées 
dans  le  n*  aai  ,  soient  transformées  de  manière  à  n'y  regarder  aucune 
différentielle  comme  constante  (68)  :  il  Tiendra  alors 

^^Q djrÇdx'  +  dy)  ^^      dy(djc*+dy^) 

Cela  posé,  les  valeurs  de  dr  et  de  d/*  (249)  donneront  d'abord 

ic*4.dr*  =  da»  +  a*d^  (^Si), 

et  en  les  différentiant,   on  trouvera 

d*a;  =  d*w  cos  (t — m)  —  2duàt  sin  (/—m)  — •  udt^  cos  (/—/»)  ,' 
dy  =  d^ttsin  (t — m)  -+-  2di4d^cos(/ — m)  —  udt*  sin(^ — m), 

d'où  l'on  conclura 
> 

dard^  —  djd*jî  =  adu*dt  —  Md/d»«  +  «'di' , 

« 

après  les  réductions  qui  s'offrent  d'elles-mêmes.  Au  moyen  <de  ces  va« 
leurs  ^  il  viendra  ^ 

(dtt*+u*dO» 

^  "^         ûdM*d/ — ttd<d»»4- tt*dr*' 

Ce  résultat,  comme  on  devait  s^  attendre ,  est  indépendant  de  la 
quantité  m,  qui  ne  tient  qu'à  la  position  arbitraire  de  l'axe  des  a:,  et 
on  aurait  pu  simplifier  les  calculs ,  en  prenant ,  ainsi  qu'on  l'a  fait  dans 
le  n*  ^So,  cet  axe  perpendiculaire  au  rayon  vecteur,  d'où  il  résulte 
sin  (/ — w)=i,  cos(/ — m)=oj  cette  hypothèse  étant  établie  dans 
les  expressions  ci-dessus  ^  il  vient 

djcss  —  udi,      djr7=:duy      d'x  ==  —  2dudt ,      d^'  s=d*a — udt% 

et  l'on  a  sur-le-champ  la  valeur  de  y  rapportée  ci-dessus. 

Lorsque  l'on  fait  usage  des  coordonnées  polaires,  il  est  très-simple  de 

riG.  54.  rapporter  le  centre  i^du  cercle  osculaicur^JSg'.  54,  au  rayon  vecteur -ri/ilf, 

au  moyen  de  la  droite  FE  perpendiculaire  sur  ce  rayon  vecteur,  et  de 
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la  dislance  ME.  Les  expressions  de  M£  et  de  FE  se  concluent  immé- 
diatement de  celles  de^— )3  et  de  jc—a,  ea  prenant  comme  ci-dessus 
la  ligne  j4M  pom-  l'axe  des^,  parce  qu'alors  la  partie  j^E  représente 
Tordonnée  ^  de  la  développée,  et  EF  son  abscisse  et;  il  suit  de  là 
que 

3IE=:J3I^JE=:jr^li\  EF=:^OL, 

puisque  l'origine  des  coordonnées  rectangles  étant  au  point  ui^,  a:  est  nul. 
Calculant,  d'après  ces  relations  et  les  formules  rapportées  au  commen- 
cement de  cet  article,  les  valeurs  dej^— /3  et  de  j:— «t,  on  obtiendra 

MF—       i^àu^  +  u^dtf'  TF—  du3  +  u»dadf' 

ada»  —  ttd»a  -f  a»d?  '  adu^di  —  uàtà^u  +  u»dt*' 

Je  ferai  remarquer  que  dans  plusieurs  auteurs  la  ligne  ME  est  appelée 
co-rajron  de  courbure. 


a54.  Pour  faire  une  application  de  cette  formule,  }e  prends  la  spi-^ 
raie  logarithmique  dont  Féquation    est    t^=:lu.    En   différentiant,     on 

trouve  d^  =s  — ^,  ou  ^  =  M^  ce  qui   montre  que  dans  tous  les 

points  de  cette  courbe,  la  tangente  fait  le  même  angle  avec  le  rayon 
vecteur,  propriété  très-remarquable. 

Une  seconde  différentiation ,  où  Ton   suppose  dt  constante,  donne 
uà^u — d«*=:o,  d'où  d*M=:  — ;  substituant  cette  Valeur,  ainsi   que 

celle  de  dty  dans  l'expres^on  de  ^  et  dans  'celles  de  ME  et  de  EF^ 
on  trouvera 

Par  la  première  de  ces  valeurs,  le  rayon  de  courbure  est  proportion-^ 
nel  au  rayon  vecteur  ;  la  seconde,  montre  que  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  F  du  cercle  oscillateur  doit  toiqours  tomber  au 
point  ^  y  comme  l'indique  la  figure  56.  Alors  la  droite  EF  y  se  chan-  fig.  55. 
géant  en  ÂFy  est  aussi  le  rayon  vecteur  de  la  développée  FZ*,  et  com- 
parant la  valeur  de  EFa  celle  de  AM^  on  trouve  \zagMFA=:-jj^:=iMy 
c'est-à-dire  que  la  tangente  de  l'angle  que  la  ligne  qui  touche  la  de-- 
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Teloppée  fail  avec  son  rayon  vecteur,  est  constant  et  le  même  que 
l'angle  JMT^  relatif  \  la  courbe  propose'e.  On  le  voit  aussi  par 
les  triangles  :^ÎJT  et  MAFy  rectangles  en  ^,  en  faisant  attention  que 
le  rayon  de  courbure  MF  est  perpendiculaire  sur  la  tangente  MT.  11 
suit  de  là  que  la*  développée  FZ  est  une  spirale  logarithmique  aem-r 
blable  à  la  proposée  AX. 

a55.  Non-seulement  une  courbe  est  donnée  lorsqu'on  a  son  équa- 
tion^ soit  en  coordonnées  respectivement  parallèles  à  deux  droites  fîxes^, 
soit  en  coordonnées  polaires;  mais  elle  Test  encore  lorsqu'on  a  une  re- 
lation quelconque  entre  deux  quantités  déterminées  par  sa  nature.  La 
propriété  qu'a  la  tangente  de  la  spirale  logarithmique  de  faire  un  angle 
constant  avec  le  rayon  vecteur  A  M  (354)  y  pourrait  donner  lieu  à  une 
équation  entre  les  droites  A  M  et  AT' y  et  qui  serait^  en  nommant  u 
la  première  et  u  la  seconde^  uz=ia\f.  On  passerait  de  celte  -équation  k. 
celle  qui  doit  avoir  lien  en  coordonnées  polaires  ^  en  mettant  au  lieu 

de  AT' y  son  expression  —  ^^— . 

De  même  ^  une  relation  entre  le  rayon  de  courbure  et  Parc  d'une 
courbe  doit  être  envisagée  comme  une  équation  de  cette  courbe;  et 
elle  aurait  ce  caractère  remarquable^  que  l'une  des  variables  serait 
tout-à*£sdt  inhérente  à  la  courbe  ;  car  la  grandeur  du  rayon  de  cour* 
bure  étant  absolument  indépendante  de  la  nature  et  de  la  position  des 
coordonnées  y  reste  toujours  la  même  pour  le  même  points  quelque 
situation  qu'ait  la  courbe.  A  l'égard  de  l'arc  ^  son  origine  serait  arbi- 
traire,  puisqu'on  pourrait  commencer  à  le  compter  de  tel  point  qu'on 
voudrait  de  la  courbe;  c'est  pourquoi  MM.  Carnot  et  Ampère^  le 
premier^  à  la  fin  de  son  Traité  de  la  Géométrie  de  position,  le^cond, 
dans  le  XIV*  Cahier  du  Journal  de  V École  Polytechnique ,  ont  cherché 
dcfs  moyens  de  former  l'équation  d'une  courbe  de  manière  qu'il  -n'y 
restât  rien  d'arbitraire  ou  d'étranger  à  cette  courbe. 

Pour  passer  des  coordonnées  rectangles  ou  polaires^  à  une  relation 
entre  l'arc  et  le  rayon  de  courbure^  il  Êiudrait  éliminer  dans  le  pre- 
mier cas  X  et  ^,  de  l'équation  proposée^  au  moyen  des  éqnaticHis 

et  chasser  u  e\  t  dans  le  second,  en  faisant  usage  de  Féqnatîon 
df*  as  du*  .f.  u*d<*  çt  de  Texpression  de  y  trouvée  »•  ^55. 
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Le8  mêmes    équations   donnant  le  moyen  d'éliminer  ^   et  ^  d'une 

équation  entre  ces  variables  y  serviront  à  passer  de  cette  équation  à  une 

autre ^  entre  des  coordonnées  reotangles  ou  des  coordonnées  polaires; 

le  procédé  pour  faire  cette  élimination  a  été  indiqué  n""  7 5. 

U  faut  observer  que  parmi  les  relations  qui  peuvent  caractériser  une 
courbe  ^  il  y  en  a  qui  sont  exprimées  par  des  équations  algébriques  ^ 
et  d'autres  qui  ne  le  sont  que  par  des  équations  différentielles  :  ces  der-' 
nières  sont  en  quelque  sorte  indéterminées,  c'est-à-dire  qu'elles  peuvent 
appartenir  à  une  infinité  de  courbes  douées  toutes  d'une  propriété  com^ 
mune  ;  car  d'après  la  remarque  faite  dans  le  n""  5o,  l'équation  primitive 
de  laquelle  eUes  tirent  leur  origine,  doit  renfermer  un  nombre  de  cons^ 
tantes  arbitraires  4g^  ^  l'exposant  de  leur  ordre.  Les  considérations 
géométriques  confirment  elles-mêmes  cette  remarque. 

Si ,  par  exemple,  on  diflerentiait  l'équation  de  la  parabole  ^'  =  00; , 
et    qu'on   éliminât    ensuite    a  y     on   aurait  pour    résultat    l'équation 

aard;^— ^doT  =  0,  laquelle  donnant  ^  g-=  at,  exprime  que  la  soutan- 

gente  est  double  de  l'abscisse ,  propriété  commune  à  toutes  les  para- 
boles, quel  que  soit  leur  paramètre. 

L'ëquation^*=/7l(^I•— a:*)j  appartenant  à  une  ellipse  dont  le  centre 
est  à  l'origine  des  x  et  des  /,  et  dont  les  axes,  situés  dans  la  direc«* 
tien  de  ceux  des  coordonnées ,  sont  a  et  a  \/m ,  donne  par  l'élimi- 
nation des  deux  constantes  a  et  tti  ,  l'équation  différentielle  du  second 

ordre  j^ —  x  3^"^-^  g^=  ^  (^o);  chacune  des  ellipses  que  peut 

représenter  la  première,  en  donnant  aux  quantités  ^  et  m  toutes  les 
valeurs  possibles,  satisfait  à  la  seconde,  et  le  cercle  de  l'équation 
x^  ^jr^  =  «*  s'y  trouve  compris. 

On  voit  par  ce  qui  précède,  que  la  considération  des  équations  diffé-* 
rentielles  donne  le  moyen  d'exprimer  les  propriétés  les  plus  générales 
des  courbes,  en  conduisant  à  des  résultats  indépendans  des  opnslantes 
qui  particularisent  ces  courbes. 

Z&&.  Leîbnîtz;  potir  appliquer  le  Calcul  différentiel  aux  courbes ,  les  J^^rtï* 
considéra  comme  des  polygones  d'un  nombre  infini  de  côtés  infiniment  comme  des 
petits;  dans  cette  hypothèse,  la  tangente  n'est  autre  chose  que  le  pro-  P^'y»®"^- 
longement  du  c6té   du  polygone,  comme  on  le  voit  dans  la  figuré  57;  fig.  57. 
les    triangles   semblables  MM'()^  et   PMT  donnent   tout     de    suite 
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PT  =1^^^^^  y  et  si  on  représente  par  àx  la  différence  MQ  des  abs- 
cisses consécutives  JP  et  AP'y  par  d;^  la  différence  l^Q  des  ordonnées 
correspondantes  PM  ei  P'M\  il  viendra  PT=^. 

Il  semble  d'abord  que  cette  manière  de  trouver  la  soutangente  ne 
soit  y  pour  ainsi  dire^  quune  approximation,  car  quelque  petits  qu'on 
suppose  les  côtés  du'  polygone ,  ils  ne  se  confondront  jamais  ayec  la 
courbe,  et  par  conséquent  la  droite  MT ne  sera  jamais  tangente;  mais 
on  introduit  dans  le  calcul  une  circonstance  qui  justifie  la  substitution 
du  polygone  à  la  courbe,  c'est  l'abstraction  qu'on  fait  des  puissances  de 
dx  et  de  d^  supérieures  à  la  première,  etjqu'on  regarde  comme  infini- 
ment petites  à  l'égard  de  celle-ci  (80).  En  effet,  sît  d'un  côté  les  ré- 
sultats analytiques  obtenus  ainsi,  sont  d'autant  plus  exacts  que  dr  est 
plus  petit,  de  l'autre,  le  polygone  diffère  d'autant  moins  de  la  courbe, 
que  ses  côtés  sont  plus  multipliés,  ou  que  l'espace  PP^  qui  re^^^ésente 
àx  est  moindre;  et  comme  rien  ne  s'oppose  à  ce  qu'on  imagine  ces 
côtés  multipliés  au-delà  de  tel  terme  qu'on  voudra,  il  s'ensuit  que  la  dif- 
férence entre  le  résultat  calculé  dans  le  polygone  et  celui  qui  convient 
à  la  courbe,  peut  être  rendue  moindre  qu'une  grandeur  donnée,  quelque 
petite  que  soit  cette  grandeur.  Présenté  sous  ce  point-de-vue ,  le  Calcul 
différentiel  ne  me  parait  offirir  aucune  notion  qu'un  bon  esprit  ne  puisse 
admettre,  il  s'applique  alors  avec  la  plus  grande  facilité  à  toutes  les 
questions  qui  se  rencontrent  dans  la  théorie  des  courbes  (^). 


(^)  C*est  à  tort  que  quelques  personnes  ont  reproché  à  Leibnitz  de  n'avoir  pas  eu 
des  idées  exactes  sur  la  métaphysique  du  Calcul  différentiel;  voici  comment  il 
s^exprime  à  l'occasion  du  travail  d*un  géomètre  nommé  Sturmius,  sur  la  quadrature 
des  courbes  et  la  cubature  des  solides  par  le  moyen  des  séries  : 

a  Sentie  autem  et  hanc  et  alias  (  methodos)  bactenûs  adhibitas  omnes  dednci  posse 
))  ex  generali  quodam  meo  dimetiendorum  curvilineorum  priocipio ,  qubd^figuru  eur^ 
n  ifilinea  censenda  sit  œquipollere  polygono  infinitorum  laterum;  undè  sequitur^ 
n  quicquid  de  tali  polygono  démon strari  potest  ^  sive  ità  ,  ut  nullus  habeatur  ad  nu- 
))  merum  laterum  respectus,  sive  ità  ^  ut  tantô  magis  vehBcetur^  q^ant6  major  su- 
n  mitur  laterum  numerus^  ità  ut  error  tandem  fiât  quovîs  dato  minor;  id  de  curva 
»  posse  pronuntiari.  n  ÇActa  eruditorum,  ann.  1684 y  P^-  585.) 

Ce  petit  nombre  de  lignes  présente ,  avec  autant  de  vérité  que  de  concision  >  Vidée 
qu'on  doit  se  faire  de  la  méthode  des  infiniment  petits  ;  et  celle  des  limités ,  renouvelée 
par  d*Alembert ,  y  est  assez  clairement  indiquée.  Leibnitz  a  encore  répété  ,  dans 
plusieurs  de  ses  lettres ,  qu*en  se  servant  de  la  considération  des  infiniment  petits 
pour  abréger  les  raisonnemens ,  on  ne  différait  du  style  d'Archimède  que  dans  les 
expressions. 
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En  centinuttit  de  représenter  MQ  par  dx^  M'Q  par  Aj^  le  côté  MM' 
du  polygene  étant  l'hypotémise  du  triangle  rectangle  M'MQ ,  sera  ex« 
primé  par  \/ès^'+'djr*;  et  considérant  la  normale  MR  comme  per- 
pendiculaBre  à  MM\  les  triangles  MPR  et  MM'Q  seront  semblables  : 
connaissant  donc  tons  k»  côtés  de  ce  dernier  ^  on  pourra  compléter 
la  détermination  de  ceux  des  triangles  MPT  et  MPB^  dans  lesquels 
on  connaît  MP  ^  représenté  par  j^  :  on  obtiendra  6ur-4e-champ 

P^_  PMXiMQ  _ydx  j^^  _  PMx,MW  _  Vj/S^+^  . 

MQ       ^^  dx  '  "^         jftf  Ç  djc  * 

ce  qui  s'accorde  avec  ce  qu'on  a  trouvé^  d'une  manière  bien  différente^ 
dans  les  n<>»  ao5  —  ai5. 

^57.  Dans  la  théorie  de  Leibnitz^  on  prend  la  corde  MM'  pour  l'arc 
MOÉTy  Jig.  52  y  et  l'on  en  conclut  tout  de  suite  que  la  différentielle^  ne.  3a. 
de  l'arc  DM  est  MM'  =  V/dîtr*-|-  dy*;  mais  on  ne  peut  accorder  cette 
supposition  qu'en  ayant  égard  à  ce  qui  a  été  dit  dans  la  note  de  la  p.  43^; 
car  on  ne  peut  prendre  l'une  pour  l'autre  deux  quantités  inégalés  > 
que  lorsque  leur  différence  est  d'un  ordre  supérieur  à  celui  dont  elles 
sont  (80)  2  or  cela  n'est  pas  évident  par  soi-même^  relativement  à 
l'arc  et  à  sa  corde  ;  mais  on  peut  le  conclure  de  la  note  citée.  On  a 
par  cette  note,  DQ=iJDûxiDAQy  Jig.  5i,  et  par  conséquent fig.  3i. 
aAD^^2DQz=zrxAD{i'^s\nDAQ)y  d'où  il  suit  que  si  l'on  prend  ^/7 
infiniment  petit,  l'angle  DAQ  différant  infiniment  peu  d'un  droit,  la 
Talear  de  ^AD^^^DQ  sera  exprimée  par  le  produit  de  deux  facteurs 
infiniment  petits ,  et  sera  par  conséquent  du  second  ordre;  et  cette  ex- 
pression sera  d'autant  plus  applicable  à  l'arc  de  la  courbe  proposée  , 
que  l'on  multipliera  davantage  les  côtés  du  polygone  inscrit  à  cette 
courbe. 

Quant  à  la  différentielle  de  VslreADMP ^Jig.  Sa,  elle  s'obtient  en  éva-  fjq.  3^ 
luant  le  rectangle  PMQP^  formé  sur  l'ordonnée  MPetsur  la  différentielle 
de  l'abscisse ,  parce  que  le  trapèze  curviligne  PMM'P'y  accroissement 
total  de  cette  aire,  est  compris  entre  les  deux  re^angles  PMQP'  et 
PRjWP'y  qui  ne  différent  l'une  de  l'autre  que  par  le  rectangle 
WRM'Q  =  MQ  X  MQ^^^àxAjy  et  par  conséquent  infîuîment  petit  du 
second  ordre*  U  suit  de  là  que  à,.ADMP;=^jàXy  comme  dans  le  n"*  317. 
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!a58.  Lorsque  l'on  considère  phi«îeurs  c6tés  coftsécmtifsd'aii  polygone 
inscrit  ou  circonscrit  k  une  courbe^  il  faut  établir  une  lot  qui  lie  entre  en: 
les  points  qui  terminent  ces  côtés  ;  car  on  «ent  que  pour  la  même  courbe 
la  succession  de  ces  points  peut  se  déterminer  d'une  infinité  de  ma- 
nières«  Ce  qui  se  pi^sente  d'abord  de  plii3  sim{4e>  c'est  de  supposer 
HG.  5;  et  58.  équidistantes  les  ordonnées  consécatiYes  PAf,  P'M',  F'M'y  eic.  ^Jg.Sj 
et  58 ,  et  de  faire  par  conséquent  FP"  =s  P'P'^  etc. ,  ou  de  passer  de  l'abs- 
cisse JP  k  l'abscisse  jiP'j  de  celle-ci  à  l'abscisse  -^i^,  etc,  par  un 
accroissement  dx  constant-  Cela  posé ,  MQ  étant  la  première  yaleur 
de  ày-y  M'Q'  sera  la  valeur  consécutive,  et  en  prolongeant  MM'  jus- 
.qu  a  la  rencontre  de  P^M^,  en  iV,  il  viendra 

NM'  =  M'Q'^NQ'=M'(^^M'Qy 

NM'  répondra  k  d»j,  que  l'on  suppose  infiniment  petit  a,  l'égard  de 
d^;  et  il  faut  bien  remarquer  que  cette  subordination  est  une  consé- 
quence nécessaire  de  ce  que  l'angle  M'M'M^  formé  par  les  deux  côtés 
consécutifs  du  polygone,  peut  être  pris  aussi  peu  différent  de  deux 
droits  que  l'on* voudra,  ou,  en  d'autres  termes,  parce  que  son  supplé- 
ment iVAT'M*  peut  être  regardé  comme  infiniment  petit;  d'où  il  résulte 
que  les  angles  NM'Q  et  M'M'Q[  différant  infiniment  peu  ,  il  en  est 
de  même  de  leurs  tangentes,  du  moins  tant  qu'aucun  de  ces  angles  ne 
devient  droit  ;  qu'ainsi  la  valeur  de 

NM' = M'q  ^NQ^  M'Çf  (tang  M'M'Q'  —  tang  NM'Q) 

est  le  produit  4e  deux  facteurs  infinijnent  petits ,  et  par  cons^^ent 
infiniment  petit  du  second  ordre. 
Il  est  à  propos  de  remarquer  que  la  forme  du  calcul  mène  aussi  à 

cette  conséquence;  car  ayant  représenté  ^  par;?,  onaurail!/'^=pdr, 

et  pour  le  point  suivant,  où  p  devient  p  +  dp,  on  obtiendra 
M'Q^::=:(p^dp)dx  y  ce  qui  fk>nnera  jVilf' =  d/?da:,  où  la  supposition 
de  dr  et  de  d^  infiniiaent  petits  rend  nécesciaireinent  dp  infiiiiment 
petit  :  donc  NM'  ou  d^  est  infiniment  petit. 

C'est  faute  de  faire  attention  aux  considérations  précédentes,  que  l'on 

a  peine  à  concevoir  La  subordination  des  différentielles  ,  envisagées  à  la 

fnanière  de  Leibnitz  ;  parce  qu'on  ne  voit  pas  qu'elle  est  une  consé* 

.  quence  nécessaire  d'une   première  hypothèse,  qu'on  ne  peut  se  dis^- 

penser  d'accorder,  celle  de  supposer  infiniment  petits  les  premiers  ac- 
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croissemfns  dx  et  d;^  :  ob  ne  prend  alors  que  pour  on  ëcha£studage 
arbitraire  ou  de  GoaTenUoii,  toute  cette  série  d'iofimmeat  petits  des 
divers  ordres,  et  on  est  porté  à  la  rejeter.  Itfalgré  cela,  peu  d'au- 
teurs,  parmi  ceux  qui  en  ont  &it  usage,  ont  cherché  à  développer. 
1  enchaînement  de.  nçports  sur  lesquels  elle  s'établit  (*).  Le  théo- 
rème de  Tayloc  les  met  bien  en  évidence;  car  en  écrivant  successive- 
ment â:-f-A)  X'i'^hj^.elo. ,  à  la  place  de  x,  on  trouve 

.       .  P^f   =  .7 

I^M'^    j    ^-g^^-^il  +  etc. 

FM'  -  Pi»/   =  M'Q^  g  \  +^±  +  etc. 
P-ilT  -  P'ilf' =  3f'Q'=  I  ?+ ^^  +  etc. 

et  en  Bornant  ces  séries  a  leur  premier  terme  ^  on  voit  que  M^Q  étant 
de  \sL  (orme  ph y  ATJV  est  de  la  forma  f^^.  Supposant  h  infiniment  pe- 
tit, et  écrivant  dr  à  sa  place,  il  suit  de  la, remarque  qui  termine  le 
li""  Souque  M'Q  est  du  premier  ordre,  M'N  du  deuxième,  et  ainsi- 
de  suite  y  .lorsque  l'on  considère  un  plus  grand  nombre  de  points 
consécutiâ*  . 

•  JLe  double  si^na  :h,  plicé  deVa&t.if'iV,.  vient  de  ce  tfoe  ATQ  sar«. 
passe -iEf^Q^  dans  la  figure  58,.  tandis  que  le  contraire  a  lieu  dans  la. 
figure'  rBp  Da^  cette  du-  b  différence  est  négative ,  lé  polygone 
iâsciit  est  cèncave  vers  l'aize  des  aibscitaes,  et  dans  celle  où  la 
diflféi'émce  est  pôntive,il  es4  convexe;  ou  reconnaît  donc  encore  ici, 
par  le  signe  de  d^  comparé  à  celui  de/,  cômpient  la  courbe  tourne 
fiik  concavité  par  rapport  a  Taxe  des  abscisses. 

An  lieu  de  prendre  équidbtautes  les  ordonnées  des  angles  du  poly-' 
gone   inscrit  à   la  courbé  proposée,  on  peut  choisir  toute  autre  loi; 
supposer,  par  exemple,  que  les  c6tés  MM\  M'M%  etc.  sont  toujours 
égaux  :  la  diversité  de  leur  inclinaison  fait  qu'ils  ne  répondeat  plus  aux 


(^  Dans  le  TrdU  du  Caicul  différentiel  de  Ml'*  Agneti ,  cet  eachauiement  est 
jppujé   sur  des  considérations  géométriques  aftsez  satUfaisantes. 

I.  63 
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xnénies  àccrèîsflemens  d'abscisses  et  d'i^rdostuies)  U  n^tH  dtmt  iplns  per^ 
mis  de  supposer  que  dx  soit  constent-^  nais  alors  on^a  pour  détermi- 
ner la  relation  de  d^  à  àr,  l'équation  d.  v/dJ?4^^3s:0,  due  à  ce 
qne  MM'  est  constant;  et  coïkiHle  toutes  les  différentielles  de  Afif^doiYent 
également  être  nulles  ^  on  m  déduit  une  suite  d'équations  qui  lient  entre 
elles>  dans  chaque  ordre  ^  les  di^entfelles  de  djr  et  de  df  :  voilà  eu 
quelque  sorte  la  constraetion  géométrique  de  ce  qui  a  été  exposé  dans 
le  n*  64. 

La  considération  des  polygones^  ramenant  au  calcul  des  figures  rectn 
lignes  ce  qui  regarde  les  courbes ,  apporte  une  très-grande  fiEicilité  et 
surtout  une  grande  brièveté^  dans  la  mise  en  équation  des  prob^nies^ 
et  par  cette  raison  mérite  une  attention  spéciale;  on  en^  jugera  i>ar 
quelques  quekîons  que  je  traiterai  en  finissant  ce  chapitre  j  et  plu^ 
encore  par  léi  théories  qui  seront  exposées  dans  le  suivant, 

^5g.  Lorsqu'on  rapporte  les  courbes  It  des  coordonnées  polaires  ; 
'HG.59.la  différentielle  première  du  rayon  vecteur  AMjJîg.   Sg^  est  la  partie 
QW  retranchée  du  rayon  vecteur  suivant  ^  par  l'arc  de  cercle  MQ  dé- 
crit du  point  A  comme  centré  ^  avec  le  rayon  AM.  On  regarde  ce  petit 
arc  comme  une  ligne  droite^  et  te  triangre  MQHt  conime  rectiligne^ 

cfe  qui  donne  MM'  seI;  y^QM^  QW\  Lorsqu'<m  fn«sure  l'angle 
MA  M'  pw  un  arc  d#  cercle  NN'  décrit^  d'un  rayon  A  19"  égal  à  l'uni* 
té  (HS)y  on  a  QMssudt,  et  QM'  étant  du,  il  vient  MMssz  Vd»*-4-ii*dt** 
'  Pour  partevir  à  rciEpnession  de  la  Molangraife  ATtjm  nous  avons  tran« 
vée  dans  k  vf  ûSoy  on  conqpan  entre  eux.  les  triangles  MMQ  et  MAT^ 
qu'on  regarde  coomIk  semblables'^  parce  qte  Panifie  MAM'  étantinfi* 
mment  ^t  à  Végéta  àe  MAT^M'Q  est  benséc  pamilàle  à  AM,  et 

i»Ç  perpendîôikire  sur  Jltf  Ç;  a fésullé  dfe  fa  :^^ 

La  différentielle  de  l'aire  dn  la  courbe  est  représentée  ici  parle  sec^ 
teur  circuUir*  ^^Q^  qui  ne  diffère  du  secteur  AMM'^  terminé  à 
l'arc  Mm  de  la  courbe  propo^éç^  que  par  le  triangle  MQM\  infini- 

ment  petit  db  second  ordfe?  or  AMQtÈsiî^  ÂWxMQsm^iNi^  ce 

'  qui  s'accorde  avec  le  résultat  obtenu  dans  le  n*  262. 

La  différentielle  seconde  d*a ,  étant  là  différence  entre  deux  diffé-* 
ftntielles  premières  consécutives^  sera  représentée  par  M'Qf-^^M'Qi 
et  il  faudra  observer  que  lorsqu'on  suppose  l'arc  NN^  constant  ou  qu'oa 
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6U  varier  Tangle  i  de  la  même  quantité,  les  arcs  QHf,  (^9f,  ne  sont 
pour  cek  égaux  entre  eux;  car  ils  sont  tous  de  rayons  diffiîrens. 

ù6o.  En  regardant  les  courbes  osculatrices  comme  des  poljrgones  qui 
ont  nn  certain  nombre  de  côtés  communs  avec  le  polygone  qui  repre« 
sente  la  courbe  proposée,  on  remarquera  sans  peine  que  pour  chacun 
de  ces  côtés,  les  différentielles  doivent  être  les  mêmes  dans  le  poly- 
gone touchant  et  dans  le  polygone  touché.  Nommant  donc  y  l'ordonnée 
de  la  courbe  osculatrice,  et/  celle  de  la  courbe  proposée,  on  aura 
pour  la  tangente,  qui  ne  coïncide  qu'avec  un  seul  côté,  y=^x  et 
d;^=d;^.  Dans  les  courbes  osculatrices  du  second  ordre,  qui  ont  deux 
côtés  communs  avec  la  proposée,  on  aura  en  même  temps ^ss/, 
àf^ssiàf,  dy s:d>-,  et  ainsi  de  suite  pour  les  ordres  plus  éleva.  Cet 
résultats  s'accordent  bien  évidemment  avec  ceux  du  a*  aaa,^  puisque  dr 
est  le  même  pour  les  deux  courbes. 

361.  On  peut  encore  déduire  la  théorie  des  cercles  oscidateurs  d'une 
considération  trop  él^nte  et  trop  féconde  pour  la  passer  sous  silence. 
Si  on  élève  sur  le  milieu  des  côtés  MSTy  M'BV^  fg.  60  ^  les  per-  ne.  e», 
pendiculaires  GFy  G'F^  leur  intersection  F  sera  le  centre  du  cercle 
qui  passe  par  les  trois  points  ilf,  M\  AT;  on  verra  de  même  que  le 
point  F*  sera  celui  dv  cercle  qui  passerait  par  les  trois  points  AT,  M^ 
et  Af*,  et  ainû  des  autres;  mais  plus  les  côtéi  du  polygone  seront  mul«« 
tipliés  ,  plus  les  lignes  GFy  G'P . .  •  approcheront  ^êtce  normales  à 
la  couibe,  et  moins  le  cercle  MM'hP  diflTérera  du  cerde  oscukleur  : 
on  pourra  donc  regarder  le  cenbre  de  courbure  comme  l'interjection 
de  4oux  normales  infiniment  voisines,  et  la  dévdoppée  FPF* . .  •  • 
craame  la  courbe  réstdtante  de  toutes  ces  iateraeetions.  Il  eat  bien  évi« 
dent  alors  qn*dle  doit  être  touchée  par  tontes  les  normales,  et  que  lei 
cercles  osculateura  touchent  et  coupent  en  même  temps  laxronrbe  pro^* 
posée ,  lâasi  qu'on  Ta  fait  remarquer  dans  le  nT  2a4« 

Pour  exprimer  analytiqnement  ces  circonstances,  on  reprendba  l'éque- 
tîon  de  ht  normale  qui,  en  désignant  tôujoun  par  x  et  par  j  les  coorcbn» 
nées  dnpoiol  pris  sur  Uconrbe proposée,  pourra  être  asises^ns  la  forme 


et  on  observera  que  pour  passer  à  la  normale  du  point  suivant,  il  fau- 
drait substituer  x-f-dr  à  x  et  faire  varier  y  en  conséquence;  mais 
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quen  affectant  les  coordonnées  x'  et  y  aiji  point  d'intertection  des  deux 
normales^  elles  ne  doivent  point  changer  dansée  cas  :  on  égalera  doac 
à  zéro  la  différentielle  de  Féquation  (i)^  prise  seulement  par  rapport 
à  x  et  à  ^^  et  en  faisant  àx  constant  y  il  viendra    ^ 

(/~^)d!r  — d^^— 4r*  — o (a). 

En  déterminant  x'  €if  par  ces  équations^  on  aura  les  mêmes  valeurs 
que  celles  que  les  équations  (2)  et  (5)  du  n*  mi  ont  données 
pour  a  et  pour  ^;.on  calculera  l'expression  de  GF  par  la  formule 

Il  est  bon  de  remarquer  que  les  équations  (i)  et  (2)  s'obtiendraient 
aussi  en  égalant  à  zéro  la  différentielle  première ,  et  la  différentielle 
seconde  de  l'expression  S/ix'^^^xy  -H  (y~/)*>  prise  en  regardant  si 
et  y  comme  des  constantes.  £n  effets  le  cercle  osculateur  passant  par  trois 
points  infiniment  proches^ 'sur  la  couilie  proposée,  aura  son  centre  à 
égale  distance  de  chacun  de  ces  points  ;  or  les  coordonnées  du  premier 
étant  X  tly^  il  faudra  différentier  ces  variables  une  fois  pour  passer  au 
second,  et  deux  fois  pour  arriver  au  troisième,  sans  que  pour  cela  la 
distance  ci^dessus  éprouve  de  variation  :  il  est  donc  évident  que  sa  diffé* 
rentielle  première  et  sa  différetitielle  «econde  doivent  être  milles. 

rjQi.  Le  procédé  par  lequel  nous  somimes  parvenus  à  réquatîou'^e 
la  développée,  en  la  regardant  comme  formée  par  les  intersections 
consécutives  des'^normales ,  pourrait  s'appliquer  à  la  recherche  de  '  la 
courbe  touchée  par  toutes  les  droites  menées  par  les  différens  points 
de  la  courbe  proposée;  et  faisant  avec  la  tangente  des  angles  donnés, 
puisqu'il  serait,  facile  de  trouver  Féquation  de  l'une  quelconque  de 
ces  droites;  et  si  Ton  Supposait  constant  l'angle  qu'elles  doivent  faire 
avec  les  tangentes  4e  lia  courbe  proposée,  le  lieu  de  toutes  lenrs  in- 
tersections cdnsécudves  serait  là  courbe  considérée  par  Réaumnr^  dans 
les  Mémoires  de  V Académie  des  Sciences  de  Paris  j  année  Ï709,  et  que 
Fontenelle  a  nommée  développée  imparfaite.  Au  lieu  de  m'arrêter  à  ces 
différens  cas ,  je  vais  tracer  la  solution  du  siiivant,  qui  les  comprend  tous  : 
Trower  t équation  de  la  courbe  qui  en  touche  une  infinité  d^auires  (^une 
nature  donnée  et  assujéties  à  se  succéder  suivant  une  certaine  loi. 

Pour  rendre  cette  solution  plu^  facile  à  saisir,  je  prendrai  d'abord  un 

exemple,  et  je  me  proposerai  de  déterminer  l'équation  de  la  courbe 

ricsi.  ffXy  JlgM  61^  qui  touche  tous  les  cercles  décrits  sur  les  différens  points 
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^e  la  courbé  DZ,  pris  pour  centre^  et  dua  rayon  égal  à  a.  Soient 
MGO  et  M'GCy  deux  de  ces  cercles,  ayant  leurs  centres  aux  points  N 
et  N';  il  est  évident  que  leur  point  d'intersection  G  sera  d  autant  moins 
éloigné  de  la  courbe  EX  que  les  points  N  ti  IST  seront  plus  voisins 
l'un  de  l'autre,  et  qu'en  disant  coïncider  ces  points,  ceux  d'attou- 
chement M  et  M'  se  confondi*ont  avec  le  point  G  :  on  peut  donc  re* 
garder  la  courbe  touchante  EX  comme  formée  par  les  intersections 
successives  des  cercles  touchés. 

Cela  posé,  l'équation  du  cercle  MGO  sera  {x — a)*+t/ — i3)*=:a% 
en  désignant  par  «t  et  j8  les  coordonnées  AQ  et  QN  de  la  courbe  DZ  ; 
mais  ,  au  moyen  de  l'équation  de  cette  courbe  que  je  représenterai 
par  j8  =  f(a)^  on  pourra  chasser  /3  de  la  précédente^  qui  deviendra 
alors 

C^-*]'  + [7- f  (*)?='«• (0 

Tant  qu^on  ne  considère  qu'un  cercle  en  particulier ,  la  quantité  a 
doit  être  regardée  comme  constante,  et  pour  passer  de  ce  cercle  à 
celui  qui  le  suit  immédiatement,  il  faut  donner  à  oc  une  valeur  infî- 
nimëQt  peu  différente  de  celle  qu'il  avait  d'abord  ;  mais  pendant  que  et 
varie  ainsi",  les  coordonnées  x  et  j  du  point  G,  commun  à-la-fois 
aux  deux  cercles,  ne  varieront  pas;  et  c'est  ce  qu'on  exprimera  en 
égalant  à* zéro  la  différentielle  de  l'équation  (i),  prise  par  rapport  à  a 
Beuïeraent,  d*où  il  ^résultera 

en  représentant  -^^  par  f  (a),  et  en  suppriiûant  le  Êicteur  commun  ^dot* 

3lfaintenant,  si  on  élimine  a  entre  les  équations  (i)  et  (2),  on  obtiendra 
la  relation  que  doivent  avoir  entre  elles  les  variables  x  et^,  quelle 
que  soit  la  position  du  point  N  sur  la  courbe  DZ;  et  cette  relation  sera 
par  conséquent  l'équation  de  la  courbe  EX,  qui  touche  tous  les  cercles 
décrits  suivant  les  conditions  de  la  question* 

Soit  en  général  ^=0  une  équation  entre  x^jr  et  une  constante 
arbitraire  a;  en  donnant  à  cette  constante  toutes  les  valeurs  possibles , 
il  en  résultera  une  infinité  de  courbes  qu'on  pourra  considérer  comme 
se  coupant  deux  k  deux  consécutivement^  et  dans  l'ensemble  de  ces 
courbes  l'ordonnée  ^  variera  de  deux  manières,  savoir,  en  passant 
d'un  point  à  un  autre  dans  la  même  courbe ,  ou  en  passant 
d'une  courbe  à  Fautré ,  sur  la  même  abscisse.  Dans  le  premier  cas  x 
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varie  seul  ;  la  différentielle  de  ^  est  ^Ar,  et  elle  est  détenniae'e  par 

réquatioa 

dans  le  second^  c'est  «  qui  iriùîc;  on  a  ^da  pour  la  différentielle  de/, 
et  elle  est  déterminée  par  l'équation 

qui  revient  à  IT  +  "^  "ST  ==  ^  ' 

mais  lorsque  Ton  coatidèr^  on  point  commun  à  deux  eoncba  constf- 

cnlivw,  j"  reste  1a  même  pour  Vwae  et  pour  Taulre  :  on  a  donc^ss  o, 

ee  <jui  réduit  la  dernière  é<{uation  ci-dessus^  à-jj^-^^^*  TçlU  est  la 

relation  qui  doit  exister  eatre  «>  jt  et/^  au  point  codamun à  deux  courbes 
consécutiTes  ;  en  la  combinant  avfC  f^ssso,  il  en  résultera  par  Tâimi* 
fiation  de  «^  Féquation  de  la  courbe  qui  touche  tontM  celles  qui  peuTent 
être  représentées  par  f^9s  o. 

On  aurait  pu  parvenir  mi  même  résultat^  s|ueis  en^lojer  h  considé** 
ration  des  intersectbns  spccesttYes  des  cooiibes  touckées.  En  effets 
chacun  des  p<ûnts  de  la  courbe  touchante  se  trouve  fur  um  des  couibea. 
touchées;  efasorte  que  les  coordonnées  de  ce  point  sont  nécessairement 
des  fonctions  de  la  quantité  a.  dont  la  valeur  particularise  les  couib» 
touchées  s  on  pourra  donc  désigner  par  afz=z^(a)  eiy  ss^C*)  ces  co« 
ordonnées;  et  si  lès  fonctions  ç  et  ^  étaient  connues^  en  les  substituant 
au  lieu  de  xetdejr,  dans  rëquntioB  f^aeso  des  courbes  teu^^ées ,  cHe 
deviendrait  identique.  Dana  cet  état  sa  difiérentieUe,  par  rapport  ka, 
serait  nulle  d'elleâéme^  circonstance  qui  s'écrit  en  changeant  js  éif 
en  j/  et  j/y  pour  les  considérer  comme  des  fonctions  de  4 ,  et  en  posant 

mals^  k  cause  du  contact  qui  t  Iie«  entre  U  coube  tonchenle  et  h 
€onrlKi  towbée^  qn*^^^^  «t  ^ éMi  dwmi  f»  Wqurtwn 

ÏT  ^  *^  "ay  ^  *=^>  ^^  *^t  de  là  qu*OB  a  pareillement 
jpr*^+3^dy  =  o,    do^    j-._4,g_^-o^ 
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té  ijoi  rëduît  l'^qoation  g  g  +^  ^  4.^:^.0,  à 

cette  dernière  servira  donc  k  déterminer  la  valeur  de  a  pour  les  points 
particuliers  que  Ton  veut  considérer  ;  et  si  on  élimine  cette  quantité 
entre  lesHeuz  é<]ualions 

on  en  déduira^  par  le  cliangement  de  jc  et  de  jr  en  x'  et  en  y  ^  la 
relation  que  ces  coordonnées  doivent  avoir  dans  tous  les  points  de  la 
courbe  touchante^ 

Si  l'équation  proposée  /^sso  était  différentielle  du  premier  ordM 
et  renfermait  une ,  coikstante  arbitraire  ^  les  courbes  consécutÎYes  que 
l'on  obtiendrait  en  âusant  yarier  cette  constante  >  ne  se  couperaient  pas, 
mais  se  toucheraient  ;  car  en  passant  dé  Tune  quelconque  d'entre  elles 

à  celle  qui  la  suit ,  le  coefficient  différentiel  ^  ne  changerait  pas  ^ 

non  plus  que  l4s  coordonnées  af  et  y.  Dans  ce  cas  ^  la  courbe  tou- 
chante ,  dont  on  obtiendra  toujours  Téquation  «n  élixliixiant  «  entre 

^==0  et  -^cso^  aurait^  avec  chacune  des  courbes  touchées^  un 

contact  du  second  ordre.  On  étendrait  facilement  Ces  considérations 
aux  ordres  plus  élevés. 

a6S.  htf  pvdcédé  par  leqAel  on  fiât  varier  1^  consiiatM  d'une  équa« 
lîon^  est  tti  dés  goÈùiA  iaùyenê  de  l'Analyse^  et  il  s'âppHque  afvec 
âé^nce  aiuc  queeâolia  géométriques,  puisqu'il  n*y  a  pas  de  courbe 
qu'on  lie  puisse  rqfsorder  cônmie  produite  pat  les  inteiMetions  SUceès* 
sire»  d'une  sinté  de  lignes  d'utie  même  naMi«.  Nous  ifions  encoi^  en 
àatmet  un  etemjle,  en  déterminant  les  équations  dés  Béubttesj  c'est^ 
a-dlre  ,  des  courbes  ei^endréds  par  le  mottreuàeirt  à*mA  pèiut  prié  âur 
une  courbe  assujéde  à  rouler  sur  la, circonférence  d'une  autre  courbe. 

Pour  fiiciliter  Cette  recherebe,  Si&stituous  à«r  cOœbes  proposées 
deux  polygones  QMG  et  DZ,  Jig.  6a.  U  est  d'abord  évident  qu'en  HG. 
supposant  que  le  point  décrrrant  M  ^  prte  Mf  le  pofyj^«  Asobâe,  se 
soit  trouvé  appliqué  au  point  D  du  polygone  hnmcdiàe^  l'arc  QM  sera 
égal  à  Tare  DQ.  On  apperçoit  ensuile  fiicUettent^  que  tiadii  que  le 
coté  Q^  du  polygone  mobile  tournera  autour  du  point  Q  pour  venir 
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s  appliquer  sur  le  c&té  QQ  àxi  polygone  immobile  y  le  point  M  décrira 
un  arc  de  cercle  MM'y  dont  le  centre  sera  au  point  Q^  et  qui  aura 
pour  rayon  la  corde  MQ.  Quand  le  point  q  sera  parvenu  en  Qy  le 
polygone  mobile  tournera  alors  autour  de  ce  dernier  y  jusqu*à  ce  que 
le  côté  Qq'  consécutif  sl  Qq  y  se  soit  appliqué  sur  le  polygone  im- 
mobile ;  et  le  point  M  y  parvenu  en  M'y  décrira  un  nouvel  arc  de  cercle 
M'M'y  ayant  pour  rayon  la  corde  M'Q  égale  à  Mq ,  et  powr  centre 
Q.  Il  suit  de  ces  remarques ,  que  la  roulette  sera  formée  par  les  in« 
tersections  consécutives  des  cercles  'décrits  sur  chaque  point  de  la 
courbe  DZ  y  avec  des  rayons  égaux  aux  cordes  des  arcs  de  la  courbe 
mobile  interceptés  entre  ces  points  et  le  point  décrivant,  et  que  par 
conséquent  elle  sera  touchée  par  tous  ces  cercles.  Ou  déduit  de  là  sur- 
le-champ*  le  moyen  de  mener  ses  tangentes,  car  il  est  évident  qu'elles 
doivent  être  perpendiculaires  aux  rayons  des  cercles  dont  on  vient  de 
parler,  ou  y  ce  qui  est  la  même  chose,  à  la  ligne  menée  div  point  pro-^ 
posé  sur  la  roulette,  a  celui  ou  la  courbe  géqératrice  touche  la  hase 
sur  laquelle  elle  se  meut ,  ce  qui  s'accorde  avec  ce  qu'on  a  trouvé  dans 
le  n*  245  pour  la  cycloïde. 

En  nommant  a  et  jS  les  coordonnées  -de  lar  courbe  immobile,  et  y 
la  corde  MQy  l'équation  du  cercle  MM' y  sera 

{x^a.y^{y^^yz^y (i) 

Il  &ut  observer  maintenant  que  d'après  Ténoncé  de  la  question,  /S 
et  y  sont  des  fonctions  connues  de  «•  Gela  est  d'abord  évident  à  l'égard 
de  jS,  puisqu'il  est  donné  en  «  par  l'équation  de  la  courbe  immobile 
DZ*y  ensuite  si  on  représente  par  $  Ykxc  DQy  5' sera  une  fonction  iè  a; 
mais  s  exprime  aussi  lare  MQ  qui  est  égal  à  jDQ,.et  la  nature  de  la 
courbe  mobile  QMGy  fournira  toujours  une;  relation  entre  cet  arc 
et  sa  corde  représentée  par  y  :  on  pourra  donc  concevoir  que  fi  et  y 
soient  déterminés  en  et,  au  moyen  des  relations  qu'on  vient  d'indiquer. 

En  difierentiant  donc  l'équation  (i)  par  rapport  à  a  seulement  pour 
passer  «a  cerçlo  Jtf'AT  comié<nitif  k  MM',  il  viendra 

et  éliminant  a  entre  cette  équation  et  la  précédente ,  on  aura  réqnation 
de  la  roulette.  Cependant,  comme  il  arrivera  le  plus  souvent  que  la 
relation  entre  l'arc  MQ  et  sa  corde  sera  transcendante,  ainsi  que  celle 
qui  doit  exister  entre  l'arc  DQ  et  les  coordonnées  de  la  courbe  />2*, 
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reEmination  de  tt  sera  impossible,  et  il  sera  plus' Commode  de  tirer 
des  équations  (i)  et  (2)  les  valeurs  de  x  et  de^  eu  cl,  /S  et  y.  En  effec- 
tuant les  calculs  nécessaires,  et  mettant  d^*  a  la  place  de  doi*  4*  d/3%  ou 
trouvera  aisément  

ydyd^+yàR\/às^—dy 
X  —  a gp^ , 

On  facilitera  l'application  de  ces  formulés;  en  exprimant ^  autant  qu'il 
sera  possible,  les  quantités  et  y  fi  el  y  par  Tare  s,  qui  est  conunun  k 
là  courbe  mobile  et  à  la  courbe  immobile* 


â64.  Si  nous  supposons  que  la  courbe  mobile  soit  un  cercle  ;  et 
que  la  courbe  immobile  soit  l'axe  même  des  abscisses,  la  roulette  dé^ 
crite  alors ,  sera  la  cycloïde  ordinaire  (a44)«  Dans  ce  cas^  l'ordonnée  /3 
de  la  courbe  immobile  étant  toujours  nulle,  on  a  d/3  s:  o,  j^QyJig.  55,  nG.53% 
devient  égale  k  et  y  ce  qui  donne  «  =  ^  =  MHQ  ;  et  suivant  les  déno-- 
minations  du  n*  cité^  szszat,  ensorte  que  la  corde  MQy  ou  y,  sera 
exprimée  par 

VâS7QF==  j/aa»  (i  — .  cosi)  , 

aàs  sin  - 

d'où  on  tirera  d>/ss — y  ^  .  ■     ,  ■ .  Si  on  substitue  ces  valeurs 

|/aa»(i~cps^) 

dans  celles  de  Jr  et  de  j^,  que  la  supposition  de  /3sso,  d^sso^  ass^^^ 
d«s=:d^>  réduit  à  ar=:5-~^^^  j^  ss  2ll— ^^11-2:  ^  on  trouvera 

ar  =  5  —  a  sin  ^  ,  j^a  (»  —cos^). 

rCous  avons  supposé  que  le  point  décrivant  ^tait  sur  la  circonférence 
du  cercle  générateur;  mais  quand  il  serait  placé  soit  en  dedans,  soit 
en  dehors  de  ce  cercle ,  les  formules  ne  devieudraient  guère  plus  corn* 
pliquées  :  il  est  visible  qu'on  aurait  égard  à  cette  circonstance ,  en  subs^ 
ti  tuant  à  la  corde  MQ  la  distance  mQ^fig.  65^  qui  serait  alors  le  rayon  Fia6S^ 
dtt  petit  arc  de  cercle  décrit  par  le  xùkm^  point  m  autour  da  point  Q. 
i.  iS5 
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Si  en  ndmsKie  i  U  dtskmoe  mO,  à  laquelle  Id  point  decmant  se 
tro&Te  du  centre  du  cercle  générateur^  et  qu'on  mène  $ur  MO  )a  per^ 
|ieudiculaire  JfQ,  en  continuant  d'appeler  s  y  Tare  MQ,  cm  aura 

ydy=:  bas  sin^y      y  \/às* — ày  =  (^  —  *  cos  ^)  d^, 
d*oà  il  reaultera  X5=^  — i^in^,     ^Œéi— Jcos^, 

Lorsque  le  point  M  est  hors  du  cercle  générateur  ^  la  courbe  décrita 
passe  au-dessous  de  la  ligne  jiB  y  et  on  l'appelle  cjcloïde  accourcie, 
parce  que  sa  hauteur  est  plus  considérable  que  celle  de  la  cycloide  or- 
dinaire; on  la  nommerait  cjrcloïde  alongée^  si  le  point  M  était  placé 
dans  l'intérieur  de  ce  cercle;  et  alors  elle  n'atteindrait  pas  la  ligne  AB. 

Les  roulettes  offrent  encore  un  genre  de  courbes^  dont  les  géomètres 
se  sont  occupés  spécialement;  je  veux  parler  des  épicycloïdes ^  pour 
lesquelles  la  courbe  mobile  et  la  courbe  immobile  sont  toutes  deux 
des  cercles.  £n  désignant  par  c  le  rayon  du  cercle  immobile  ^  dont  ou 
suppose  le  centre  sur  la  ligne  des  abscisses  ABy  ses  coordonnées  ^  et  /9 
seront  exprimées  par 

c  Ti  —  cos  -  j  et  c  sin  -; 

l^àbstituanC  ces  valeurs  y  ainsi  que  leurs  différentielles  y  dans  céffes  de 
X  et  de  ^  ;  conservant ,  pour  plus  de  généralité ,  les  expressions  de  y 
et  ^e  ày  données  ci-dessus ,  relativement  au  cas  où  le  point  décrivant  est 
placé  hors  la  circonférence  du  cercle  mobile ,  et  chassant  les  produits 
des  sinus  et  cosinus^  au  moyen  des  formules  connues,  qui  donnent 
les  valeurs  de  ces  produits  par  le  sinus  et  le  cosinus  de  la  somme  et 
de  la  différence  des  arcs  y  on  trouvera  y  après  les  réductions  y 

,  .    .. 0?  ==;;  ^ -r^  (c/rir  ^.)ç«si  4-0  cos  Q  4- i)tf^ 

:r«        ^(^4-i)«ui-.ôsinQ  +  i)., 

Touies  les  €ois  que  les  rayons  cet  ^i  seront  entre  eux  comme  nombre 
\wmhfty  on  pourra  êxprinier,  par  des  équationa  algébriques  ^  les 
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relations  ie  sîa  ^  cl  sîn^,  cos|  et  cos^,  et  par  leur  moyen  Aiminer 

ces  quantités  des  équations  précédentes  ;  le  résultat  en  x  et  j-  étant 
algébrique^  la  roulette  ne  sera  point  transcendante. 

Supposons  encore  que  la  courbe  immobile  restant  quelconque  ^  la 
courbe  mobile  soit  une  ligne  droite^  et  qu'on  prenne  le  point  décrivant 
sur  cette  ligue  même;  la  roulette  deviendra  alors  la  développante  de 
la  courbe  immobile^  et  on  aura  y=s  ,  d'où  il  résultera 

sàât  /,        sà$ 

Éliminant  a,  /3  et  ^^  a  Faide  de  ces  équations  et  des  relations  entre  ûc, 
fi  et  s  y  déduites  de  Féquation  de  la  courbe  proposée  >  on  parviendra  k 
réquation  de  la  développante. 


â65.  Ce  qui  (Mrécède  donne  la  solution  du  problème  inverse  des  dé-" 
velopp'ées  :  je  vais  montrer  eorament  on  obtiendrait  les  mêmes  résul*« 
tats^  en  se  servant  des  équations 

(x  — «)da:-f-Cr— ^)d;^=o; 

Si  les  coordonnées  de  la  développée  sont  des  fonctions  de  celles  de  la 
développante,  les  secondes  peuvent  à  leur  tour  être  regardées  comme  des 
fonctions  des  premières.  En  differeùtiant  sous  ce  point  de  vue  les  deux 
premières  équations  ci*dessus ,  on  fera  varier  en  même  temps  les  quan-* 
tités  ^CyjTyOL^fieiy;  mais  les  termes  affectés  de  dr  et  de  d^  dispa^-* 
raitront  dans  le  premier  résultat ,  en  vertu  de  la  seconde  équation  ^  et 
dans  le  second  ^  en  vertu  de  la  troisième  ;  on  aura  donc 

_(x— it)d*— cr— /S)d/3=>.dj., 

dadr  -+•  djSd;^  =  o  ; 

prenant  la  valeur  de  djr  dans  le  dernier  résultat^  pour  la  substituer  dans 
la  seconde  des  équations  précédentes,  il  viendra 

(x  — flt)dj3  —  (/— /8)  d«  ss  o; 
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Celte  équation  combinée  avec  —  (x  — et)  d«~(j  — ^)  d^  =><!>., 
donnera  les  valeurs  de  x  et  àejr  en  «t,  /3,  y;  mais  il  faudra  de  plus 
déterminer  y,  qui  n^entre  pas  dans  l'équalion  de  la  développée  ,  et  pour 
cela,  on  substituera  les  valeurs  de  or  — a  et  de  j  — ^  dans  Téquatiou 
/jc  .—  fit)*  H-  (/  —  jS)*  =  >'  y  qui  donnera  dy*^  =s  da*  •+•  dj3'.  Ces  calculs 
étant  effectués,  on  obtiendra,  pour  x  et  pour ^,  des  expressions  qui, 
lorsqu'on  aura  mis  s  à  la  place  de  ^  ,  seront  les  mêmes  que  celles  qui 
terminent  l'article  précédent. 

Il  est  à  propos  de  remarquer  que  Ton  ne  parvient  point  à  la  valeur 
de  y  y  mais  seulement  à  sa  différentielle.  Cette  circonstance  s'explique, 
en  observant  qu'une  même  développée  peut  engendrer  une  infinité  de 
développantes,  puisqu'on  peut  prendre  le  point  décrivant  où  Ton  voudra 
sur  la  droite  mobile,  et  faire  en  conséquence  5.  =  54-*,  ce  qui  don- 
nera d^^  =:  d; ,  et  ne  changera  rien  à  la  forme  des  valeurs  de  ar  et 
de  ^  ,  dans  lesquelles  il  faudra  seulement  remplacer  y  par  ^  +  &• 

On  pourrait  renverser  aussi  la  question  des  roulettes,  en  se  proposant 
de  déterminer  l'équation  de*  la  courbe  immobile ,  lorsque  celle  de  la 
roulette  et  de  la  courbe  mobile  sont  données ,  ou  bien  de  trouver  celle 
de  cette  dernière,  lorsqu'on  connaît  les  deux  autres.  Je  n'entrerai  point 
dans  ces  détails  :  je  me  contenterai  d'observer  que  la  révolution  d'une 
courbe  sur  une  autre  est,  de  même  que  le  développement,  un  moyen 
de  produire  une  courbe  quelconque  ;  car  La  Uire  a  prouvé  synthéti*- 
quement,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  (année  1706),  et  on  le 
verrait  aussi  par  l'analyse  précédente,  qvCune  courbe  quelconque- étant 
donnée  j  on  peut  toujours  en  trouver  une  qui ,  roulant  sur  une  autre  courbû 
aussi  donnée,  engendre  la  première  par  un  de  ses  points. 
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CHAPITRE   V. 

Théorie  des  surfaces  courbes  et  des  courbes  à  double  courbure. 


JLiA  théorie  des  surfaces  courbes  et  des  courbes  à  double  courbure  que 
je  présenterai  dans  ce  chapitre ,  est  presqu'entièrement  due  à  M.  Monge. 
Glairaut  et  surtout  Euler  étaient  bien  arrivés  à  quelques  résultats  im- 
portans  sur  cette  matière;  mais  M.  Monge,  en  retrouvant  ces  résultats 
de  son   côté,  leur  a   donn^  une  forme  nouvelle,  par  rélégance  de 
l'analyse  dont  il  a  fait  usage  pour  y  parvenir,  et  il  a  considérablement 
ajouté  à  ce  qui  était  connu  avant  lui.  Lorsqu'en  1797  je  fis  paraître 
la  première  édition  de  ce  Traité ,  il  n'y  avait  point  d'ouvrage  éléttien- 
taire  sur  la  théorie  des  surfaiçes  courbes  ;  je  fus  donc  obligé  d*en  exposer 
les  premiers  principes  ;   mais  depuis,  je  les  ai  placés  à  la  suite  du 
Traité  éUrhentaire  de  Trigonométrie  et  (tapplication  de  P Algèbre  à  la 
Géométrie  j  que  j'ai  déjà  cité  plusieurs  fois  :  je  pourrais  donc  renvoyer  à 
ce  traité  le  lecteur  à  qui  ces  notions  seraient  tout*à-faît  étrangères; 
cependant ,  afin  d'offrir  un  ensenoble  plus  complet ,  je  les  reproduirai 
ici^  quant  à  la  partie  analytique:  la  partie  géométrique  se  trouve  dans^ 
mes  Essais  de  Géométrie  sur  les  plans  et  les  surfaces  courbes  (ou  Com^ 
plément  des  Êlémens  de  Géométrie). 

q66.  La  position  d'un  point  quelconque  M^Jig.  64,  ^^  Fespace , FiO- 64. 
est   déterminée    d'une  manière  commode ,  en   concevant  qu'il  soit  à    ^^  point,  da 
rîntersection  de  trois  plans  M'MM\  M'MM"^  M'MM'',  parallèles  à  pianetdeUiigat 
trois    autres  plans  fixes  CAD  ^  BAD  y  BAC  perpendiculaires  entre 
eux  y  et  passant  par  un  point  donné  A  ;  parce  qu'alors  il  suffit  de  con- 
naître les  distances  de  chacun  des  trois  premiers  plans,  à  celui  des 
trois  autres  auquel  il  est  parallèle.  Les  six  plans  que  je  viens  d'indi- 
quer    forment   un  parallélépipède  rectangle;   le   peint  A^  pris  pour 
origine  des  coordonnées ,  est  placé  à  l'angle  trièdre  formé  par  les  trois 
plans  fixes,  et  le  point  que  Ton  veut  connaître  occupe  l'angle  trièdre  Af    , 
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diagonalemcnt  opposé,  ensorte  que  les  arêtes  adjacentes  à  cHacim  de 
ccsTangles,  comprises  deux  à  deux  dans  un  même  plan,  sont  ki 
coordonnées  du  point  proposé  ;  car 

^     MUr^AP,    MM'z=2jQ,    MM'=ARi 

ces  coordonnées  peuvent  donc  être  prises  sur  les  intersections  mêmes 

des  plans  fixes  ou  coordonnés,  intersections  que  Ton  nomme  axes 

des  coordonnées. 

Quand  on  £ût 

AP^x,      AQz=zjr,      JR;=^z, 

la  ligne  JB   est  Taxe  des  x, 
la  ligne  JC  l'axe  des  /, 

la  ligne  JD  l'axe  des  z;. 

et  les  plans  coordonnés  se  désignant  par  les  coordonnées  qu'Us  con- 
tiennent , 

BAC  est  le  plan  des  xjr, 

BAD         le  plan  des  orz, 

CAD        le  plan  des  jrz* 

Ces  troi^  plans  coordonnés,  en  les  concerant  dani  toute  leur  étendue, 
forment  huit  angles  trièdres  comprenant  des  points  semblablement 
aitués,  mais  qui  se  distinguent  suivant  les  signes  affectés  aux  coor- 
données  :  ensorte  que  si  Ton  convient  de  prendre 


H-^^  4-^>  +2^>  daAs  l'angle  AÉCD ^ 


on  a 


4-«,  H-^,  —  «,  dans  Tangle  ABCdy 

H-jc,  — j^,  H-z,  dans  l'angle  ABDc ^ 

—  a:,  4-7'^ +«>  dans  l'angle  ACDb , 
+  a:,  — ^>— «>  dans  l'angle  ABcd^ 

—  jp,  +^,  —  «,  dans  l'angle  AChdy 
-T-jc,  —7',  — «,  dans  langle  Abcd ; 

d*où  il  suit  que  dans  les  angles  opposés  par  le  sommet,  toutes  les 
coordonnées  sont  affectées  des  signes  contraires. 
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367.  Par  la  construction  précédente ,  les  triangles  APJSA'  et  AM'M 
sont  rectangles  9  l'un  en  P^  Tautre  en  RT;  on  a  donc 

Cette  expression  de  la  distance  entre  nn  point  quelconque  et  l'ori- 
gine des  coordonnées  donne  aisément  celle  de  la  distance  de  deux 
points  quelconques;  c^  si  ^xf^f^  z'  sont  les  coordonnées  d'un  second 
point,  et  que  Ton  suppose  les  plans  coordonnés  transportés  parallèle- 
ment à  eux-mêmes  jusqu'au  premier,  après  ce  changement  le  second 
point  aura  pour  coordomiée$  ^''^x^y^^j^  sl^^z,  et  sa  4t$t4{u:e  4 
la  nouYcUfi  origine  sera  ^ 

V(a:'  —  a:y  +  (/  —  j)*  +  (/  ^  ^)\ 


368.  M.  Fourrier  a  proposé ,  dans  une  des  séances  de  l'Écoîe 
normale  (Journal  de  cette  École,  volume  des  débats,  p.  3o  i»^*édît.), 
de  définir  le  plan  ainsi  qu'il  suit  :  Une  série  de  points  dont  chacun 
est  en  même  temps  à  égale  distance  de  deux  points  donnés;  et  l'on 
voit  évidemment  que  le  plan ,  ainsi  •  caractérisé ,  est  celui  qui  est 
perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  points  donnés. 
Si  cette  définition  n'a  pas  la  simplicité  nécessaire  pour  entrer  dans  les 
ëléraens  de  géométrie,  elle  a  le  mérite  de  conduire  élégamment  aux 
équations  du  plan  et  de  la  ligne  droite  considérées  dans  l'espace,  en 
ne  s'appuyant  que  sur  le  n"^  précédent.  En  effet,  siJ'on  désigne  par 

«,  /3,  >    et    <tV^', /, 

les  coordonnées  des  deux  points  donnés,  et  par  x ^y y  Zj  celles  d'na 
point  quelconque  du  plan  proposé  ,  les  distances  de  ce  point  £^ux  deux 
autres  seront  exprimées  respectivement  par 


prenant  les  quarrés  pour  les  égaler  ,  il  viendra  ,  après  les  réductions. 
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équation  qui  peut  se  mettre  sous  la  formé 

OU  bien  encore  sous  celle<«ci  : 

Ax  +  B/  +  Cz  +  D  ^o  , 
en  Êdsant 

a'*  — A»4.jg'»— .j3»  +  y  — >*  =  — Z). 

On  Toit  par  là  que  Tequation  d'un  plan  est  la  plus  générale  que  l'on 
puisse  poser  entre  trois  inconnues  ^  premier  degré  :  elle  renferme 
quatre  constantes^  mais  il  n'y  en  a  que  trois  de  nécessaires,  puîsqae 
l'on  peut  toujours  Êdre  ensorte  que  lun  de  ses  Jermes  n'ait  d'autre 
coefficient  que  l'unité  ;  et  si  les  expressions  de  ces  constantes  ren- 
ferment six  quantités  indépendantes  €t,  fi,  y^  a\  fi\  y\  cela  vient  de 
ce  que  le  même  plan  peut  être  rapporté  à  une  infinité  de  points  pris, 
deux  à  deux  y  sur  le  nombre  infini  de  lignes  parallèles  auxquelles  il  est 
perpendiculaire. 

369.  En  plaçant  à  Torigine  des  coordonnées  Tun  des  points  anxqaels 
sont  comparés  ceux  du  plan  proposé ,  et  faisant  en  conséquence  «', 
^y  y*  égaux  à  zéro,  la  première  équation  trouvée  pour  le  plan,  se 
réduit  à 

a(flwr  +  /8r  +  >0=5(f  +  /3*  +  >S 

qui  ne  dépend  plus  que  des  trois  quantités  «,  /3,  7^  :  ce  plan  est  alorJ 
perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la  droite  menée  de  l'origine  au  point 
dont  les  quantités  ci-dessus  sont  les  coordonnées. 

Ces  mêmes  quantités  sont  liées  aux  angles  que  la  droite  dont  il  s'agit 
forme  avec  les  axes  des  coordonnées;  car  on  voit  par  les  triangles  JPM^ 
AQMy  ABMy  rectangles  en  P,  en  Q  et  en  /{,  que 

tt=iAP=  JMcos  MAP  y 
fi  =  AQz=:  AMcosMAQ, 
y:=ARz=:AMcqsMAR. 
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Nommant  donc  /  la  distance  AMz=z  0t'  -f.  /3»  +  j,*  (267) ,  et  &îsant 

d'où  il  résulte 

«  ss  J^  cos  a^    ^  s=  J^  cos  b  y    ypz  J^  cos  c; 
réqoation  '^  *  "  "      " 

'aC(»x  +  /3;^  +  >2r)  =  «*H-^*  +  >S 
deviendi^  en  divisantpâr  2, 

jc  cos  a  -|-^co5  h  ^  z  cos  c  ss  -  ; 

forme  bien  remârqiiablej  puisque  -  exprime  ici  la  distance  de  l'ori- 
gine an  plan  proposé  ^  qui  se  troure  par  conséquent  déterminé  par  «la 
position  et  la  grandeur  de.  la  perpeiidiculaire  qu'on  abaisserait  de 
l'origine  des  coordonnées  (^). 

n  parait  encore  ici  quatre  quantités^  mais  elles  ne  sont  pas  indé- 
pendantes,  car  si  l'on  substitue  les  Valeurs  des  coordonnées  cl,  fi,  y 
dans  Texpression  de  cT^  il  vient 

cr*(€98a»--f- çosA*  +  COSC»)  =  cT*, . 
d'où  cos^+cosj»-f-.cosc*;5=i; 

relation  dont  on  a  souvent  occasion  de  faire  usage. 


(^  M.  Lhnilier  (de  Gtnèye)  parvient  aussi ,  mais  par  un  autre  chemin^  i  nne 
équation  semblable  à  la  précédente  ,•  dans  se»  Élémens  d Analyse  géométrique  et 
ff  Analyse  algébrique,  etc.  ^  publiés  en  1809;' mais  je  dois  dire  que  dès  1808  on 
avait ,  dans  le  cours  de  Mécanique  de  TÉcole  Polytechnique ,  introduit  les  angles  a,  b,  c. 

Tout  ce  qu'on  vient  de  lire  sur  le  plan,  peut  ètr^  imité  par  rapport  à  la^  ligne 
droite,  en  la  considérant  conune  celle  dont  un  point  quelconque  est  /paiement  éloi- 
gné de  deux  autres  pris  sur  le  plan  qui  la  contient.  Cette  propriété  fournit  sur-le*. 
champ  réquation 

(X -«).  + (jr  - iSy  =t  (X -«')•+ (y -^)\ 
qui  se  réduit  à 

a  [(*'-  «)x  +  (SU"  %}  =.  *'»—«•  +  ^•— ^, 
et  derient  sniceptible  de  transformations  analogue»  aux-pricédeate*. 

I.  64 
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970:  Écnwùm  flpdstenatit  /  àtt  tien  êe  ^>  et  tùmpÊtùM  VétpuAott 

avec  réqnation  générale  du  premier  degré  à  trois  mcoiinuei 

Pour  dëbarrasse?  oeîfe-ci'^u  cbcficîént  siiperftâ  c^^dle  contieiit^  te 

laissant  les  variables  engagées  d'une  manière. Sj)fXKi^tr^pi^ 

serai  la  forme 

;     A        .   B  'C       .    . 

et  écritant  simplement  J^  By  C,  au  Irieu  de  ^ ^  g,  g,  fl  viendra 
•  réonatron 

qui>  rapprochée  de 

«osa*.      ^  coâi       -    cosc    ,- 

donnera 

'^  tOSa  j^  €0»&  ^  C09C 

Quarrant  les  trois  dernières  équations^  en  obsenrant  que 
cosa*  4-  cos *•  *f-  cosc*  s=  1  (269), 


il  viendra 


^•4-^*+Cr*  =  l,      d^oà      cTs:- 


t/^+j*+o^  yjP+B^+o'  V^W+c' 

ce  qui  fera  oonnaitre  la  position  et  la  grandeur  de  la  draîte  q«i  dé^ 
lermiiie  le  plan  proposé. 


3kji.  Il  est  çofnnaode  ^[u^Iquefois  d«  déteïMtn^  im  plan  par  ses  in^ 
tersections  avec  les  plans  coordonnés^  lignes  que  M.  A^onge  appelle 
les  traces  de  ce  plan,  Pour  le  fiiî^e,  il  suliit  d'oBserver  que  lorsque 
deux  surÊices  quelconques  se  coupent^  elles  ont  des  coordonnées  oom^ 
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mimes  dans  tonte  retendue  de  leurs  tntersecdons  ;  et  cootme  lé  eanclèt« 
du  plan  des  xa,  par  ezeiAfle,  consiste  en  ce  que  ^=o  dans  tons  se» 
ffoinis,  si  Ton  établit  cette  hyipothise  dans  ré<iaatioR 

le  résultat  *  ; 

'jix  -f-  C7z  -f- 1  =  o  (i) 

iippa#ti«aditt  à  fo  drmtè  ^  ert  ià  eonnmûie  scctioa  4«  pian  proposé 
«tda  frfan  des  «s. . 
Ok  trouvée»  de  rnéme^  parla  suppasxdoa  de  «seo,  PrfqiutiM 

pour  llntersection  du  plan  proposé  ayec, celui  deja;  et  enfin  la  sup- 
position de  s  sso  donnera 

pour  ^éff^lUoa  de  lltitetsetàon:  du  niéme  plan  avec  lé  phn  des^r^. 

La  connaissance  de  deux  de  ces  lignes  suffit  pour  détermine^  !eè 
quantités  Ay  By  C;  cif  »<^  é»et  Hs  équations  (i)  et  (2^  sons 
cette  forme  : 

. ^A    :    i 

-  ff        1 

on  verra  que  — -^^  el  —  ^  désignent  les  tangentes  trigonométriqaes 

des  angles  compris  entre  Taxe  des  x  et  la  commune  section  contenue, 
dans  le  plan  des  xz ,  et  entre  Taxe  des  ^  et  la  commun^  section-  cou^* 

tenue  dans  le  pian  des^js  ;  enfin  la  quantité  r^  ^  étant  ce  <pi«  detienlf 

z  quand  x  et  j*  sont  nuls,  est  la  distamce  de  Forigine  d^s  coordonnées! 
au  point  où  le  plan  proposé  coupe  Taxe  des  z*       - 

Dans  la  figure  65,  EG'  ^t  EÇ^  soiitleè-commiineÀ  sections  du  plan  fig.  65. 
G'EG'  avec   les  plans  coordonnés  BAD^  CJD.  et  la  partie  AE  de 
l'axe  des  z  est  ce  que  devient,  pour  le  plan  proposé,  la  variable  z,  quand 
xeljr  tout  nuls.  , 

|1  est  à  propos  d'obs«rver  que  si,  cfons  Féquation  générale  du.  pla^n  ; 
on  dégageait  la  variable  je(  de  son  coefiicient,  et  que  Ton  mit  cette  equa-' 
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tîon  sous  la  forme  '  r 

les  lettres  J  et  S  désigneraient  alors  les  tangentes  des  mcliiiaîsons 
des  droites  EG'  «  JSG^  par  rapport  au  ax«s  JJB  et  AC  y  et  <ia'on 
aurait  Dzs^AE. 


;  vjik.  L^eipreàfiion  de  la  ctistance  dé  deux  points  quelconques  donne 
immédiatement  l'équation  de  la  sur&ce  sphérîque.  En  effet  ^  puisqa« 
tous  les  points  de  cette  sucfiicé  sont  également  éloignés  de  son  centre, 
si  l'on  nomme  «,  jS^  y  Içs  coordonnées  de  ce  centre^  et  r  le  rayon  de 
la  sphère  proposée^  cfti  aura^  par  le  n*  2167^ 

Telle  est^  entre  des  coordonnées  rectangulaires^^  .l'équation  la  plus  gé- 
nérale de  la  suriace  spfaérique. 

Si  le  centre  dé  cette  suface  était  placé  à  Torigine^  on  aurait  6eu« 
leiinent  . 

puisqu'alori 

a  =  o;        iSs^o;        yz=zo: 

*  De  la  considération  du  plan  et  de  la  sphère^  on  passe  aisément  a  cette 
de  la  ligne  droite  et  du  cercle* 


275.  Une  ligne  droite  est  donnée  toutes  les  fois  que  Ton  connaît  deux 
plans  qui  la  contiennent^  parce  qu'elle  en  est  l'intersection;  ainsi  les 
coordonnées  de  ses  points^  doiTent  satîsÊiire  en  même  temps  aux  équa- 
tions de  ces  plans;  et  par  conséquent  le  système  de  ces  deux  équations^ 
considérées  comme  ayant  leurs  indéterminées  communes^  caractérise 
la  droite  dont  il  s'agît.  Soient 

Ax^  Bj  ^Cz^i  =zo^         (1), 
^x+ jB>+  ^^5+  I  =  o  (2) 

les  équations  de  deux  plans  donnés  j  en  établissant  que  les  variables  de 
l'une  sont  les  .mêmes  que  celles  de  l'autre,  on  ne  pourra  pren^v 
arbitrairement  qu'une  seule  de  ces  yariables,  les  deux  autres,  calculées 
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-en  conséquence  de  la  première^  feront  connaître  la  position  des  USé^ 
rens  points  de  la  droite  proposée.  .  .  :  ;  i  > 

Les  équations  (i)  et.  (2)  ne  sont  pas  les  seules  qui  puissent  repré- 
senter la  droite  proposée ,  car  elle  se  trouye  dans  une  infinité  de  plant 
différens;  mais  on  choisit  ordinairement,  parmi  toutes  les  équations 
^'elle  pourrait  avoir  ^.celles  qui  ne  renferment  que  deux  des  coordon- 
nées ûCyjrelz^  En  éliminant  alternatiyement  chacune  de  ces  coor- 
données entre  les  équations  (i)  et  (21)  ,  on  obtiendra  les  équations     ^ 

{AV^A'B)y  —  {CÂ'^CA)z  +  A-^jT  5=  o, 
\bC^BC)z  —  {Aff^A'B)x^  B^B  a  0/ 
{ÇA'^CA)x  —  {BC^ffC):r^.  C^Cf  »  o, 

qui  deviendront  _    , 

C,jr^B,z  H-^.  : 
A^z  — •  C^cc  -f-  JS,  ; 
B.X'—A.jr+C^  \ 

si  Ton  fait^  pour  s^réger^ 

AB^A'B  =  C, ,      CA'^CA  x 
A—A'  =  A^y  J5— ^'î 

Deux  quelconques  des  équations  (3)  y  (4)  et  (5)  suffisent  pour  rempla* 
cer  les  équations  (i)  et  (3)^  et  comprennent  implicitement  la  troisième  ; 
cela  est  évident  par  la  théorie  de  Télimination^  et  peut  se  vérifier  en 
multipliant  l'équation  (3)  par  A^y  Féquation  (4)  par  B^y  l'équation  (5) 
par  C^  y  puis  en  ajoutant  le  produit  :  on  trouve 

A,A^^B,B^^C,C^=xOy 

résultat  dont  tous  les  termes  se  détruisent  quand  on  y  substitue  les 
valeurs  des  lettres  A^y  jB,,  C,,  A^y  B^y  C^y  et  qui  erorime  la  con- 
dition que  doivent  reipplir  ces  quantités  pour  que  les  équations  (3)  y 
(4)  et  (5)j  étant  données  à  priori,  puissent  appartenir  à  la  même 
ligne  droite. 

L'équation  (5),  qui  renferme  la  relation  que  doivent  avoir  entre 
elles  les  coordonnées^  et  2^  pour  tous  les  points  de  la  droite  pro" 
posée  y  appartient  à  l'ensemble  des  points  où  les  perpendiculaires  abaîs« 
sées  de  tous  ceux  de  cette  droite ,  sur  le  plan  ^$jZy  rencontrent  ce 


0 

(5), 

F 

0 

(4), 

/    '[ 

0 

(5), 

^.  J-  9 

B^, 

BC—B'Css 

i 

^0 

<7--C  = 
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•plan;  tetemsetAlt  est  ériAaamcaJt  rioterseclion  da  plan  dM  jrz^  ^r 
un  plan  qui  lui  est  perpendiculaire ,  et  qui  pusse  par  la  droite  proposée. 
•On  peut  en  dire  autant  de  Tëquation  (4)^  par  rapport  au  pian  des  a:z, 
easorte  qu'en  choisissant  le  système  de  ces  deux  équations^  la  droite 
proposée  est  considérée  conune  Tintersection  de  deux  pians  reqpediTf- 
•méat  perpen<£culaipes  à  ceux  des  jrz  et  des  xs. 

Ces  pknr^  qoe  f  aï  noiMnés  ailleurs  plans  pro/eUns-  do  là  droke  y  à 
cauM  qulb  reBContreni  les  plans  .coordonnés  au'fquels  ils  sont  peipea- 
diculaires ,  suivant  les  projection?  de  cette  droite.>  sont  cari^ctérisés  par 
les  équations  (3)  et  (4)^  considérées  chacune  isdiément. 

En  générad,  toute  équation  entre  les  deux*  Taria3)Ies  comprises  sur 
un  même  plan  eowdonné^  doit  être  envisagée  comme  appartenant  à  la 
ligne  tracée  par  tous  les  pieds  d'une  infinité  de  perpendiculaires  élevées 
sur  ce  plan;  et  si  cette  ligne  est  droite,  toutes  ces  perpendiculaires  seront 
nécessairement  dans  un  seul  plan  perpendiculaire  au  plan  coordonné 
l^roposé.  11  est  à  propos  de  remarquer  aussi  que  lorsqu'on  ne  détermine 
qu'une  seule  des  coordonnées  ^  on  indique  par  là  un  plan  parallèle  à 
celui  auquel  elle  est  perpendiculaire  (aôC), 

Cela  posé  y  je  reviens  aux  équations  d'une  droite  :  chacune  de  ces 
équations  ne  renferme  que  deux . coefficiens  nécessaires^  car  on  peut 
mettre  l^  équations  (3)  et  (4)  j  par  exemple  ^  sou?  la  forme 

et  par  conséquent  les  écrire  ainsi  : 

274.  L'équation  générale  du  plan  ne  renfermant  que  trois  constantes 
nécessaires  y  iL  suffit  d'un  pareil  nombre  de  conditions  pour  la  déter- 
miner. Je  ne  m'occuperai  ici  que  des  conditions  qui  se  présentent  le 
plus  fréquemment^  et  je  traiterai  en  même  temps  les  questions  analogues 
relativement  aux  lignes  droites. 

Soit  d'abord  proposé  de  déterminer  l'équation  du  plan  qui  pa^  par 
trois  points  y  ayant  pouc  coordonnées  respectives  les  quantités 

^\y.^\  ^%f,z%  x^j^z^i 

si  on  met  successivement  x\  x\  x"^  au  lieu  de  9^  y'j^'yj'y  au  lieu 
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iejr,  tI,  7^,  i*,  an  lien  de  s,  danf  Féquation  génén3ieJjf+Syi-€l»-^tsaBO, 
<m  fumen  les  trok  «qaatMBs 

^x' -(- ^ -f.  Cy  +  I  =5  o, 

-rfx*  +  ijy'  4-  Cï"  -H  I  =  o  , 

an  moyen  des<jaeUes  on  déterminera  les  constantes  Jf,  JB,  C^  et  oa 
trouyera 


J 


-"  o/cyv-ty'»')- A/»"-ya') +x^(y*'-y*')*  ' 

• 

Les  numérateurs  et  les  dënominateQrs  de  ces  expressions  ont  une  si- 
goificaiion  géosMtrîque  très-curieuse ,  que  M.  Monge  a  fait  cotuudtre 
,  dans  le  15*  cahier  du  Journal  dé  tÉeolm  Pùfyteûlmùiue^ 

zkfS*  On  peut  donner  aux  calculs  ptecédens  une  forme  plus  simple 
a  quelques  égards^  en  modifiant  d'abord  l'équation  générale  du  plan^ 
pour  qu'il  passe  par  l'un  àts  points  donnés,  le  premier,  par  exemple^^ 
Pour  cela,  on  met  seulement  afy  y^  /,  pour  Xyjy  z,  et  3  yieut 

'«I  retfancfae  cette  équation  de 

^ j:  4- JSy- 4- ^i5 -h  •»  ==  o> 
ce  qui  donne 

équation  qui  ne  contient  plus  que  deux  constantes  nécessaires,  puis-- 
qu'on  peut  tottjmnra  âooner  Tunite  pour  coefficieM  à  l\m  quelconque 
de  ses  termes^ 

Si  maintenant  on  y  substitue  successivement  «*,  a:*,  pour  x^  y,  y,, 
pour  j-,,  z^,  z*,  pour  z,  on  aura  les  équaâons 
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desquelles  on  tirera 

i?  _  (j^— :^)  (>*-^^)  -  (xW)  (z^-^0  , 

réquatîon  du  plan  cherché  ,  lorsqu'on  en  fera  disparaître  les  déno- 
minateurs^ deviendra 

et  tout  ne  dépendra  plus  que  des  diflférences  des  coordonnées  corres'^ 
pondantes.  . 

276.  La  condition  de  passer  par  une  droite  donnée  ne  suffit  pss 
pour  déterminer  un  plan;  mais  comme  elle  équivaut  à  celle  de  passer 
par  deux  points  donnés  ^  elle  particularise  deux  des  constantes  de  ce 
plan.  En  effet  ^  si  on  représente  par 

xzsimt-\^t^y       ^ssnx  +  r  (i) 

les  équations   de  la  droite  donnée ,  et  par 

Jx  4-  i?;r  ^  Cz  -|«  1  --:  o 

celle  du  plan  cherché  5  il  Êtudra  qu'en  substituant  dans  cette  deraière 
les  valeurs  de  x  et  de j^^  tirées  des  deux  premières,  z  demeure 
indéterminé j  sans  quoi  le  plan  et  la  droite  n'auraient  qu'un  seul  point 
de  commun.  En  faisant  la  substitution  indiquée ,  il  vient 

{Am  +  j5/»  -H  C)z  -+•  Ay(0  -{-  ^y  +  i  s=s  o; 

et  pour  que  cette  équation  soit  vérifiée  indépendamment  de  z,  il  ixsA 
qu'on  ait  séparément 

Jm  +  Bn-\-C=:oi        J/i  +  Bp^i^o  (a), 

équations  qui  détermineront  deux  des  trois  constantes  A  y  By  C. 
Si  l'on  veut  encore  assujétir  le  même  plan  à  passer  par  une  seconde 


Digitized  by 


Google 


ET  DES  COURBES  A  DOUBLE  œURBURE.  Si  J 

tiroite  donnée,  dont  les  ëqatUons  toient  représentées  par 

on  ann  semblablement 

mais  les  équations  (a)  et  (b)  étant  an  nombre  de  quatre,  sont  plus  que 
suffisantes  pour  déterminer  Us  constantes  A^B^  C  :  il  s'ensuit  donc, 
ccmune  on  le  sait  d'ailleurs,  que  deux  droites  prises  d'une  manière 
quelconque,  ne  peuvent  se  trouver  dans  un  même  plan;  il  fiiut,  pour 
que  cela  arrive,  qu'il  y  ait  entre  les  constantes  de  leurs  équations  une 
relation  qui  s'obtient  en  éliminant  les  inconnues  ji,  B  et  Cy  entre  les 
équations  (a)  et  (b).  Si  on  retranche  Tune  de  Tautre  les  équations  qui 
se  correspondent  dans  chacun  de  ces  systèmes,  on  aura  d'abord 

AÇjfi^m)  4-  5(/»'— n)  =  o  ,      -#Cft— A^)  +  ^(/— r)  =s  o , 

d'où,  par  Télimination,  soit  de  ^,  soit  de  B^  on  déduira  sans  peine 

(m'-.mX/~0  -  (»'^«XA*'-.At)  =  o  (c). 

Quand  les  quantités  données  m  y  ni  y  n  y  ri  y  /tt,  /tt^,  y  et  /  vérifieront  cette 
condition,  les  quatre  équations  (a)  et  (b)  pourront  avoir  lieu  à*la-*fois, 
et  les  droites  proposées  seront  dans  un  tnème  plan. 


J177.  n  ne  &ut  pas  conclure  de  là  que  ces  droites  se  couperont  né- 
cessairement. Quand  cette  dernière  circonstance  a  lieu,  les  trois  coor- 
données du  point  de  rencontre  vérifient  en  même  temps  lès  quatre 
équations  *(i)  et  (â)  du  n*  précédent;  or  en  égalant  les  valeurs  dé  x 
entre  elles^  et  .celles  de  j^  aussi  entre  elles^  on  trouve 

/Ï2  H-  r  =  /i'j5  H-  /. 

»  »    ^ 

Si  Ton  élimine  z  entre  ces  équations,  on  retombe  bien  s^  Téquation 
(c)  ;  mais  elles  deviennent  contradictoires  lorsqu'on  y  suppose  mzsmri 
et  nz^fiy  puisqu'elles  se  réduisent  alors  k;i&s=s:jEt^,  r:^/,  et  cependant 
l'hypothèse  établie  satisfait  à  l'équation  (c)  :  on  voit  par  là  que  Içs  deux 
droites  proposées,  quoique  situées  dans  un  même  plan ,  ne*  peuvent  |pas 
se  reaconlrer^  eUes  sont  donc  parallèles. 

le  65 
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Ceci  nous  fiât  eonnaitre  en  même  temps  la  dépendance  qui  enslê 
entre  les  équations  de  deux  droites  parallèles  :  elle  consiste  en  ce  que  la 
coordonnée  z  a  le  méjne  coefficient  dans  les  équations  des  projections 
tracées  sur  le  même  plan  coordonné.  On  sait  d^aiHéors  qne  m  et  n 
désignent  les  tangentes  trigonométriques  des  angles  que  font  wec  l'axe 
des  z,  les  droites  que  les  équations  (i)  représentent  sur  les  plans  des  xz 
et  des  jr^y  et  qui  sont  les  projections  de  la  preimère  droite  donnée  dans 
l'espace;  la  condition  m'zasm  et  n'ssn^  indique  donc  que  les  projections  de 
cette  droite  sont  parallèles  aux  projections  correspondantes  de  la  seconda 
droite  donnée ,  lorsqu'elle^méme  est  parallèle  à  la  première. 

ikjS.  Si  Ton  voulait  déte)rmin«r  les  équations  de  la  droite  qui  passe 
par  deux  points  ayant  pour  coordonnées  respectives 

ou  remplacerait  d'abord  x^  y  y  %  par  oi^  y  y  tI^  dans  les  équations 

et  il  viendrait 

x'z=sLmz'+fii       ysaiw'-f-r; 

retranchant  celle-ci  des  précédentes  ^  on  aurait 

^  —  ^' =  /»(«  — 2')>        r—y=n{z^z')y 

équations  communes  à  toutes  les  droites  qui  passent  par  le  premier  des 
points  donnés.  En  mettant  dans  celles-ci  a:%  y  y  z'y  pour  Jc,  j^,  -z,  on 
obtiendrait 


et  les  équations  cherchées  feraient 
ou 


*-a;'==^.(^-.'),       J'-y=^(«-^., 


On  introduit  aisément  dans  ces  équations  les  angles  que  la  drcMte  pro- 
posée isàx.  avec  les  axes  des  coordonnées;  â  soffit  pour  cela  de  CMice- 
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f^ir,  par  le  poiAt  dont  les  coordonnées  sont  x  y  f  et  / ,  trois  plans 
parallèles  aux  plans  coordonnés  primitifs ,  et  de  prendre  ce  poiat  pour  une 
nouvelle  origine  de  coordonnées  parallèles  aux  premières*  Si  Ton  pose 

la  distance  de  celte  origine  au  point  dont  les  eooardonnées  sont  x^^y^ 
z%  étant  exprimée  par  v/«v|-^*-j-  y^zss.  «T,  <hk  aura  ^  comme  dans  le 

«ssscTcosa,       jSscTcos^^        >s3<rcos<?; 
et  substituant  ces  valeurs  à  la  place  de 

.  v-*^,    y-/,     aT-zv 

les  équations  de  la  droite  proposée  seront  changées  eu 

(jc — x')  cosc  —  (z— «^)cosa  =  o,    (/— y)  cosc  — («—«')  cos&s^o; 

dans  les<juelles  a,  b,  c  désigneront  les  angles  compris  entre  la  droite 
proposée  et  les  trois  nouveaux  axes  dtô  coerdonnées^  qui  sont  parais 
lèles  aux  axes  primitiâ. 

379.  Eu  mettant  les  é<{uations  précédentes  sous  la  forme 

**  *  CO8  C  ^^  008  C  *  -^  C08  C     "^-^  COf  C  ' 


C08C     •                          008  c' 

^               CO8  c     • 

pour  les  comparera 

. 

a:  =  mz  4-  A^ ," 

jr  —  tt8  -H  r. 

on  aura 

^       co»« 
coit;' 

cosA 

d'où  il  suit  que  toutes  les  droites  pardlMes.  entre  cSles  dans  f espace; 
feront  les  mêmes  angles  avec  les  axes  des  coordonnées  (277).  Ainsi 
pour  mener  par  le  point  dont  les  coordonnées  sont  af,  y,  z%  une 
1^6  parallèle  à  la  droite  donnée  par  les  équations  ci-dessus ,  il 
suffit  d'écrire    * 

OU  bien 

,    4ir— jO«s#-^(«^#NB'>castttexs    </H^';>WSC;-f4.^*')«#^«È^.. 
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â8o.  Ce  qui  vient  d'être  ranarquë  condvit  6ttp4(fr*cliàmp  3i  ladâei^-^ 

mination  respectÎTe  des  équations  d'une  droite  et  d'un  plan  perpendi- 

Maires  entre  eux. 
On  a  Tu^  dans  le  n*  ùjo,  qat  le  plan  mené  à  une  distance  <r  de 

loriglne  des  coordonnées^  et  perpendiculairement  a  là  droite  cpi  fait 

avec  les  axes^  des  angles  a^h,  c^  avait  pour  équation 

celles  d'une  droite  quelconque  parallèle  à  lapremièrCi  et  par  couséquest 
perpendiculaire  au  plan  proposé^  seront  donc 


COSC    •  co8c'         ^  COSC    '•^  cosc 

£n  comparant  ces  formules  aux  équations  générales 
Ax  +  i?y  +  Cz  H-  I  =  o, 

on  trouTen 

vj^       cwfl  .         ••  eosi  .         yy  cosc  . 


COStf  C0S& 

.  •  U  S3S  ■  ( 

tos  c  '  cos  c 


d'où  il  résultera  4 

dnsi  l'équation  du  plan  étant 

^j:  +  jÇr  +  Cz  +  î  =:^; 
celles  de  la  droite  perpendiculaire  à  ce  plan-  seront 

La  forbe  de  ces  dernière^  est  encore  plus  remarquaUe  quand  on 
présente  la  première  ainsi  : 

—        C  C^       C* 

oti  Toit  dU>rs  que  les  coeffidens  de  a>  dans  Ui  équations  de  k  droite, 
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sont  cenx  de  or  et  de  /  dans  l'équation  da  plan ,  mais  pria  avec  un 
aigne  contraire. 

Si  Ton  Êdt^=:o  dans  Féquadon  du  plan^  pour  obtenir  celle  de  sa 
commune  section  avec  le  plan  des  xz  (271)^  3  viendra^  en  dégagesçat 
^  de  son  coefficient.^ 

Cl. 

ëquation  d'une  droite  qui  rencontre  à  angles  droits  celle  que  repré- 
sente réquation 

^*    . 

En  faisant  de  même  par  rappwtaut  autres  plans  coordonnés^  on  trouvera 
que  les  projections  de  la  droite  et  les  communes  sections  du  plan  ^  sur 
les  mêmes  plans  coordonnés  j  doivent  être  respectiyemfnt  perpendi- 
culaires. 

...  « 


ùBi.  Je  ferai  remarquer  que  Temploi  du  Calcul  diflTérentîel  conduit 
ibèi-simplement  aux  relations  précédentes.  Il  est  évident  que  si  x^  y 
et  z  sont  les  coordQnnées  du  point  où  la  perpendiculaire  rencontre,  le 
plan  proposé  ^tiaf^f  et  'iy  celles  du  point  fixe  par  lequel  on  la  mène  ^ 
la  distance  de  ces  deux  points^  u  =  \/{x — a/)'  +  {j—^/y  H-  («—?)•, 
doit  être  un  minimunr.  Dans  le  cas  actuel^  les  quantités  ^^y  eXsf  sont 
constantes^  et  les  variables  ^r^  ^  et  is  sont  liéeâ  entre  elles  par  l'équa* 
tion  du  plan  donné  j^x 'j^Bjn^Cz -j^.isso}  on  pourrait  donc^  au 
moyen  de  cette  équation ,  chasser  de  u  une  de  ces  variables;  mais  il 
sera  plus  simple  de  difiereutier  l'expression  de  u^  en  regardant  une  de 
ces  mêmes  variables^  Zy  par  exemple^  comme  fonction  des  deux  autres. 
lia  condition  du  immimum  donnera  (i6i) 

et  en  délenoinant  âz  ^^"g^  P^  ^^^  équations  différentielles  du^pîan  i 
qui  sont 
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OB  obtiendra 


X' 


.y=^(z-o,    j^~y=5(2~o. 


èe  qoi  s'accorda  «rec  le  n*  prëcédeaL 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  de  x—^af  et  dejr^^y  dans  TexpresÂoii 
de  11^  il  viendra 

mais  Fëquatiou  du  plan  pouvant  être  imse  sous  la  fortne 

J(x^aO  +  B(j—y)  ^'C(ir^)  +  ^^+  ^/+  Cb'+  1=0; 
6â  en  cliasséra  imsii  x^^»'  ^'^jt^^ff  ^t  ^  viendra 

Telle. est  Vexpression  de  la^^ longueur  de  la  perpendiculaire  demandée. 

gttié  Deux  plans  p«nJlèlei  s<mt  perpendiculaires  à  la  mime  droite  j 
or  relation  et  Tan  «t  celles  de  sa  perpendiculaire  étant 

Jx +Zf^4-C5+lS=:0, 

si  on  désigne  îétpiatioft  de  l'atatre  plan  par 

j/'jr  •+•  ITf -I*  t?i  •+•  1  «s  o; 
Si  Àudra^  pour  <pi*il  soit  austt  petptiidicnlaire  à  là  droite  précédente^  ^e 

jf       A  V       B 

i^i^t  de  Ui  Us  yalevrs  de  A'  et  de  B^  FéquAtion  de  ce  plan  deyi«adr« 

^(Jx -h  Bjr  + Ci)  ^ixso. 
S'il  doit  passer  pw  le  poiot  dont  les  coordonnées  tonl  x\f  et  «',  on  aura 
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iietranchant  cette  dei^û^e  ^q«atioii  4e  U  ^récéàfi^Xç,  le  résultat  !f»t^ 
divisible  par  -^ ,  et  il  viendra 

$i  Fon  chercliait  les  équations  des  comoiunes  sections  de  ce  dernier 
plan  avec  chacun  des  plans  coordonnés  ^  on  reconnaîtrait  (jue  ces  droites 
sont  parallèles  aux  communes  sections  des  mêmes  plans  coordonnés  et 
du  premier  plan  proposé  ^  ce  qui  est  d  ailleurs  évident  par  les  pro-^ 
priétés  des  plans  parallèles. 


a83.  La  surface  spkérique  est  de  toutes  les  surfaces  celle  dont  la 
définition  est  la  plus  simple^  puisque  tous  ses  points,  sont  à  é§^  fl)Sr 
tance  du  point  qui  en  est  le  centre;  mais  son  équation  monte  au  second 
degré;  car  si  on  place  le  centre  à  Forigine  des  coordopuéés,  et  que 
Ton  nomme  r  le  rayon^  on  aura^  par  le  n""  267^ 

et  si  le  centre  est  au  point  dont  les  coûrdonnées  sont  «^  ^  t\  y^  il 
viendra 

'  Xi*intei?ection  de  la  splièré  par  un  plan  étant  toujours  un  cerelé  \  eette 
courbe  est  déterminée  de  la  manière  la  plus  générale  dans'f espace,  par 
les  équations  . 


:;t&4'  Ce  qui  précède  ira  nous -eenduir»  d'^ue  manière  très««imple  à 
Texpression  du  cosinus  de  Fangle  que  deux  droites  font  en|re  elles,  et 
qui  est  d  un  fréquent  usage  dans  les'  recherches  qui  nous  occupent.  Soient 
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les  quatre  ëqoatioiis  des  projections  de  ces  droites ,  qui  se  coupent  zn 
point  dont  les  coordonnées  sont  et ^  fi,  y;  si  on  imagine  qu'elles  se 
meurent  parallèlement  à  elles-mêmes^  jusqu'à  ce  que  leur  point  d'în*« 
lersection  soit  k  Torigine^  leur  angle  ne  changera  pas^  et  les  éqaa«»' 
tikms  cî-dessus  se  réduiront  k       . 


7 


Concevons  maintenant  une  sphère  qui  ait  son  centre  a  Forig^ne  et  dont 
le  rayon  soit  représenté  par  r;  la  distance  des  points  où  sa  sur&ce  cou- 
pera chacun  des  côtés  de  Tangle  cherché ,  sera  évidenmient  la  corde 
de  cet  angle.  On  trouvera  les  coordonnées  du  point  de  rencontre  de 
la  première  droite  avec  la  surÊice  de  la  sphère,  en  déterminant  x,  jr^ 
et  z  par  les  équations  de  cette  droite  et  "par  celle  de  la  sphère^ 

^  +7*  -4-  z»  =:  /^        (^67)  : 
en  aura  ainsi  ^ 

^  mr  ,  nr>  ^  r  ^ 

Ndmmant  af,  f  et  z'  les  coordonnées  du  point  de  rencontre  de  la 
seconde  droite  avec  la  surface  de  la  sphère,-  on  aura  de  même 


Substituant  ces  valeurs  et  les  précédentes  dans  ^expression  {x'—x'Y 
•*"0'~*y)'+  C^*"^)*  ^^  quarré  de  la  distance  des  deux  points 
cherchés,  on  trouvera,  après  les  réductions. 


mais  on  sait  que  le  quarré  de  la  corde  d'un  angle  quelconque  V,  est 
égal  au  produit  du  sinus-verse  par  le  diamètre  ;  on  aura  donc 

a  (  I  —  cos /^)  s=:  a  —  2  cos  V 

pour  la  valeur  de  ce  quarré  ;  et  comparant  cette  expression  avec  ]ft 
précédente^  après  avoir  iGadt  r=s=s  i,  il  viendra 
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d*oii.il  est  facile  de  déduire 

Lorsque  [les  deux  droites  proposées  sont  perpendiculaires^  cos^ssso; 
et  c'est  ce  qui  a  lieu  quand  i  +  m/7i'  4-  nn'  =  o. 

On  peut  introduire  dans  ces  formules  les  angles,  que  les  droites  pro- 
posées font  avec  les  axes  des  coordonnées ,  puisque 

COSC'  COSC'  COac'  '  C08C.    ^    '     >' 

et  si  Ton  fait  attention  que 

cos  a*  +  cos  b*  H-  cos  c*  ss  i  ^    ços  </'  +  cos  i'*-4-  cos  c''  s=  i , 

on  aura 

cos/^ss:  cos  a  cos  </  +  cos  b  cos  A'  +  cos  c  cos  c'^. 


285.  Le  cosinus  de  Tangle  que  deux  plans  donnés  font  entre  enx^ 
se  déduit  immédiatement  de  Texpression  que  Ton  vient  de  trouver  ; 
car  si  Ton  met  les  équations  de  ces  plans  sous  la  forme 

+  1  =  0; 
+  I  =io; 

^n  les  rapportant  aux  perpendiculaires  menées  de  Forigine  y  et  que  Toit 
observe  que  le  plan  qui  contient  ces  droites  doit  être  perpendiculaire 
à  la  commune  section  des  plans  proposés ^  on  verra  que  langle  com^- 
pris  entre  ces  mêmes  droites  est  le  supplément  de  celui  qui  mesure 
Tangle  dièdre  compris  entre  les  plans  :  le  cosinus  du  second  sera  donc 
—  cos  P^,  ou 

cos  /^'  =  —  (cos  a  cos  a'  4-  cos  b  cos  y  +  cos  c  cos  c'). 

Pour  appliquer  cette  expression  aux  équations  générales 

Jx  +Bx  ^Cz  +  1  =0; 
/rx±JBy'j^Cz±i;=s:o, 


X  cos  a 

y  coi  b 
y  CO8  V 

z  cos  c 

XCOS(/ 

-^  -- 

^  cos  c' 

-■  if- 

I. 


6a 
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il  faut  les  comparer  aux  équations  posées  ci-dessus,  ce  qui  donne 

co»  a  r=  —  J^  y  cos  J  =  —  BJ^ ,  cos  c  =  —  CJ" , 
cos^  =  — ^'Z',  cos4'=  — JS'cT,  cosc'=  — CcT, 
cos  r^  —  J^  J'  (JJ'  +  BB  +  CC)i 

et  comme 
il  vient 

on  a  de  même  <f^s=s— r  ^      ^        ,-m 

Si  l'un  des  plans  proposés,  le  second,  par  exemple,  était  parallèle 
à  celui  des  xjr  ^  comme  sur  tout  ce  plan  Tordonnée  z  devrait  être 
ëgale  à  la  perpendiculaire  i\  on  aurait  ^sso,  JT'ssso,  et  cos  f^  se 
jréduirait  à 

C  . 

expression  qui  est  celle  de  cos  c  (270);  et  en  effet  l'angle  c  étant  compris 
entre  la  droite  perpendiculaire  au  premier  plan,  et  l'axe  des  z  qui  est 
perpendiculaire  au  plan  des  xjTy  est  égal  à  l'angle  que  ces  plans  font 
entre  eux.  '  ... 

On  trouvera  ainsi ,  que  le  premier  plan  donné  £ut  avec  des  plans 
parallèles  k  -cém  des  jrz  et  ^»js^  des  nngks  qm'jaiitxcapectrmneBt 
^  M  <«^  et  «dMit  les  conius  isonft  en  «onaéqoenoe 


et  enfin  cosf^ca  ->*-    ^.,  .      _    V^  .iT..=s 


B 


Enfin,  dans  le  cas  où  les  dçux  plans  proposés  seraiedt  perpeiulî^ 
laires  entre  eux,  on  aurait  cos  f^'zsso^  et  par  conséquent 

^86.  Lorsque  deitx>dwiteci«pinac(t  4»^  siéme. point,  tombent,  l'une 
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6Uiqiieittent>  «t  l'antre  perpendiculairement  »ur  un  plan,  l'angle  <{a'elles 
forment  entre  elle»  est  le  eomplëment  de  celui  que  robliqae  fait  arec 
le  plan  :  le  cosinus  du  premier  de  ces  angles  sera  donc  le  sinus  du 
second;  et  par  conséquent,  si  l'on  désigne  le  dernier  par  F*,  on  aurt 

ànF'ss  co&a  cw^*  4-eos*c<»{'-f.co$c  cot/, 
en  représentant  par 

^cp'tf       ^  cos J,        _  cos e    , 

les  équations  du  plai  et  de  la  ligne  oblique  proposés. 
Si  l'on  veut  rapporter  Fexpression  de  sin  P^  aux  é^oadona 

Jx -{^  Bjr  ^  Cz -i- 1  sa  Q  ^ 

on  aura  d'abord 

cosa=<— ^eT,    coabsss^BJ'f    cosess'-~C^,    /'=. 
et  combinant  tes  équations 

co«  (^  cos  y  .      .  ,^    .. 

Ï5Ï7*  — "•»    ^Srr^"*  *'^«*'    co«ar*  +  co»*^+co»c'*=si, 
il  viendra 


^87.  Avec  ces  prdimiaaires  il  serait  ÊK^ile  de  recoudre  tonte»  h^ 
questions  que  renferme  la  première  partie  du  Complément  des  Élémens 
de  Géométrie;  mais  rétda^ne  de  la  carrière  que  f'ai  à  parcourir  ne  me 
permettant  pas  d^'entrer  dana  ces  détails  ^  je  me  ftornerai  i  appliquer 
le  calcul  difiSéreutiel  a  la  sdkitian  du.  problème  oà  il  s'agit  de  trourer 
la  plu3  courte  distance  de  deux  droitea  qni^  n'iéuut  pas  conqmses  dans 
un  même  plan  y  ne  se  rencontrent  pas. 

Soient  or^^  et  z  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  pre« 
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mière  droite  donuée,  et  x'y  y  et  zf  celles  dun  point  pris  comme  on 

youdra  sur  la  seconde  ;  si  dans  l'expression 


de  la  distance  de  ces  points  ,  on  met  pour  x^fy  ^'  if  leurs  valeurs 
tirées  des  équations  droites  proposées  ^  que  je  représenterai  par 

celle  expi^ession*  deviendra  une  fonction  des  seules  variables  z  et /: 
regardant  donc  a:  et^  comme  des  fonctions  de  z,  et  a/  et ^  comme 
des  fonctions  de  /,  et  égalant  séparément  à  zéro  les  différentielles  par- 
tielles de  w,  relatives  à  is  et  à  s',  on  foirmera  les  équations 

(x_a;')dx+(/— /)d;r +(2_2')d5  =o^ 
(a:^y)da:'  +  (7— /)d/4-(z  — /)dz'i=o; 

mais  les  équations  (i)  ilonnant  ^ 

dsc  s=  màz  ,    djr=:ndz^    dj^  ss  m'dz',    ày  s=s  n'âz', 

on  obtiendra  les  équations 

(x — ^0  '»  +  (r  —y)  '^  +  (2  ~ V)  =  o  )  ,  . 

où  il  n'y  aura  plus  qu'à  substituer  les  valeur^ 

x  —  afz^mz-^m'z'^fi^/Afy    y^y ^nz^n'z' ^y^ii  y 
déduites  aussi  des  équations  (i).  II  viendra  alors 

•  imz-^rHz'^lx—ji:)rd^{nZ'^riz'+v^/)ri^z^7!=,o]  ^^^ 

équations  à  1  aide  desquelles  on  déterminera  Ie«  inconnues  z  et  z';  et  sub- 
stituant les  résultats  dans  m  ,  on  trouvera  l'expression  de  la  plus  courte 
distance  demandée;  puis  en  calculant  les  valeurs  correspondantes  dejr 
et  de^,  de  s!  et  dey,  on  aura  les  coordonnées  des  points  ouïes  deux 
droites  s'approchent  le  plus. 
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Les  équations  (a)  méritent  d'être  remarquées  ,  parce  qu'elles  ex- 
priment le  principe  géométrique  de  la  solution  du  problème.  En  effet 
la  première  est  celle  d'un  plan  mené. perpendiculairement  à  la  première 
droite  donnée  (^79)9  et  passant  par  les  points  dont  les  coordonnées 
sont  Xyjy  z  sur  la  première  droite,  x'^y  e\.  z'  sur  la  deuxième;  la 
seconde  équation  est  celle  d'un  plan  passant  par  les  >  mêmes  points 
que  le  précédent,  mais  perpendiculaire  sur  la  seconde  droite  donnée  : 
ces  deux  plans  se  couperont  donc  suivant  une  ligne  qui  sera  perpen-  * 
diculaire  en  même  temps  aux  deux  droites  données.  Telle  est  la  con^ 
dition  que  doit  remplir  la  plus  courte  distance  de  ces  droites. 

288.  Après  nous  être  occupé  des  lignes  et  des  plans,  passons  aux 
aires  planes,  que  Ton  détermine  aussi  par  leurs  projections  sur  les  plans 
coordonnés,  au  moyen  d'un  théorème  analogue  à  celui  du  quarré  de 
l'hypothénuse. 

C'est  un  principe  facile  à  découvrir,  et  démontré  dans  plusiemrs  ou- 
vrages, que  faire  d'une  Jigure  quelconque  tracée  sur  un  plan /est  a  celle 
de  ses  projections  comme  le  rayon  est  au  cosinus  de  f angle  compris  entre 
ces  plans.  Soient  donc  D  cette  aire ,  u/,  J5  et  C  celles  de  ses  projec- 
tions sur  les  plans  des^z,  des  xz  et  des.j^,  avec  lesquels  le  plan  qui 
la  contient  fait  des  angles  a^  b,  c }  on  aura 

jéz=iD  ces  a  y    B:ssDcosby     CssiD  cosc. 

Si  l'on  quarre  ces.  équations  et  qu'on  les  ajoute,  en  observant  que 
ces  a*  +  cos  A*  4-  ços  c*s=  i  (a85),  il  viendra 


ire . 
me-^ 


ce  qui  montre  que  le  'quarré  du  nombre  qui  mesure  taire  cPuneJtgui 
plane  quelconque  est  égal  à  la  somme  des  quarrés  des   nombres  qui  me-^ 
siéront  les  aires  de  ses  projections  sur  trois  plans  perpendiculaires  entre  eux. 

289.  La  considération  des  aires  projetées  mène  à  la  rechercbe  d  un 
maximum  très-remarquable  par  son  application  au  mouvement  des  corps 
célestes  ,  et  qui  par  cette  raison  doit  trouver  placé  ici.  Il  est  visible  que 
la  projection  d'une  figure  plane  décroît  à  mesure  que  le  plan  qui  con- 
tient cette  figure  Eût  un  plus  grand  angle  avec  le  plan  sur  lequel  on 
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la  projette  y  et  que  8Î  cet  angle  est  nul  ^  la  projection  étant  ëgale  à  la  figure 
méme^  est  la  plus  grande  possible  ;  mais  lorsqu'il  y  a  plusieurs  figures 
dont  les  plans  sont  diversement  îùclinës  par  rapport  à  celui  mr  lequel 
on  les  projette^  on  ne  Toit  plus  de  même  quelle  position  il  faut  donner 
Il  ce  dernier  pour  que  la  somme  des  aires  de  toutes  les  profectiom 
qu'il  contieat  soit  un  maûmum.  L'analyse  suivante  y  conduit  asses 
simplement» 

Si  /y,  D^,  /)•,  etc.  désignent  des  aires  dont  les  plans  font  avec  les 
plans  coordonnés  des  angles  d^  h\  c\  ctjb*^  c%  a*,i%  c*,  etc. ,  et  qu'oa 
veuille  les  projeter  toutes  sur  un  plan  faisant ,  avec  les  mêmes  plans 
coordonnés^  des  angles  ^^  6^  c^  il  faudra  multiplier  respectivement 
les  aires  par  les  expressions 

cosa  coso^-f*  cos^eos6'4*^M^  cosc'^ 
cos  a  cos  a'  -f-  cos  ^  cos  V^  cos  c  co6  c*, 

etc. 

qui  sont  )es  connus  des  angles  compris  entre  le  plan  de  pro}eccion*et 
ceux  qui  eontiemient  ces  mémee  aires  (395).  La  soomie  des  produits 
fiouvant  s'éciire  ainai  ^ 

cos  a  (/y  co8fl('+  J^cos^^Hr ^  <;osa*«f-  e%c.) 
-Hcosi  (/>'cosy+Z>'coj5ft'-hZ)*cosi^4-etc.y 
•Hcosc(Zycosc^4./?'cosc'+J^cosc*  +  etc.),    . 

on  voit  qu'elle  revient  k 

co8a(^+^-f-^+etc.)  +  COS&  (i^+^+^+^tc.)  +cosc(<r+  C+  C*+  c^te.), 

en  représentant  par  les  lettres  A^B^  C,  accentuées  convenablement» 
,    ce  que  deviennent  les  aires  proposées ,  lorsqu'elles  sont  projetées  sur  les 
plans  coordonnés;  et  û  pour  abréger  on  fait 

-^'+-^'+^*+ctc.=r^,  -B'4-^4-j5^-f-êtc.=5,  C^+Cr+C'+etc.Sïd?, 
on  aura*  seulement 

j^  cos  a  4-  5  cosJ  4-  (7  cos  c. 
Baignant  cette  somme  par  j,  ou  trouvera 

^  =?=  -^  -^^dasin^i  ^  -Qdiain*  -^  Càc  ûaoi 
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4$qsatioi|  dans  lactaeUé  il  £aiut  regarder  l'un  des  angles  a,  by  c  conume 
Ibnùtion  des  detix  autres ,  puisque  cos  a'  •4-  cos  b*  Hh  cosc*  =s  1  •  Diffé**^ 
rentiaut  cette  dernière^  il  viendra 

—  dasiuM  cosa  -**-  ai  sin^  cos b  •»«  dcsina  cosc  :=  O  : 

éliminant  par  son  moyen  d^^  de  l'expression  de  d^  ^  on  trouvera  pour 
les  conditions  du  maximum , 

ds  ^^^    j        p  coaa  __^  is  ^^^^  r%        >>  coi  h  ^^ 

da  *^  €ps  c  **"   .  ^       46  ***"  cos  ç  *"*     ^ 

d^oii  Ton  conclura 

^cose=Ccosa^      J9C0SCSS  Ccos(. 

Joignant  \  ces  équations^  l'équation  identique  Ccosc=Ccos6^  leà 

quarrant  toutes  trots  et  les  ajoutant ,  il  vteofdra 

{^•-f  jff^H-  COcos^;^  C*,      d'où      cosccs 

«oraite  ^ 


cos  b  SS  -7=s=±=s==:,      COS  a  S: 


Ce  plan^  sur  lequel  la  somme  des  projections  des  aires  proposées 
est  un  maximum  ^  est  encore  tel  y  que  les  mêmes  aires  projetées  sur 
tout  plan  qui  lui  serait  perpendiculaire^  donnent  un  résultat  égal  à 
zéro;  et  cela  se  voit  sans  peine ^  car  si  on  représente  par  a^^b^^  c^  les 
angles  que  ce  dernier  fait  avec  les  {lAans  coordonnés  ^  on  aura  (^85)^ 

cos  a  cos  a^  -f-  cos  b  cos  b^  -j-  cos  c  cos  c^  =r=  o  : 

mettant  au  lieu  4e  cosa^  cos^,  cosc^  leurs  valeurs^  cette  équation 
deviendra 

A  cos a^^  B  cos i^  i^-  C cps ^^  =?c  o , 

dont  le  premier  membre j  d'après  ce  qui  précède^  exprime^  par  rap-- 
port  au  nouveau  plan  ^  la  somme  des  projections  des  aires  proposées  (^; 


(^'^  Le  plan  dont  on  yient  de  lire  la  détermination  a  été  remarqué  pour  la  première 
fois  par  M.  Laplace,  dans  le  mouyement  d*un  système  de  points  agissant  les  uns  sur 
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De  la  trftii*-     290.  Lcs  usages  de  la  transformation  des  coordonnées  sont  encore 

c^"S'nw'«^** plus  nombreux^  et  surtout  plus  impor tans   dans  Fespace  que  sur  un 

daniTetpace.   plan;  je  crois  donc  à  propos  de  m  arrêter  un  peu  sur  cette  matière^ 

et  je  prendrai  d'abord  la  marché  que  j'ai  suivie  dans  la  première  éditiou 

de  ce  Traité,  pour  rapprocher  les  formules  construites  par  M,  Monge, 

de  celles  qui  se  trouvent  dans  la  Mécanit/ue  analytique  de  M.  Lagrange. 

Si  on  ne  voulait  que  changer  l'origine  de  place,  et  qu'on  supposât 

les  nouveaux  plans  coordonnés  parallèles  aux  premiers,  il  suffirait  de 

&ire 

on  a  déjà  vu  dans  les  n^'*  précédens  quelques  applications  de  ces  chan« 
gemens. 

Je  n'embrasserai  point  ici  le  cas  où  la  direction  des  axes  change 
d'une  manière  quelconque  :  je  me  bornerai  à  donner  des  formules  pour 
passer  d'un  système  de  coordonnées  perpendiculaires  entre  elles  à  ua 
autre  système  de  même^ature ,  ayant  même  origine ,  mais  placé  d'ail*- 
leurs  comme  on  voudra  par  rapport  au  premier,;  et  pour  exprimer 
la  position  respective  des  plans  coordonnés  primitifs,  et  de  ceux  qu'on 
leur  substitue ,  je  supposerai  qu'on  ait  les  équations  des  uns  à  l'égard 
des  autres. 

Soient  donc  t\  u  et  u  les  nouvelles  coordonnées  ayant  leur  origine 
au  même  point  que  x,jr  et  z^, 

'A't  +  B^u  -f-  Ov  =  O  i     l'équation  du  plan  des  yz  ,' 
-^t  +  -ff'w  -f-  C^v  =  o ,  celle  du  plan  des  xz  ^ 

A't  +  S'a  +  Cv  5=  o ,  celle  d^  plan  des  xf. 

Si  on  considère  maintenant  que  pour  un  point  quelconque  les  coor- 
données Xyjr  y  z  ne  sont  autre  chose  que  les  perpendiculaires  abaissées 
de  ce  point  sur  les  plans  désignés  ci-dessus ,  on  formera  leur  exprès-, 
sion  d'après  celle  du  n*  :a8i ,  et  il  viendra  en  conséquence 


les  autres.  Ce  plan,  sur  lequel  sont  projetées  les  aires  tracées  par  les  rayons  vccteun 
des  points  mobiles,  jouît  alors  de  la  propriété  de  demeurer  constamment  parallèle  à 
lui-même  ;  çn  le  nomme  en  conséquence  plan  invariable. 
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z   —  —  ^«  +  J»»-t.C«f. 

Ces  Talenrs,  snirant  la  remarque  du  n*  368,  renfermeront  trois  eOiis^ 
tantes  superflues ,  ensorte  qu'on  pourrait  supposer  égdes  à  l'unîté  wi 
pareil  nonobre  des  neaf  quantité» 

^»P^>  ^>    ^9  ^>  ^>    ^i  ^i  ^  f 
nuis  il  sera  plus  symétrique  de  poser  les  trois  ëquatioas  saÎTantes  : 
^»  +  jB"  +  C*  =  I 


'•  +  zr*  +  c*  =  I  \ 


et  k  cause  que  les  plans  coordonnes  primitif  sont  perpendiculaires  entre 
eux,  oik  aura  encore  (a85). 


=0^ 


d'où  Tan  toU  qa*U  ne  restera  ,qae  trois  constantes  dont  on  pnisse  dis- 
poser pour  déterminer^  d'après  des  conditions  particulières^  la  ^situation 
des  nouvelles  coordonnées  par  ..rapport  au^  anciennes.  En  fiisant  usage 
des  é<inations  (i)|U  yient 

X  SB  — -rf^f  —  J^a  —  Cp  , 

Ces  formules  comprennent  celles  qui  sont  citées  au  commencement 
de  la  page  S99 1  car  si  on  voulait  ni  changer  que  la  posidon*  de  deux 
axes  seulement^  il  fiatudrait,  pour  .qu'ils  restassent  perpendiculaires  à 
on  troisième  y  qu'ik  ne  sortissent  pas  du  plan  coordonné  qui  leur  est 
comiaMn'4  et  alora  la  eoordonaiée  perpendkplaire  4  ce  plan  serait  la 
mente  dans  les  deux  systèmes.  Sapjposoas.qWfl^'if^  de  teMfiMner 

I.  67 


\ 
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seulenfMnt  les  coordonnées  x  et/:-  dans  ce  caSj  cssz,  le»  TanaUes  or 
ex.  y  ne  dépendent  poiàt  de  Vf  «t  par.  conséquent 

A'^o,    JBr^a,' C^^ur  .a:^o,    C*  =  o. 
JLes  équations  (i)  et  (a)  ^e  4pttnçro«t  plus  que 

'A* i  ^♦'  :    '  •    •'  ^•'  '       '  '  '•'    /  '  •     *       "{  -  f  '!•*:;••*    •      '.*•;'•. 

a  OU  loa  conclura  sans  peme 

E'^j',    B'toz^'4';.^.  -  ■■■'  ■     »    • 

et  il  viendra       ^     .  ,    „        ..,..,         v,    v-    », 

cil  ~  -^  lient  fa  place  de  /w  V  et^—  -^  celTé  lîe  A'  dan^  les  formules  àé  la 
page  citée.  (    :  :-  :       ^î-  ■  T\  ^•-  «\, 

2^1.  M.,  Lagrange  détermine  Jes  expressions  de^  valables  x^^^;,. s 
par  les  Variables  <,  ^^  *^7  en  observant  que  U  ïbrme  là  plus  générale 
des  expressions  des  premières^  ne  peut  être  qtle"  "  '  ->.-..-.  -*^  , . 


•  •     •     •« 


carj  a  unt  même  yaieur  dea  quantité^ 'f^  u  ^l  p^  u  ne  4ou  répondre 
{ju*uné*^sêulfc  valeur  de»  quantités  «r,  J^  et  -z ^^,c!t  réciproquement.  Cela 
j^sé^  îès  déiix  Âyslèhies  dès  coordonnées  étanl  rectangulaires,  le  «pâarî^ 
de  la  distance  du  point  proposé  à  l'origine  commune^ des  coordonnées^ 
sera  exprimé  par  x*  ^,'JS^^,^  ilai|iit  l^pwmier  système^  et  par 
I*  4-tt*  +  (^  dans  le  seC(fifè);j^  «SHttaDi^^ur^^^j^^  z,  les  valeurs  posées 
ci-dessus,  on  aura  deup(jiQipx£tfi9|iauq|ij^dexxftitsjèt^^  identiques,  quels 

que  soient  ty  u  ei  p,  savoir  : 

»'^'*-'r»*r  rr  nï»rr.'.'  i,#,  ^n'    r,  JncK  inp  £',li«'vr-  -.*^.r:«    .îTffO"     *;!.«•'!  ■'.    .    *^ 

•'  '   '.         •    <     ,  ,      \  1   ■      ■•■•  *     .     •..  -  •,..  Ain:-)  ^  -i.-;--i     .'    *        ■ 

Dételoppai^  1» prémiiM,  «t  «ompifraat  lei^ttwines  K«nNbiogneaJ<èe  ^ttat 
«t.ikal'aiwtitey.o»  «epaPr^^<Mift^^fiMti«Mr . 
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n'»  +,if-  +»••  s=r  ,  ((5),       m'p'-Jfm'ff'^m'p'  «  o  >(4)^ 

ce  qui  fait  voir  aussi  que  des  neuf  Gonstantes  qui  entrent  dans  les 
expressions  générales  des  coordonnées  primitives  x,^  et  ;b,  il  n'y  en 
'a  que  trois  qui  soient  indépendantes. 

La  comparaison  des  valeurs  posées  pour  x',  y  et  a  ,  avec  Celles  que 
j'ai  obtenues  dans  le  q*  précédent,  donne 

iii  —       ~^  '  —^  '  —       — çy 

^,>—        -^  „»_        -g*  „•— __--ÇV_ 

•    *  '  ■  ■  . 

d'où  on  voit  que  m\  ri^  p'  ^  ^ottt  Jes  cosîniis  des  angles  que  le  plan 
des  jrz  Î9xt  avec  chacun  des  nouveaux  plans  coordonnés  (^85)  ;  qu'il 
en  est  de  même  de  m%  7i%  p'^  pour  le  plan  des  xz^  tl  de  nC^^rf^  jf, 
pour  celui  des  JCf .  ■   -  ^ 

•  Si  on  substitue  les  expressions  précédentes  de  m',  m%  etc.  dans  les 
six  équations  de  condition  trouvées*' entre  ces  quantités  y  <m  parrieddi^ 
à  de  nouvelles -relations  entre- ^^J?',  «tc.^'que  Toa  pourrait  aussi  dé- 
duire immédiatement  de  la  combinaison  des  équations  (i)  et  (2)  y  mais 
d'une  manière  moins  commode.  Si  l'on  supprime  d'abord  le#.dénanii- 
nateurs  de- j»/^  nVMW  «  r^ia  des^  équations  (i)  9  ^i)  aura 

\  w'  =  —  A'^      dz=x^B  ^      p'  x=i^  C, 
-    nT  ^^  jt^      »^  ç=  ~  JT,      p""  =  —  e^i' 

\  "'    •  •  --  ■     -».«-_-    - .  _^  ( 

d'oi»  il  résulte»  ... 

:.::''■  •  ■  •.•■••-. 


Deà  expocMkma.  dâ  j»,^',  s^  4ran>ii.«««ic«MiMiM^«Mi  d» 
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552  .  CHAP.  V.  DES  SURFACES  GOURBES 

l'article  précédent^  qh'  peut  tirer  celles  de  ty  Uy  Vyàe  deux  manières 
différentes;  et  en  rapprochant  les  résultats,  on  parvient  encore  à  de 
nouvelles  relations  .entre  les  quantités  m'y  k  y  etc.  En  efiet^  si  on  mul- 
tiplie respectivement  les  valeurs  àe  x  yjr  yZy  i**..  par  m',  m'y  m*;  a*,  par 
n'y  n'y  n'  i  5"*.  par  p'y  p'y  /?*,  et  qu'on  ajoute  les  trois  premiers  résul- 
tats ensemble  9  qu'on  en  fasse  autant  des  trois  suivans^  puis  des  trois 
derniers^  il  viendra^  en  vertu  des  équations  (B)  et  (4), 

t  =  m'x  +  nfj  -f-  mTzy 
u^=i  n'x  H-  n'j  +  ri'Zy 
V  5=  p'x  -f-  p'jr  ,-h  p^z. 

Si  on  substituait  ces  valeurs  dans  l'expression  de  /•-|-tt*-f-('*,  et 
qu'on  la-comparàt  ensuite  à  x'+^  +  ^'y  ^^  trouverait  les  six  équations 


ni 
m' 
m' 


;'•  4-  n'^  ^  ^'«  _:  X  s  ^'jjjI^^  ^  jiff  +p'p''  =  o  1 

r-^n'-  +/»  =  ,  (  (7),       m'm''+r^n''  +  p'p''^o\(S)y 
r^^n"^J^p'"^z=ii^  m'm''+n'n"+pY^o^ 


dans  lesquelles  rentrent  les  équations  (i)  et  (2)  du  n*  290, 

En  traitant  les  expressions  des  coordonnées  Xy  jTy  et  z  comme  des 
équations  du  premier  degré  par  rapport  aux  inconnues  ty  ,u  ei  9  y  et 
faisant^  pour  abréger, 

mnp  "'^mnp  ^mnp  "^^mnp  ^ïn n  p  '^^m  np  ^sly 

il  viendra 

^j_  (mY—p'm") X  +  Ony—p'fnr)y  +  On'f/^t^m')z  , 

^_  (fn'ie^n''m'')x  +  {m'n'—n''m')y  +  (mV— w^m^g 
—  —2         ' 

comparant  les  coefficiens  des  coordonnées  XyytiZy  dans  ces  valeurs 
'  et  dans  \et  précédentes  y  on  formera  les  neuf  équations  que  voici  : 

my^p'm'^zln'y     m'p"  ^p'm^^ïn' y     m'p' ^  p'n^zsz  In^  y 
mV— »•/»•=  ^',     m'n'-^n^m'^lp'y    m'n' —n'm'^îp". 

Si  on  ajoute  ensendile  les  qoarrés  des  trois  équations  qui  compoMnt 
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ET  DBS  CQUABE5/A  DOUBLE  GOURBIJIIK.  ^i^ 

la  première  ligne  ^  on  trouvera 

Le  premier  membre  peut  être  mis  £ous  la  forme 

et  se  réduit  à  Funité^  ainsi  que  le  coefficient  de  /*  dans  le  second 
membre  y  en  vertu  des  équations  (3)  et  (4)  :  on  a  donc  i  ss  ^.  On 
pourrait  conclure /de  là. /  =  =b  i  ;  cependant  il  est  facile  de  s'assurer 
que  cette  quantité  doit  être  positive ,  car  en  faisant  coïncider  les  nou- 
velles coordonnées  avec  les  coordonnées  primitives  ^  c'est-à-dire  en 
supposant  t=iX,  «=J^,  p  =  i5,  on  a  w'.=  i,  n*=i,  ;>*=i,  les 
autres  coefficiens  constans  deviennent  nuls ,  et  la  quantité  que  repré*- 
sei^te  /  se  réduit  à  +  i. 

agS.  La  détermination  des  six  coefficiens  surabondahs^  au  moyen 
des  trois  autres^  ne  présente  d'autre  difficulté  que  la  longueur  du  calcul^ 
qui  peut  être  abrégé  beaucoup  par  le  secours  des  relations  obtenues 
dans  les  n^  précédens.  On  trouve  dans  la  Mécanique  analytique  de 
M.  Lagrange^  un  exemple  de  cette  détermination;  mais  M.  Monge  en 
a  présenté  un  autre^  qui  montre  combien  un  heureux  choix  de  données 
peut  apporter  de  symétrie  dans  un  calcul.  Il  a  pris  pour  ces  données 
le  premier  coeftcient  dans  l'expression  de  x^  le  second  dans  celle  dejr, 
le  troisième  dans  celle  de  z;  et  faisant 

,  4-  ,1,'  4-  »•  4.  ;,•  —  if , 
I  4.  ,„'  —  n*  —  ;>•  =  iV^, 
i  -.  m'  +  n'  ^  p'  =  P, 
X  ^ni  -^n'  ^p"  :=sQ, 

ce  qui  conduit  à  jSf-f- JV^4-P  +  Ç=:4^  il  «  trouvé 

Il  n'a  point  indiqué  comment  il  avait  obtenu  ces  résultats;  voici  une 
manière  d'y  parvenir. 

On  a  par  les  équations  (5)^  pag6  5Si>  et  par  les  éqiiations  (7), 


y 
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'5M  CHAP.  V.  tES  SURFACES  COURBES     T 

page  53a  , 
p'*  ==  I  —  /»  —  ;,■*,    /•  =  I  —  »*?•  —  fi'%  "T?**  =  1  —  )»•••  —  «••  : 

le»  deux  premières  de  celles-ci  donnent 

m'»  H- /»'»==>••  +  /'-; 

r      ,  .  *  ■ 

.'■■■•  .    -  'y 

jt\  xvietlaat  pour  ;?'*  sa  valeur,  il  vicat 

Jik^ais  en  faisant  /=  i  dans  les  formules  db  la  page  552,  ou  trouve 

nlr(  —  »W  =  /?•  ,    d'où    aw'/n''  ta  2wV  —  3;e>*  : 

ajoutant  et  retranchant  successivement  cette  dç^nièrç  é^pation  à  ré({iur 
tion  (9),  on  obtient 

»'•  4-  ni-  -h  an'»»'  =  t  —  to'"  —  »'•  4-  a»/»' —  y*  +  p'*^  . 
n'*  4.  m*»  —  a»V  =?=  1  — •  m'*  -«  »'•  —  am'tC  -f.  y*  -f-  ;>'•, 

i;o^r<}U  tire 

ce  qui  conduit  aiit  éxpressiions  de  1%'  et  de  m%  çjt  suffit  pour  montrer 
comniient  on  parviendrait  k  celles  des  autres  quantités. 

>     .         .     .  ■  f 

294.  On  introduit  ^cîlentent  îe^  li^es  ti^gonométriques  dans  les 

fornAules  de  la  page  529/  On  vôît  cpie  si  Fbn  désigne  par 

'.    .     ^*  •.    ''  •"   '  »  ""^  î  ■ 

ii  ^V  yd  y  les  angles  compris  entre  Taxe  des  x  et  ceux  des  iy  des  u  et  des  vi 

J y  b'y  d y  les  angleisi  compri)r  enfre  Fàxe  desj^  ^t  les  mèiâes; 

.— -^' T=  cosa',  — ^  ==  coç  ft%  —  C' es  C05 c', 
— -^  ==  cosâi*,  —  jB^  =  cos^,  —  C^=5=cosc', 

•»- -4^  F=;,  WS  <f ,  —  ^  5?;  ÇOS  A*     -r-  C'îS?  CQ6  c\ 
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d'où 

a:  =5:  f  cosfl' +  M  cosi' +  p  cos^', 
^  =/cosa*4- w  cosA'-t- e^  cose%  '-   -  : 

a;  =3:  r  cos/i*  +  M  cos  i*  +  p  cos  c^. 

Lès  équations  (i)  auront  fieu  alors  implicitement;  et  cpis^aX  aux  eqoMr 
tioos  (a) ,  ^  deviendront  

cosa^  cos  ^/  +  cos  A'  cos  A''  *f-  cos  c'cos  e'  ±±:  o, 
cos  tf'  cos  a*  +  cos  A'  cos b"  ^  cos  </  cos  c*=- o,  '  ' 

.  cos^cosa'+ cosi'^cosi"'-}- cosc*cosc*=o, 

leur    Mtme  montre  qu'elles  expriment  la  perpendictilaritë  «  des  axes 
Ï«mitift(a8$)  (♦)•  , 

i ■        '  ■     ■'  i         '  •  I        ...      i.  Il       I  ■■  Jii      I  I 

(^  M.  Çarnot,  qui  >a  donné  le  premier  les  fonnules  précédentes  d«iu  fe  MénioM 
'iur  les  réltdiona  tftd  exisiehi  tnife  Us  dUîances  ib  cnif  poinis ,  etc.^ ,  .faJsant  «êite  i 
Ba  Géométne  de  ptmdên.uBfixùê  tuw>  uDtHian  trAs-expreaûf e  pear  4lé^B|Ber  l'aoglf 

tomprii  entre  deux  axes  :  celui  det  x  et  eehii  des  $ ,  par  exemple ,  ert.indiqaé  par. x  t^ 
et  de  GStle  maotère  les  e^^eâiiaiii  des  andennee  cooïdannéee  par  les  nonveUes,  sont 

X  =  tCOSXX  +  UCOSX  tt  <f-  V  cosx  t/»  ^ 

y  :ss,t  coêy  t  +  u  CMy  u  +  w  co^y  v, 

A  /\  y\ 

2  S=:  f  CQ8  «  i  r^  U  COS  »  U  -f*  ^  COS  2  V  , 

cà  la  loi  de  fonnation  est  évideate,  et  fait  pressentir  la  réciprocité  des  expressiom 
àeê  coordonnées  1^  u  et  v  en  jTi  ^,  et  z,  indiquée  dans  le  n^  aga. 

M*  Carnot  détermine  d'abord  ks  fbnnttles  de  la  transformation  des  eoonientiées  po«r 
)ê.'nia.lf'pl^||ài|éBel  j'et  In  dédmt  de  oe  que  dans  UM  polygpue  plan  ou^pxmhe, 
fu».  ;  c6U  .quêlcpnqim  «s^  4goi  ti  la  somme  4e  tous^  les  autres  mukipiiésr  chacun  pof 
/e  cosinus  ie,VQmgte  qu'il  forme  avec  le  premier.  Ce  principe  ^ ,  dont  la  vérité  s'apper- 
çoit  aisément  ^  en  concevant  des  plans  menés  perpendîeulairemdnt  an  premier  c6té, 
par  Textrëmité  de  tous  les  autres/  et  entre  ces  plans ^  des  ligtiesparâSèles^à'ee  même 
côté ,  ilonne  enr-le-ckampi  knqHO  les  aaglee  des  axes  sont  droits  dans  ks  deuX^a* 
tfaûie  As  e<iofdouiées,>%.  fiC,  Fia< 

APc=ApcoBpAjfP'f''phieo9pmjiP'j^mMcoëmXOilP, 

a  cause  que  les  côtés  JtSt  et  PSt  dé*  l'hexagone  gauche  JPHtMnpjf,  fenil  aveè 
j4P  des  angles  droits  ^  d<mt  k*  eostni»  est  soi.  Cette  fontak  x'estr  asriM  dM)se  que 
fe^t^ssion-  de  x-raj^iiMnée  eMeésvs;  «eHes  de  3»  at  de  s  se  tromreraîent  de  même. 
Pour  plus  de  détail ,  il  faut  consulter  k  Mémoire  trés*-€urkii]C  Ve  M.  Carnot ,  et  la 
seconde  édition  du  Recueil  de  divines  proposition^de  Géométrie ^  etc. ,  par  M.  Puissant^ 
où  Ton  trouvera  beaucoup  de  problèmes  leîatifs  à  rapplication  de  Tanaljse  à  k  Géo- 
Hkéirie/éps  l'^sp^œ.    ,«.,..: 
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Dans  cette  manière  de  présenter  la  transformation  des  coordonnées ,' 
les  données  qu'a  choisies  M.  Monge ,  sont  les  angles  compris  entre 
Taxe  des  x  et  celui  des  ty  entre  Taxe  des  y  et  celui  des  i^^  et  enfin 
entre  Taxe  des  z  et  celui  des  p.  On  voit  alors  comment  la  symétrie  de 
ces  données  a  dû  produire  l'élégance  des  expressions  ;  car  si  on 
conçoit  trois  cônes  droits  ayant  pour  axes  respectif  celuides  x^  celui 
desj*  ^  celui  des  ;s^  et  pour  angles  générateurs  les  angles  donnés  ^  placer 
'les  nouveaux  axes  des  coordonnées  par  rapport  aux  axes  primitif  ^  ce 
sera  déterminer  la  position  des  côtés  d  un  angle  trièdre  droit  y  par  la 
condition  qu'ils  touchent  les  trois  cônes  dont  je  viens  de  parler. 

Cette  détermination  est  curieuse  en  elle-^méme  y  naais  ce  n'est  pas 
celle  qui  s'offire  immédiatement  dans  les  applications  que  Ton.  £ût  de 
la  transformation  des  coordonnées.  Euler^  qui  le  premier^  dans  son 
Introductio  in  anafysin  infinitorum  (IP  vol.  y  page  565)^  s'est  occupé  de  ce 
sujet  ^  prend  pour  données  la  position  de  l'un  des  nouveaux  plans  coor- 
donnés par  rapport  à  l'nn  des  plans  coordonnés  primitife^  et  la  posi-» 
tion  de  Fun  des  axies  situés  dans  ce  nouveau  plan.  Soient  en  conséquence 
110.0^.  j^Xy  Ajy  ^^jjig^  67,  les  axes  des  Xy  àesfy  des  a;  Ai  y  Auy  A^^ 
cenx  des  ty  des  Uy  des  i^,  et  AE  la  droite  suivant  laquelle  le  plan  des 
iUy  représenté  par  AtUy  rencontre  celui  des  x^y  représenté  par  A^\ 
les  données  indiquées  ci-dessus  seront  alors 

9  Fangle  dièdre  tAEx  y  celui  que  forment  les  plans  des  tu  et  des  xj  ; 
9  l'angle  EÂty  compris  entre  l'axe  des  t  et  la  droite  AE\ 
4  raQgle£u;/jr^  compris  entre  Taxe  des  x  et  la  droite  ^JS. 

Avant  de  montrer  là  manière  élégatite  et  simple  doiit  Enler  eoastrait 
les  formules  générales  de  la  transformation  des  coordonnées  avec  ces 
données  5  je  crois  à  propos  de  m'en  servir  pour  déterminer  les  angles 
^\  ^\  ^S  ^9  ^tc-  d^^  le$  formules  du  n*  précédent.  On  y  parvient  aisé- 
ment par  la  trigonométrie  sphérique^  au  moyen  des  fbrmtiles  désignées 
par  (JB)y  dans  le  chap.  H  de  mon  Traité  éléfheMairè  de  Trigonométrie  et 
d^ application  de  t  Algèbre  à  la  Géométrie;  mais  pour  ne  rien  supposer 
d'étranger  à  ce  qui  précède  >  je  suivrai  une  autre  marche. 

Premièrement  9  l'angle  formé  par  le  plan  des  tu  et  celui  des  x^ , 
étant  le  même  que  l'angle  compris  entre  lesaxes  des  (^et  des  ^.  qui  leur 
sont  perpetidicufaires^  on  a 

cosc*s=:cos9    (I). 

Secondement^  comme  sur  le  plan  des  xj  onB  z^sOy  $on  équation^ 
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par  rapport  aux  coordonnées  t^  u  et  i^,  sera 

t  COS  «"  +  M  COS  A*  -f-  ^  COS  C*  =r  O  , 

et  celle  -de  la  droite  ^E,  sur  laquelle  on  a  c^=  o,  sera  par  consé- 
quent 

t  cos«'+  u  cosb"  =  0; 

maïs  cette  droite  fait  au-dessous  de  Taxe  des  t,  par  rapport  à  celui  des  u 
Tangle  —  ^  :  on  aura  donc 

COS  a*  ^  ,-_. 

pj=  — tangcp       (II). 


C08 


Troisièmement ^  Taxe  des  x  faisant  avec  ceux  des  t,  des  u  et  des  u 
les  .angles  c^y  h\  c\  tandis  que  la  ligne  AE  fait  avec  les  mêmes  axes 
des  angles  —  <p,  i^  +  cp,  i%  si  l'on  substitue  ces  derniers  angles  au 
lieu  de  a,  h,  Cy  dans  Texpression 

COS  F  =  COS  a  COS  ^  +  cos  6  cos  V  +  cos  c  cos  d  (a85) , 

elle  donnera  le  cosinus  de  langle  EAx)  l'on  aura  par  conséquent 

cos  ^  cos  d  —  sîn  ^  cos V  =  cos  %[/       (III)  , 

et  pour  achever  la  détermination  des  angles  a',  Vy  c'y  a' y  etc. ,  il  ne  s^agîra 
plus  que  de  combiner  les  équations  (I),  (II)  et  (III)  avec  les  six  équa- 
tions (i)  et  (2)  du  n*  290,  traduites  en  lignes  trigonométriques  (a94). 
Les  calculs  deviennent  plus  uniformes  lorsqu'on  emploie  l'expres- 
sion immédiate  de  l'angle  que  la  droite  AE  fait  avec  l'axe  des  j*,  et 
qui  est  i^  —  4;.  Cet  âxe  faisant  avec  ceux  des  ty  des  u  et  des  p^  les 
angles  (fy  Vy  c%  on  aura  l'équation 

cos  a  cos  (f  +  cos  b  cos  b^  -f*  cos  c  cos  c'  =  sîn  >L  j 

et  mettant  pour  les  angles  ay  b,  c  leur  valeur^  il  viendra 

cos  ^  cos  a'  —  sig^  ços  y  =  sin  >|^        (IV), 

Les  équations  (I)  et  (EL)  changent  l'équation 

cos  a**  +  cos  b**  -f-  cos  c^^zszi; 

en      cosA^*(i+tang(p*)  +  cos6*=  I,  d'où  cosA'^ssdbsînflcos^  : 

choisissant  celle  de  ces  deux  valeurs  dont  le  signe  s'accorde  avec  la 
figure^  on  en  conclût  la  valeur  de  cos  a"!;  et  l'ou  a 

I.  68 
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cos  c*  =r  cosfl. 
cos  b*  =  sin  ô  cos  ç , 
cos  i^  =  sin  ô  sin  9  ^ 
Par  ces  valeurs  l'équation 

cos  d  cos  cT  +  cos  V  cos  h*  +  cos  c/  cos  ^^  =;=  o, 
devient 

sinO  sin  ^  cosa'  +  sinG  cos  ^  cos  V  +  cos  fl  cosc^=  o,   * 
ou  sin  ©  cos  d  +  cos  ^  cos  ^'  = r-^  cos  ci 

et  combinant  cette  dernière  avec  Téquation  (UI)  ,  pour  en  éliminer 
successivement  cos  V  et  cos  cl^  on  trouvera 

cos  a'  =       cos  %[/  cos  (p  — •  -r-g-  sin  ^  cos  c\ 
cos  i'  =  —  cos^|/  sin  ^ r-y  cos  ^  cosc'; 

Substituant  ces  valeurs  dans  Téquation 

cos  a'*^  +  co*  ^'*  +  C05  ^''  =  ï  ^ 
celle-ci  devient^  après  les  réductions, 

cos  •>[/' -h -jT^^  cos  c'' +  cos  c  •  =:  I ,  d'où  cos«^  =  db$m9sin4: 

de  là  on  déduit  les  valeurs  de  cos  a'  et  de  cos^';  et  Ton  a 

cos  c  =        sin  6  sin  ^|/  y 

cos  4'  =  —  cos  >|/  sîn  ^  —  cos  ô  sin  \  cos  ^  , 

cos  ci  r=:        cos  >[/  COS  ^  -—  o^s  &  sin  •>[/  sin  ^. 

Pour  déterminer    cos  «',  cosi%  cosc%  il  faudra  combiner  Téqna- 
tion  (IV)  avec  les  équations 

cos  J  cos  a*  +  cos  V  cos  i*  -f-  cos  c'  cos  c'  =s  o, 

cos  û''  +  cos  V^  -j-  cos  c**  =  I  , 

système  qui  ne  diiïere  de  celui  que  j'ai  employé  ci-dessus,   qu'en  ce 
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i]ue  a'y  b'j  c'  ont  pris  la  place  de  dy  h\  c\  et  sia  >[/  celle  de  cos  %}/  : 
on  aura  donc^  sans  calcul^ 

ces  a  =       sui  •vL  ces  ®  — •  -r—r-  sin  ^  cos  c' 

«If  •      t      •     ^  cos  d  • 

cos  b  =  •—  sm  -vL  sm  ^ z—r-  cos  (P  cps  c  ,     . 

sîn^'  -4-  "^jr  cos  c'*  -f-  cos  c"^  =s=  r  ,    d'où  *  cos  c'  =  db  siufl  cos  4  ; 
et  de  là  on  déduira 

cos  c^  =  —  sin  ô  cos  -x}/  ^ 

cos  i*  =  —  sin'>|/  sin^  -f-  cos  9  sin 4/  cos  (f  , 

cos  a'  =       sin^|/  cos  ^  -f-  cos  fl  cos^/  sin  ç  (*). 

En  rassemblant  les  neuf  râleurs  obtenues  dans  cet  article ,  on  aura 

œ=-t  (coS'^J'  cos^  —  cosfl  sin>[/  sin(p)  î 

—  M  (  cos  >!/  sin  ^  +  cos  6  sin%[/  cos  ^  )  ^  , 
4- 1^  sin  fl  sin  %[/  ) 

^  =  £  (  sin  •>(/  cos  ç  +  cos  fl  cos  >(/  sin  ^)  j 

—  w  (sin  4^  sin  ^  —  cosfl  cos%j/  cos  ^)  ; , 

—  (^  sin  0  cos  >{^  ) 

s  =  £  sin  9  sin  ^ 
+  2^  sin  0  cos  9 
4-  ^ cosfl 

Le  procédé  par  lequel  on  déduit^  dans  le  n*  :19a  ^  les  expressions 
des  coordonnées  f^  u  et  p,  de  celles  des  coordonnées  x^j  et  z^  s'ap- 
pliquerait aux  formules  ci-dessus  ;  et  on  peut  d'ailleurs  écrire  sur- 
le-champ  les  résultats ,  en  substituant ,  au  lieu  de  m\  n\  p\  m'^  etc. , 
les  valeurs  trouvées  pour  cos  a' y  cos  b'^  cos  c'y  cos  â%  etc. 


(*)  Il  n'est  peut  être  pas  inutile  d^obserrer  qu'on  parvient  tout  de  suite  à  ces  expres- 
sions^ en  traduisant  dans  les  dénominations  actuelles ,  quelques-unes  des  relations  rap« 
portées  sur  la  page  bZ%\  savoir  : 

ifTp'  —  jTrL  ^  Im"  ^  qui  C  cos &■'  cosc'  —  oos c*  cos  V  =  cos  o', 
m'ff — p^nî'zrzin'  >  reviennent  /cos  a'  cosc*— cosc' co8a*:=  cos4*, 
m'n''^  n'm'  =  ^^   ;  à  (cos  a*  cos  b'  —  cos  6*  cos  a'  =3  cos  c" , 

puisque  /=  1  :  il  ay  a  plus  qu*à  substituer  les  valeurs  déjà  trouvées,  et  faire  quel- 
ques réductions  faciles  à  apperceyoir. 
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agS-  C'est  par  trois  transformations  successives  qu'Ëuler  parvient  aux 
formules  de  l'article  précédent.  Il  prend  d'abord  sur  le  plan  des  jcjr  deux 
FIG.68  nouveaux  axes;  savoir  la  ligne  AE  yjig.  68 ,  intersection  du  plan  des 
tu  y  avec  celui  des  xjr  y  et  la  droite  AFy  projection  de  l'axe  Av  sur  le 
plan  des  xj  ^  laquelle  est  perpendiculaire  sur  AE.  En  nommant  f  et  i! 
les  coordonnées  parallèles  à  ces  nouveaux  axes^  et  déterminant  les 
angles  coinpris  entre  leurs  parties  positives  et  celles  des  axeis  primitifs^ 
on  aura 

d'où  (182)     .    x=if  cosEAx 4- tt'  cos FAx  =:  t' cos^  +tt' sin-4/ , 
y=^f  cos  EAj  H-  il  cos  FAy  =  it  sin  '^^  —  i!co%'\. 

Par  cette  transformation  ^  les  points  de  l'espace  sont  rapportés  anx 
deux  nouvelles  coordonnées  f  ^  it  ^  qui  sont  encore  dans  le  plan  des 
jry,  et  à  la  coordonnée  primitive  z;  cette  dernière  est  comprise  dans 
le  plan  FAv  perpendiculaire  à  la  droite  AE ,  et  ce  plan  rencontre  le 
plan  AtUy  suivant  une  droite  AG  perpendiculaire  en  même  temps  aux 
droites  AE  et  As?  :  Euler  en  conséquence  substitue  les  lignes  AG  et 
Av  aux  axes  AF  et  Azy  et  transforme  ainsi  les  coordonnées  jî  et  z  ea 
deux  autres,  li  eS.  s^y  qui  sont  encore  perpendiculaires  entre  elles.  Ici, 

vAz:=i^y      C^jP=l»~fl,      G^J2=I^  — ô,      GAF=2^--^6y 

u'  =  u'  cos  GAF+  V  cos  vAF\=l  —  a'  cos  9  +  p  sin  9 , 
2  =  «'  cos  GAz  +  p  cos  vAz  =      li'  sin  0  -f-  p  cos  fl. 

Voilà  maintenant  les  points  de  l'espace  .rapportés  aux  trois  coordon- 
nées f  y  li  el  \^\  les  deux  premières,  parallèles  aux  axes  AE  et  AG, 
étant  dans  le  plan  A  tu  y  peuvent  se  transformer  en  /  et  en  li  qui  sont 
dans  le  ménie  plan  ;  et  l'on  a 

tAEz=i<Py    uAE=:V^^y    tAGz=iV^(py    uAG  =  (p, 

t'=  t  cos  tAE  +  u  Cos  uAE  =  t  cos  (p  —  m  sin  ^  , 
tt'=  t  cos  tAG  -f-  2^  cos  uAG  =  t  sin^  ^^  u  cos  ^. 

U  ne  s'agit  plus  que  de  substituer  la  valeur  de  w'  dans  celles  de  s 
et  de  tt%  puis  cette  dernière  et  celle  de  i'  dans  celles  de  x  et  de  j, 
pour  avoir  les  expressions  des  coordonnées  primitives  Xy  j  et  Zy  au 
moyen  des  nouvelles  coordonnées  t,  u  et  t^.  Celte  manière^  si  simple, 
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d'obtenir  les  formules  de  la  page  53g ,  a  été  suivie  par  M.  Lagraiige, 
dans  sa  Mécanique  analjrtique ,  et  ensuite  par  M.  Laplace  y  dans  ia 
Méamique  céleste. 


296.  Ces  formules  ne  renferment  que  trois  quantités  constantes;  il  &iu- 
drait^  ainsi  qu'on  Ta  vu,  n*  290,  en  ajouter  trois  autres,  pour  changer  Tori-  ' 
gine  des  coordonnées  en  même  temps  que  la  direction  des  axes  ;  ainsi 
il  y  aurait  en  tout  six  quantités  à  déterminer  ,  pour  passer  d'un  système 
de  coordonnées  rectangulaires  à  un  autre  de  la  même  nature.  On  voit 
par  là  que  l'équation  d'une  surface ,  considérée  de  la  manière  la  plus 
générale,  ne  peut  renfermer  au  plus  que  six  constantes  qui  soient  liées  à 
sa  position  par  rapport  aux  axes  des  coordonnées  ;  et  comme  les  expres- 
sions des  variables  jc,^,  z,  ne  contiennent  ty  u  ei  v  qu'au  premier 
degré,  cette  transformation  ne  changera  pas  le  degré  de  l'équation 
proposée. 

U  suit  encore  de  là,  que  la  ligne  qui  est  l'intersecdon  d'une  sur- 
face courbe  quelconque  par  un  plan ,  ne  peut  avoir  une  équation 
d'un  degré  plus  élevé  que  celui  de  l'équation  de  cette  surface  ; 
car  en  transformant  les  coordonnées  de  manière  que  le  plan  coupant 
soit  celui  des  tu  y  par  exemple,  comme  (^  =  o«dans  tous  les  points 
de  ce  plan,  il  sufiira  de  faire  aussi  t^  =  o,  dans  l'équation  trans- 
formée de  la  surface  courbe ,  pour  obtenir  celle  de  leur  commune 
section,  qui  ne  pourra  par  conséquent  s'élever  au-delà  du  degré  de 
l'équation  de  cette  surface. 

Cette  transformation  s'exécutera  très-simplement,  en  commençant 
par  transporter  l'origine  des  coordonnées  au  point  où  le  plan  coupant 
rencontre  Taxe  des  or,  ce  qui  se  réduit  à  augmenter  ou  diminuer  cette 
variable  d'une  quantité  constante  ;  et  si  aucune  condition  particulière 
ne  détermine  le  choix  de  nouveaux  axes ,  on  prendra  la  ligne  j4E 
pour  axe  des  ty  afin  que  ^  soit  nul  :  posant  en  même  temps  i^s=o, 
les  formules  de  la  page  53g ,  se  réduiront  à 

X  =2  t  cos  «4/  —  u  cos  ô  sin  4^ , 
^  =  /  sin  %|/  H-  M  cos  6  cos  >}/, 
z  =  u  sin  9. 

La  substitution  de  ces  valeurs  donnera  immédiatement  l'équation  de 
l'intersection  de  la  surface  et  du  plan ,  considérée  dans  ce  plan  même. 
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297.  On  transforme  aussi  en  coordonnées  polaires  les  coordoimées 

rectangles  dun  point  quelconque  de  l'espace.  On  imagine  un  rayon 

FiG.  6f.  vecteur  JMyfig.  64,  et  pour  en  fixer  la  position^  on  emploie  l'angle 

MAM'  qu'il  fait  avec  sa  projection  sur  le   plan  BAC  y  puis  l'angle 

M'AB  que  cette  projection  fait  avec  l'axe  AB  :  il  vient  alors 

MiW  =:AMsin  MAM' ,    A  M'  =  A  M  cos  M  A  M' , 
PM'  z=zAM'smM'AB,    AP   z=AM' cos  M'AB; 

et  posant 

AMz^r,    MAM'^9,    M'AB=^J^, 

on  obtient 

r  =  \/j?+^'*+  z*,  2  =  rsin^,^=rcos^  sin4',  j:  =  rcos^cos>{/. 

Les  angles  ^  et  -^  ont  aipec  les  angles  a,  b^  Cy  compris  entre  AM 
et  les  axes  AB^  ACj  AD  ^  des  relations  qu'il  estbon  de  connaître. 
On  voit  d'abord  que  l'angle  ^  est  complément  de  l'angle  c  ;  ensnite  on 
tira  des  formtdes  ci-dessus 


et  si  l'on  compare  ces  résultats  avec  les  équations 

y  ^^^  co«  h        X  ^^^  cos  a  ^  /%   % 
z  *""  cos  c  '      s  "*"  cos  c  ^  ^^  * 
il  viendra 

cos  c  s=  sîn  9  ^    cos  ^  =s  cos  ^  sin  >[/,    cos  a  s=  cos  f)  COS'^^  ^' 

expressions  qui  satisfont  encore  à  la  condition 

cos  a* -f- cos  6*  +  cos  <:*=::  I. 


Detiurfaces     ^98.  Lcs  surfaces^  de  même  que  les  lignes^  se  divisent  en  ordres^ 
dujccond  or-  suivant  le  degré  de  leurs  équations  ;  le  plan  est  la  sur&ice  du  premier 
ordre ,  parce  que  son  équation  ne  monte  qu'au  premier  degré.  Les 
surÊices  du  second  ordre  sont  toutes  comprises  dans  l'équation 

Aj^  ^Bj^J^  Cz"^  +  :kD3Cf  +  !xExz  -f-  nFyz  j 

+  Z        5 
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qui  est  la  plus  générale  qu'on  puisse  former  dans  le  second  degré  ^ 
avec  les  trois  indéterminées  x  y  jr  et  z.  -    ^ 

En  résolvant  cette  équation  par  rapport  à  lune  d'elles^  ;$  par  exemple  y 
on  trouvera 

;,— «.^^±^±^dzl  v/[(E*— ^C)  x'+  (F-—BCr)j^+2(EF-CD)  xy 

Ce  résultat  nous  apprend  qu'au  même  point  du  plan  des  x  et^^  ré- 
pondent deux  points  sur^  la  surface  proposée ,  et  que  par  conséquent 
chacune  des  valeurs  dé  z  produit^  par  la  substitution  de  toutes  les  va- 
leurs possibles  de  a:  et  de  ^^  une  portion  de  surface  qui  est,  par 
rapport  à  la  surface  totale ,  ce  que  sont  les  branches  d  une  courbe  à 
regard  de  cette,  courbe  :  je  donnerai  à  ces  portions  le  nom  de  nappes. 
On  remarquera  d'abord  que  la  partie  rationnelle  de  la  valeur  de  z^ 
exprime  l'ordonnée  d'un  plan  qui  partage  la  surface  en  deux  parties 
symétriques  ;  car  si  on  faisait  partir  de  ce  plan  les  ordonnées  de  la 
surface^  eu  posant 

l'indéterminée  u  aurait  deux  valeurs  égales  ^  Tune  positive  et  l'autre 
négative.  Le  plan  dont  il  s'agit  est  doue ,  à  l'égard  des  surfaces  da 
second  degré,  ce  qu'est  un  diamètre  par  rapport  aux  courbes  die  ce 
degré. 

On  se  ferait  difficilement  l'idée  de  la  forme  que  doit  affecter  une 
surface  dont  on  a  l'équation  ,  si  on  n'en  considérait  que  des  points 
isolés;  mais  au  lieu  de  cela,  on  imagine  une  inGnité  de  sections  faites 
dans  cette  surface  par  des  plans ,  que  pour  plus  de  simplicité  on  prend 
parallèles  à  l'un  des  plans  coordonnés  :  les  cours  de  ces  diverses  courbes 
étant  connus,  leur  continuité  fait  concevoir  la  forme  de  la  surface  pro-^ 
poâee.    •         .    - 

JLa  nature  même  des  équations  à  trois  indéterminées  conduit  h  ce 
procédé;  car  en  regardant  2,  par  exemple,  comme  une  fonction  de  x 
et  éiejr,  pour  en  trouver  avec  ordre  les  diflerentes  valeurs,  il  faut, 
lorsqu'on  a  donné  une  valeur  arbitraire  à  Ja  variable  indépendante  x, 
y  faire  correspondre  toutes  celles  qu'on  peut  donner  en  même  temps 
à  l'autre  variable  indépendante^  ,  et  de  là  résultera  pour  la  même 
valeur  de  x ,  une  suite  infinie  de  valeurs  de  z.  Concevant  la  même  chose 
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pour  chaque  râleur  de  jc,  il  en  naîtra  un  nombre  infini  de  ces  suites; 
et  il  est  aisé  de  voir  que  chacune  d'elles  re'pond  à  une  section  faite  par 
un  plan  parallèle  à  celui  àesj,  Zy  puisqu'on  y  suppose  x  constant  (^75). 
La  table  ci-dessous  fera  saisir  parfaitement  les  relations  quonl 
entre  elles  les  suites  dont  on  vient  de  parler. 
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désignent  les  différentes  valeurs  données  à  la  va- 
riable Xy  et  y,  y,  y  y  f\..  celles  de  7,  qui  sont  absolument  in- 
dépendantes des  premières  ;  les  z  contenus  dans  chaque  bande  hori- 
zontale ^  forment  la  suite  des  valeurs  que  reçoit  cette  fonction ,  par 
la  combinaison  de  toutes  les  valeurs  possibles  de  je  avec  la  valeur 
de  Xy  placée  à  la  tète  de  cette  bande.  On  pourrait  considérer  aussi  la  table 
précédente  par  colonnes;  on  jurait  alors  dans  chacune ^  la* suite  des 
valeurs  de  2 ,  qui  résultent  de  la  combinaison  d^une  mên^e  valeur  de/ 
avec  toutes  les  valeurs  possibles  de  x  (*). 

pn  faisant  a:  sss  q  «dans  Téquatiop  {a)  y  elle  se  réduira  à 

By-^  Cz*+  2Fj^z+2Hj'  +  2Kz  -4-  Z  =  o, 

iéquation  qui  appartient  à  la  ligne  du  second  ordre  y  suivant  laquelle 


(^)  Cette  table  est  du  genre  de  celles  que  Ton  nomme  tables  à  double  entrée\  parct 
qpe  pour  y  trouver  les  nombres  qu'elles  doivent  donner ,  il  fant  en  connaître  deux 
autres;  savoir^  1^  n°  de  la  J^ande  et  celui  de  la  colonne  où  se  trouve  la  case  cherchée. 
Les  tables  à  double  entrée  répondent  à  des  si^açes^  tandis  que  les  tables  ordinairei, 
ou  JL  simple  entrée,  répondent  à  des  lignef«  ^ 
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la  surfiice  pr<^osée  rencontre  le  plan  des  jz.  Donnant  ensuite  à  x 
^ans  rëquation  (a)  différentes  valeurs  déterminées^  il  en  naitra  encore 
des  lignes  du  second  ordre  ^  situées  dans  des  plans  parallèles  au  pre- 
mier. En  faisant  j^ssso  dans  Téquation  (a)^  on  obtiendrait  celle  de 
la  ligne  du  second  ordre  qui  serait  la  section  de  la  surface  proposée 
{Mir  le  plan  des  x%\  donnant  ensuite^  j^  différentes  valeurs  déter- 
minées, on  trouverait  successivement  toutes  les  sections  parallèles  à 
celle-ci/  C'est  par  les  limites  de  ces  diverses  sections  qu'on  reconnaî- 
trait celles  de  la  sur&ce  proposée;  mais  avant  d'entrer  dans  ces  détails, 
il  faut  simplifier  Téquation  (a)  qui,  en  changeant  convenablement  la 
situation  des  plans  coordonnés,  peut  se  réduire  beaucoup  sans  perdre 
de  sa  généralité  :  car  une  surface  a,  comme  une  ligne,  une  infinité  . 
d'équations  différentes,  suivant  les  diverses  situations  des  axes  auxquels 
on  la  rapporte. 


^  aGx  +  2lfy  +2Kz   )=so...(a)j 


099.  Reprenons  l'équation  générale  des  Surfaces  du  second  o  dre 

1- 

ttùisouxssaf'^;  y^f-^^,  ssssff^y,  il  viendra 

jjf* + Bf  +  ct" + »D3/y + «£j/«r  4.  a/y  i'  ) 

An  moyen  des  trois  quantités  arbitran«s  u,  fi,  y,  on  fera  disparaitre 
les  termes  affectés  de  x',  f,  a',  dans  la  seconde  ligne ,  si  l'on  pose 
les  équations    . 

^«  4-  />i8  +  ^j.  -f-  G  sas  o  J 

^/3  H- 7?«  +  fV  H- iT  s=s  o  J 0). 

C>  H-  -S*  -f-  ^i^  4-  ^  ~  o  ' 

En  nnltipUant  la  première  de  cdles-ci  par  « ,  la  setonde  par  fi , 
là  troisième  par  j^,  et  faisant  la  somme  des  produits  pour  la  retran- 
cher de  l'équation  (a),  après  en  avoir  effacé  la  seconde  ligné  ,  il  restera 

^x"  +  B/*  4-  ^»"  4-  iDr^y  4-  ^BaTz'  +  a/y*'l  _  ... 

I.  s  ^ 


Digitized  by 


Google 


546  CHAP.  V-  DES  SURFACES  COURBES 

.    Nous  n'avons  encore  changé  que  la  position  de  Forigine  (ago)  | 

donnons  xnaiotenant  aux  axes  une  autre  direction  ^  en  substituant 

à  la  place  des  coordonnées  x',  j/^  sf  :  nous  aurons  un  résultat  de 
la  forme 

et  comme  en  supposant  les  nouTelles  coordonnées  rectangulaires^  U 
reste  encore  trois  arbitraires  parmi  les  neuf  quantités  m',  n',p\  nfy  etc., 
nous  pourrons  en  disposer  pour  £ùre  disparaître  trois  termes  dans 
l'équation  ci-dessus.  La  supposition  de 

2y  =  o,       £'5=0,       -Ps=0......(2); 

la  réduit  à 

AC^Bu^^  C^^  Z'  =s  0 [ft). 


3oo.  n  £iudrait  maintenant  examiner  si  les  deux  transformations 
indiquées  ci-dessus  ,  sont  toujours  possibles.  La  première  y  qui  ne  dé- 
pend que  des  équations  (1)  où  les  inconnues  ne  passent  pas  le  pre- 
mier degré  y  ne  peut  souffrir  d'exception  que  dans  le  cas  ou  le  déno- 
minateur de  ces  inconnues  deviendrait  nul  ^  c'est-4t-dire,  si  Ton  avait 
«ntre  les  coefiiciens  de  Féquation  {a)  y  la  relation 

ABC^JF^+ta)EF^CJ>^Bt>:=zOy 


Soi.  a  regard  de  la  seconde  transformation^  il  faut  s'assurer  sieUe 
est  toujours  possible  en  quantités  réelles^  parce  que  les  équations  dont 
elle  dépend  passent  le  premier  degré.  Euler  n'en  a  point  donné  de 
démonstration  directe;  'M.  Bîot,  dans  son  Essai  de  Géométrie  ana-^^ 
ly tique  ^  y  a  suppléé  par  des  calculs  fort  élégaiis ,  établis  sur  les 
formule*  d«s  not  .291 ,  293  ;  mais  comme  ils  ne  mènent  pas  si  près 
de  la  détermination  complète  de  la  position  des  nouveaux  axes  , 
que  le  procédé  employé  par  MM.  Hachette  et  Poisson  ^  à  la  suite 
d'un  Mémoire  sur  les  surfaces  du  second  degré  y  ce  procédé  sera 
celui  auquel  je  m'arrêterai.  On  y  fait  usage  des  formules  de  la 
page  559^  dans  lesqueltea  on  suj^pose  l'angle  ^  :=  o  ;  c'est*à-dire  qu'on 
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prend  jiE  pour  Taxe  des  t ,  afin  de  n'avoir  d'abord  à  déterminer  que 
les  deux  angles  •>[/  et  0,  ce  qui  réduit  les  formules  citées ,  à 

j^  s=  <  iBia  4^  4*  M  ces 6  cos^|/ <^  (^  sinO  co9>[/ , 
/  £=susin0  +  ^  CQs8; 

et  puisqu'il  n'y  reste  que  deux  quantités  arbitraires^  on  ne  peut  £dre 
disparaître  par  leur  moyen  que  deux  termes  dans  la  transformée  de; 
l'équation  (^);  nous  choisirons  ceux  qui  sont  affectés  des  produits  tu 
et  uu.  Si  l'on  ne  développe  des  valeurs  de  x'%^'%  z'*,  afy^  odii  ^  f^ , 
que  les  termes  multipliés  par  les  produits  tv  et  uu  ^  on  aura 

x'*  =      3/p  sîn  6  sîn  ^^  ces  4^  ^—  %w  sin  fl  cos  0  sin4^*  +.  etc. ,  * 
y '  =x  — -  a^p  sin  G  sin  4^  cos  \  —  ^2^^  sin  6  cos 6  cos^*  +  etc.  ^ 

a^*=aB  ;3IM'Sin0COsO  +  ClC. , 

aA<;^s=:^*2/('(sinGcos4'-*-8in0  sin4*)-f-:»ip.asinGcos0  sîn  4  cos  44-e  le. 
aj/j5'=      ^iu  COS0  cos 4  "^  ^^^  (cos  0*  sin4  —  sin  G*  sin  4 )  +  elc, , 
a;^^'=      o^iu  cosG  sin  4^  +  awp  (cos  G*  cos^l/— cos  G*  cos  4  )  +  ctc. 

Substituant  ces  résultats  dans  l'équation  {U")  y  et  égalant  à  zéro  le  mul- 
tiplicateur de  tu  et  celui  de  uu,  on  aura^  «n  rassemblant  les  termes  affectés 
de  sin  G  et  de  cosG^  les  équations 

[(-^— iB)sîn4/C0s4H-/?(sîn4*— cos4»)]sinG  )  .,. 

+  (^cos4.H-Fsîn4)  cosG  J  ~^*  •  •  ^^^' 

—  (-^8in4*H-^coa4*— ^^sin4co84— C)*™Gco§GV 

+  (£sin4~jPcos4)  (sinO-— COS0*)  1  ~^*  •  *  ^^^' 

En  divisant  la  première  p^  cosO,*  on  en  tire 

«Ûg''—  (5_^ein4cof4— Z)(iia4*— C084*)* 

la  seconde  étant  divisée  par  sin  G  cosO^  devient 

--rf  sin  4»4-  J9cot4*  — aZ>ftin4cos4  --Css  (^8În4— ^cos4/tang0— ~^^  ;^ 

et  en  7  substituant  la  yaleur  précédente  de  tang  9^  puis  fitisant  disparaître 
les  dénominateurs ,  on  en  déduit 
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[-^sin4'*Hr5cos«4/*-^aZ?8ia4'COs4'-^^]  j 

équation  qui  ddit  déterminer  l'angle  -^f.  On  y  introdakia  tmgeate,  aa 
lieu  du  sinus  et  du  cosinus^  en  fiû^ant 


taDg4s=9>  d'où  tin-^SSi-ySssSf  C08««|r 


et  par  la  anbstitution  de  ces  Talcfirs^  il  Tient 

On  peut  d'aBord  supprimer  au  diviseur  (i4-^) Vi+^j  eomme 
facteur  commun ,  et  mettre  ensuite  r«qaation  sons  la  forme 

((J?-^y-J(y-.)){(£-).J»)[-V+»-'°?_c]l 

les  opéraiioas  iadicpées  dans  fe  facteur 

étant  effectuées,  il  se  réduit  à 

cl  Téqualion  finale  est 

^(Eç^F)(E^Fçy}^^^^' 

Celle  équation  étant  du  trpisièm.e  degré^  et  Tequalion  qui  donne  tango 
étant  du  premier  y  les  angles  4  et  0  sont  donc  susceplililcs  au  hmmos 
d'une  détermination  r,éeUe.  Par  leur  moyen  on  aura  transformé  Féqua- 
tîod  (//)  en 

cl  pour  faipe  disparaître  le  terme  affecté  de  ut,  il  snOJra  de  transformer  les 
coordonnées  a  et  /,  dans  le  plan  qui  leur  est  commun^  en  posant 
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tssifcoif^i/aia^,    «ss^sin^  +  M'cosf  (183). 

La  nipiMression  du  terme  affecté  de  fi/,  qui  réduira  la  nouvelle  trans- 
formée à  w#'ï'*-H^«'«^-^»^-H£'a=o,  fournira  pour  détehnioer. 
Taagle  9,  l'équation 

équivalente  à 

l(B'  —  A^  sin ip -^ ly  cas ap  sa  o , 

d'où  l'on  déduira  enfin 

on  pourra  donc  passer ^  en  quantités  réelles,  de  la  transfotmée  {</),  • 
une  équalioii  de  la  forme 

5o2.  Examinons  maintenaiit  les  propiiétës  de  la  trafiisformée 

elle  est  symétrique  pac. rapport  aux  trois  coordonnées  t,  u  ei  i^ ,  et 
donne  pour  l'une  quelconque  de  ces  variables  deux  valeurs  qui  ne  dif- 
férent que  par  leur  signe.  Il  suit  de  là  que  les  plans  coordonnés  sont 
des  plans  diamétraux-  de  la  surface  proposée  (39S);  mais  ik  ont  cela 
de  particulier 9  qu!ib  sont  perpendiculaires  à  leurs- ordonnées;- et  Ofi 
peut  conclure  du  n*  précédent ,  qu'il  n'y  a  que  ces  plans  qui  jouissent 
de  cette  propriété.  £n  effet  la  possibilité  de  la  trausformatiou  des  ^c'^y, 
g^  en  iy  u  et  î^j  montre  qn'il  en  existe  au  moins  trois;  qiais,  par  la 
dernière  équaftion  4e  la  puge  précédente  ^  obtenue  en  faisant  évanouir 
les  termes  où  ^  n'entre  q«'a»  premier  degré  ^  la  sor^çe  est  rapportée  a 
un  plan  diamétral  perpendiculaire  k  cette  ordonnée  ^  et  comme  ^mos  cette 
transformation  on  ne  s'est  pas  imposé  d'autre  condition^  il  est  évident 
qu'elle  doit  conduire  à  tous  les  plans  diamétraux  qui  peuvent  ^tre  per^ 
penaiculaires  à  leurs  ordonnées.  Or  le  nombre  ^le  ces  plans  ne  dépend 
que  de  celui  des  valeurs  de  ^^  puisque  tangO  est  donnée  par  une  équa- 
iioï)  du  premier  degré;  et  celle  qui  détermine  9  montant  au  troisième 
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degré  9  il  s'ensuit  que-  les  plans  diamëlianx.  ne  peuvent .  être  en 
nombre  plus  grand  que  trois  ^  et  que  Téquation  qui  les  donne  a  toutes 
ses  racines  réelles. 

La  transformée  (a*)  est  encore  telle ,  que  si  trois  valeurs'  ï=a  ,  tt===^, 
u;^=zyy  de  signes  quelconques^  la  vérifient ,  ces  valeurs,  prises  avec  des* 
signes  contraires ^  y  satisferont  également  :  or^  dans  l'un  et  {autre  cas^ 
ces  valeurs  appartiennent  à  la  oroite  ayant  pour  équations  yt:=:aLv^ 
yuzsz^if  (^7^)9  ^^  désignent  ses  intersections  avec  la  sur&oe  proposée  > 
ainsi  ces  intersections  sont  à  égale  distance  de  Torigine  des  coordon- 
nées. Il  suit  de  là  que  toute  droite  qui  traverse  la  surface  ^  en  passant 
par  Forigine  des  coordonnées ,  est  coupée  en  deux  parties  égales 
à  cette  origine ,  qui  pap  conséquent  est  le  centre  de  la  surface  ; 
la  droite  en  est  un  diamètre.  On  voit  aussi  par  là  que  la  première  trans- 
formation  y  par  laquelle  on  passe  de  Téquation  (a)  à  l'équatioEi  (1/),  ue 
peiit  s'effectuer  qu'à  l'égard  des  surfaces  du  second  degré  qui  ont  ua 
tentre ,  et  que  ces «urfaces  sont  les  seules  comprises  dans  Téquation (a). 


SoS.  Toutes  les  formes  que  t>eut  prendre  Téquation  (a^,  par  les 
diverses   combinaisons  de  signes   dea  jcoastantet  qn'^^  raafenne  ^ 

rentrent  dans  lune  des  suivantes  : 

•  • .  •  • 

^r  H-  JTu*  4.  C't.*  -h  Z'  =  o, 

J't^  ^  ffu*  +  C*i^*  ~  Z'  =:  O  i 
^'i*  4-  ^a-  —  CTi;»  —  X' 5i=  O, 
^<*  —  ^a»  —  Cp*  —  Z'  M  o  , 

dans  lesquelles  sont  compris  les  cas  particuliers  où  ^ekpeiHmes  des 
constantes  s'évanouissent 

Là  première  de  ces  formes  ne  signifie  rien,  puisqnVDc  ne  donnerait 
que  des  valeikr$  imaginaires  po«r  l'une  ^elconque  des  cooidonnées^ 
excepté  le  cas  où  Z'a=o:  on  y  satisferait  aliMrs^.  en  frisant  ^=0  » 
u=zo,  f  SSO9  et  elle  indiqnerait  par  qanséqnent.rarigipe  des  coor- 
données. ... 

Pour  connaître  la  forme  des  sarfixes  auxquelles  peut  .iipparlenu* 
réquation 

A'e  +  JS'a»  -f.  Ci^  —  L'  s=s  0/  • 

il  âtnt  considérer  leurs  sections  par  des  plans  parallèles  à  Tun  des  plans 
coordonnés.  Je  choisis  celles  qui  le  sont  au  plan  des  ô(^,  et  regardant  t 
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comme  constant^  je  fais,  pour  abréger,  L'  —  J'^tsK*;  il  viept 

équation  à  une  ellipse  dont  le  centre  est  sur  IW  des  «,  et  dont  Us 
axes,  qui  ont  pour  expressions-^,  -i^,  sont  respectivement  pa- 
rallèles à  ceux  des  «  et  des  v.  Elle  se  construirait  en  prenant  sur  la  droite 
-t^B,  axe  des  t,Jig.  69,  JPss.t,  et  tirant  parallèlement  aux  droites  "<*•  <&• 
JÇ  et  JD,  axes  des  m  et  des  c,  des  lignes  PO=-iL..  PRss-^ 

sur  lesquelles  on  décrirait  une  ellipse  QJRqr. 

.   Les  expressions  des  axes  de  cette  ellipse  changent  avec  la  valeur  de  t, 

ensorle  que  la  sectjpn  se  réduit  à  un  point  lorsque  X=:o,  ce.  ^i  ré- 

pond  a  i^siy  ^^  et  qu'elle  tlevient  la  plnf  grande  possible  quand 

fc=o,  parce  qu'alors  K  étant  égal  à  \/U^  atteiat  son  maximum^  ainsi  que 

les  expressions  des  a^^es  PC  et  PR.  Si  donc  on  prend  AB^=^  l/^ ,  on 

^ura>  sur.  l'axe  des 7  ,  le  sommet  de.k  Sfurface  proposée  ;  et  construisant 

dâiis:le:pknI>^C,surks  axes  AC^\f^^AD^\fjr^  l'eUipse  CDcd, 

ce  sera  la  plus  grande  deS  sections  de  celte  surface,  parallè-  • 
lement:  au  plan  des  w.  Au-**delà  du  point  A^  sur  Ah^  partie  nc- 
gadve  de  l'axe  des  t^  les  sections  vont  en  diminuant,  jusqu'au  point  h  y 
où  elles  se  réduisent  encore  à  un  point  :  elles  sont  d'ailleurs  les  mêmes 
-que  celles  :qai  sont  placées  à  égale  distance  de  l'origine ,  dans  la  partie 
ABy  de  l'axe  des  U  II  est  évident,  par  ce  que  l'on  vient  de  dire,  que 
la  surface  proposée  est  fermée  de  toutes  parts;  que  partout' sa  cohca^ 
'TÎté  est  tournée  vers  Tinférieur^  et  qu'elle  a  deux  sommets  sur  cbacun 
des  axes  coordonnés  :  car.^  outre  les  sommets  B  et  b,  déjà  indiqués , 
ceux  de  la  pins  grande  section  ,  CVcdy  sont  aussi  les  sommets  de  cette 
même  surface. 

Dn  trouverait  iimnédiatemènt  ces  points,  en  chercliant  ceux  on  la 
sur£sice  rencontre  chacun  des  axes,  c'est-à-:dire  en  faisant  soiii^=o'et 
•^  =  0,  soit  J  =  o  ef  pziro,  soit  enfin 'f  =  o  etusso,  dans  l'équation 
de  la  surface.  *  .    '  - 

II  &ùt  remarquer  aussi  que  les  ellipses  QRqr^  parallèles  au  plan  des 
uQy  ont  constamment  deux  de  leurs  sommets  dans-  le  plan  ^BC^  et 
deux  autres  dans  le  plan  ABD.y  Tenscmble  des  premiers  compose  la 
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section  BChc  de  la  surfiice  proposée  par  le  plan  des  to  ^  et  celui  des 
seconds,  la  section  BDbd  de  k  même  sfo&ce,  par  le  ^aa  des  iv; 
de -manière  qae  la  première  de  ces  coQil>es,  répondant  à  i^ss.Oi  a 
pour  équation 

et  la  seconde ,  répondant  à  ursso,  a  ponr  éqoation 

A'l^  -{-  CTi/»  —  Z'  =  o  : 

ce  sont  donc  encore  des  ellipses.  Ces  deux  sections  et  la  section  CDcd^ 
étant  fidtes  par  les  plans  coordonnés  ,  se  nomment  sections  principalss. 
On  doit  observer  que  dans  le  cas  actuel  elles  soiit  réelles  toutes 
trois,  et  donnent  les  plus  grandes  dimensions  de  la  surfiftce  proposée, 
que  r^n  nomme  en  conséî^uence  ellipsoïde. 

Si  deux  des  coefficiens  jty  By  C\  sont  égaux,  R  et  Cp  par  exemple, 
réquation  de  la  sur&ce  proposée  prendra  la  finrme 

ses  sections  parallèles  au  plan  des  uq  ,  auront  alors  pour  équatioa 
»*  -f- 1^*  =5  -p— ,  et  seront  par  conséquent  des  cercles  ayant  leur  centre 

dans  Taxe  des  /,  et  pour  rayons,  les  ordonnées  des  deux  sections  prin* 
.  cipales  BDbd^  BCbc^  qui  sont  dans  ce  cas  deux  ellipses  égales  :  on  doit 
donc  en  conclure  que  la  surface  proposée  est  engendrée  par  la  révo- 
lution de  Tellipse  BDbd,  autour  de  l'axe  JB. 

Lorsqu'on  aura  en  même  temps  jfssBssiO,  féquation  de  la  sur- 
face, devenant  ^*+u*-f»('*=:27>  les  trois  sections  principales  seront 
des  cercles,  et  cette  surface  sera  une  sphère  ay«nt  son  centre  k  Fori* 
ginc  des  coordonnées,  et  son  rayon  égal  1^  y?* 

J'ai  d^fà^dit  que  Téquation  jf^+Bu^-^Ci^sso,  n'indiquait  que 
Forigine  des  coordonnées;  c'est,  pour  ainsi  dire,  la  limité  de  tous  les 
ellipsoïdes,  lorsque  leurs  axes  s'évanouissent.  Quand  un  des  cœflSiciens 
J%  ^,  (?  devient  nu},  l'équation  ne  contenant  plus  que  deux  variables, 
ne  donne  qu'une  courbe  placée  sur  l'un  des  plans  coordonnés;  mais 
celte  courbe  doit  être  considérée  comme  la  base  d'un  cylindre  élevé 
peipendicttlsirément  à  ce  plan.  Par  exemple , 
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^  appartient  à  une  ellipse  tracée  dans  le  plan  des  tu,  déftgoera  de 
cette  maaière  un  cyHndre  ayant  pont  base  cette  ellipse,  et  perpen« 
ificuhâce-à  son  plan.  Les  équations  ui'^ss^L',  Bvfz=,U ,  qae  l'on 
obtiendrait  en  faisant  successivement  x<  =  o,  <=o^  donnant 


=*v/7.  -=±Vf 


3" 

i 

indiquent  chacune  le  système  de  deux  lignes  droites  parallèles  à  Taxe  des  p; 
et  c*est  à  quoi  se  réduisent  les  sections  principales  faites  par  les  plans 
des  iv  et  des  ik^.  Il  est  d'ailleurs  aisé  de  Voir  que  toutes  les  coupes 
parallèles  l  ces  plans  seront  des  lignes  droites  parallèles  aux  précédentes, 
tandis  que  les  coupes  parallèles  au  plan  des  tu ,  seront  égales  à  la  base 
mèfoe  du  cylindre. 


5o-4«  Pktssons  à  Téqtiadon 

J'r  +  S'a*  —  C<^  —  X'  s=  o; 

En  y  regardant  t  comme  constant ,  et  fidsant  encore  L'  ««  jfe  ss  x% 
on  en  déduit 

ce  qui  montré  que  les  sections  parallèles  au  plan  des  w^,  sont,  àts  hj» 
perboles  dont  Taxe  transverse  est  parallèle  à  celui  des  u.  La  plus  grande 
de  ees  hyperboles ,  qui  répond  k  ttszo,  et  forme  la  section  principale 
dans  le  plan  des  up^  a  pour  équation 

et  lorsqn'on  fiit  tzsi^-^y  F**"*  *^^*'  Xs=o,  il  vient 

iiesultat  qui  indique  le  système  de  deux  lignes  droites^  se  cMipant  aur- 
Taxe  des  ^.  C'est  la  limite  des  sections  hyperboliques,  dont  les  sommets 
ae  sont  rapprochés  jusqu'à  coïncider  ;  et  tous  ces  s<mimets  y  situés  dans 
le  plan  des  ut,  forment  la  sec^n  principale  dans  ce  plan.  GfHecootbe^ 
ayanl  pour  équation 

i.  7^ 
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est  une  ellipse;  mais  elle  ne  donne  que  les  liinites  int^ncmves  àt  h 
sur£sice  proposée^  puisque  les  sections  hyperboliques  tournent  leur 
concavité  vers  Textérieur.  Dans  le  sens  des  i,  hi  surface  ne. finit  pas 
au  point  où  A  =  o  ;  car  si  Ton  prend  J't*  >^'  f  1  équation  des  sections 
parallèles  au  plan  des  uv^  ne  ferd  que  se  cliasger  en  C»^  — i^'u'srX^ 
et  désignera  alors  des  hyperboles  dont  Fase  transverse  sera  parallèle  à 
celui  des  (^^  et  susceptible  d'augmenter  à  l'infini.  On  voit  encore  plus 
clairement  peut-être ,  pu  les  sections  paraUèIe$  au  plan  des  i£^y  que  U 
surface  proposée  enveloppe  de  toutes  parts  l'axe  des  v  »  et  ii'«st  point 
fermée  perpen^^etiktrement  k  cet  ne  ^  Pta  lequel  elle  n'a  point  de 
sommets  réels.  En  effet,  Téquatton  de  cette  surface  étant  ntdae  sous  h 
forme  •    •* 

n  Ton  y  regarde  v  comme  constant  j  donne  une  ellipse  dont  les  axes 
sont  d'autant  plus  grands,  que  l'on  a  assigné  à  s^  une  v^^ur  plus  con- 
sidérable; et  par  conséquent  toutes  les  sections  parallèles  au  plan  des  tUy 
forment  une  suite  d'ellipses  semblables  ^  dont  les  dimensions  augmentent 
à  mesure  que  le  plan  coupant  s'éloigpe  de  l'origine. 

La  section  principale  dans  le  plan  des  tv  ,  ayant  pour  équation 

est  une  hyperbole  ;  et  toutes  les  sections  parallèles  sont  dç  même  n^Lture/ 
énsorte  qu'on  peut  y  appliquer  ce  qui  a  été  dit  par  rapport  aux  sections 
parallèles  au  plan  des  ur^. 

On  doit  pouvoir,  d'après  ce  qui  précède,  et  en  imitant  le  procédé 
indiqué  dans  le  n*  3o3 ,  ppur  la  construction  de  Tellipsoide  par  ses 
sections,  se* faire  une  idée  de  la  surface  que  nous  considérons  mainte- 
nant, et  que  l'on  a  nommée  kjrperbaloïde  à  une  nappsy  parce  qu'elle  est 
formée  dune  seule  partie.  S'il -restait  quelque  difficulté  pour  en  saisir 
la  forme,  cette  difficulté  disparaîtrait,  en  ^considérant  le  cas  particulier 
où  A x=^B.  Par  cette  hypothèse,  toutes  \ts  coupes  parallèles  au  plan 
des  tu  deviennent  des  cercles  ;  toutes  les  sections  fbiroées  par  des  plans 
passant  par  l'axe' des  (^,  sont  donc  égales  entre  ^es  et  aux  sections 
principales  comprises  dans  le  plan  des  uv  et  àts  tu;  et  par  conséquent 
la  sw&ce  peut  être  engendrée  par  la  révolution  de  Tune  de  ces  sections 
tournant  autour  de  l'axe  des  i^y  c'est-à*dire,  par  une  hyperbole  tour- 
nant autour  de  son  second  axe. 
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'    So5*  Lorsque  Z^csro^  l'équaden   dÎKutoe   danflr^U  n^  précédent^ 
devenant.  ..^ 

donne  pour  les  sections  principales  les  équations 

les  deux  premières  appartiennent  chacune  au  système  de  deux  droites 
passant  par  l'origine  y  et  la  troisième  indique  seulement  cette  origine  : 
on  Toit  d'ailleurs  que  la  surface  proposée  doit  passer  par  ce  point  ^  puis-» 
qu'en  supposant  à-la-^fpjs  ^^^o,  u=so^  il  viendra  i^  =  o.  Si  Ton 
forme  l'équation  des  coupes  parallèlement  à  chaque  plan  coordoniié^ 
on  trouvera  des  ellipses  par  rapport  ^u  plw  des  (u^  et  des  hyperbolef 
par  rapport  au  plan  des  uv  et  ii» ,  ce  qui  peut  déjà  donner  une  idée  de 
la  forme  de  la  surface  proposée;  mais  on  en  aei^iert  «ne  plna.com** 
plète^  en  remarquant  que,  puisque  l'équation  de  la  surface  proposée  est 
homogène,  on  peut  la  réduire  à  deux  variables  ,  par  la  supposition  de 

d'où  il  résulte 

^'m' ^  JB^n*  ^  C  :^  0. 

Cette  dernière  équatipn  laissant  indétenninée  une  des  quantités  m  et  n, 
les  deux  équations  posées  précédemment ,  indiquent  ufte  infinité  de 
lignes  droites  assujéties  à  passer  p»r  l'origine  des  coordonnées.  Il  suit 
de  là  que  la  droite  mençe  d*un  point  quelconque  de  la  surface  à  l'ori- 
gine des  coordonnées ,  coïncide  partout  avec  cette  surface ,  et  que  par 
conséqueiit  une  dit>iie  qui  se  Qipjuvrait  en  passant  to^jour^  p^r  Torig^nç 
des  coordonnées,. et  rasant  la  circonférence  d'une  cp^rbe  quelconque 
tracée  sur  la  même  surface,  n'en  sortirait  pas  :  cette  généràtioa*  est 
celle  des  surfaces  coj^iques  qaelconcpies. 

Les  équations  ci-dessus  fournissent  une  iKraetriee  {K>ur  le  mouvement 
jde  la  droite;  car  si  on  reno^et  dans  la  dernière,  poar»  et  pour  i»,  leur 
valeur  j  et  qu'on  y  regarde  ensuite  ^  conamé  eonMant,  il  ^«Ddn 

équation  d'une  ellipse  parallèle  au  plan  des  ta ,  et  si|r  la  cipcoaférenc^ 
de  laquelle  passera  constammeat  la'  droite  génératrici^. 
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Si  Ton  «Tak  A*zs&B^^  TellipM  se  ^diangenijt  eu  cercle  ^  et  U  SQr&ce 
proposée  sersut  un  c6ne  droit ,  à  base  ctrculaire^  ayant  son  soannet  à 
Torigine  des  coordonnées ,  et  son  axe  coïncidant  aTec  celni  des  y.  Pour 
reconnaître  qne  cette  surface  est  engendrée  parla  révolution  d'un  angle 
autour  de  Tun  de  ses  côtés  ^  il  n^y  a  <]n'à  substituer  aux  quantités  mj  n^ 

leurs  expressions  angulaires^  —,  -r — ;  Técpation 

^i  répond  à  ce  cas,  devient 

^' (coso*  4- cosi')  —  C^  cosc*=  o  ; 
et  \  cause  de  cos  a*  «4*  cos  d*  «f*  ^os  c'  ss  i ,  eUe  donne 

^(i  —  cosc')  —  C  cosc*  =  pj    d'où    cosc» ssy     ^; 

ce  qui  montre  qne  la  génératrice  £aât  toujours  le  même  angle  avec  Taxt 
des  9.  * 

m 

.  5o6.  Le  dernier  cas  de  f  équation  (a*),  savoir 

donne  pour  les  sections  parallèles  an  plan  des  uu^  TéquatTott 

qui  ne  peut  rien  signifier  tant  que  X  n'est  pas  nul;  amsi,  depnu  tssa 
jusqu'à  f=::±i/-^^la  sur&ce  n^offirant  aucune  section  réelle,  n'existe 

pas.  Lorsque  X  =  o,  cette  section  n'est  encore  qu'un  point,  mais  elle 
devient  une  ellipse  dont«les  distensions  peuvent  croître  indéfiniment 
dès.  que  ^V>Z'.  n  est  visible,  d'après  cela,  que  la  surface  proposée 
est  f<Mrmée  de  deux  parties  séparées  qui  enveloppent  Taxe  des^,  et  dont 
h^  concavité  est  tournée  vers  Tintérieur.  Les  sommets  des  conpes  ellip- 
tiques que  je  viens  d'indiquer,  forment  sur  le  {dan  des  tu  et  sur  celui  des 
#p,.des  hyperboles.,  puisque  lès  sections  principales  sur  ces  plans  sont 
données  par  les  équations 
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et  les  sections  qui  leur  sont  parallèles  «sont;  également  des  hyperboles. 
La  snrfiice  proposée  se  nomme  hyperbolaîde  à  deux  nappes  :  lorsque 
X'ssso^  elle  devient  un  cène  dont  Taxe  coïncide  aTfC  celui  des  t^  et 
quand  B^^ssiC y  les  section^  parallèles  au  plan  des  tw  ^venant  des 
cercles^  on^  reconnaît  aisraient  qu'elle  peut  être  engendrée  par  une 
hyperbole  tournant  autour  de  son  axe  transverse. 


507.  En  rapprochant  ce  qui  a  ^té  dit  dans  les  n<>*  So3 ,  5o4  9  5o6  ^ 
on  voit  que  l'équation  [J)  comprend  trois  genres  de  sur&ces.caracté-* 
risées  parle  nombre  de  leurs  sommets.  L'ellipsoïde  en  a  six^  deux  sur 
.chacun  des  axes  des  coordonnées  ;  Thyperboloïde  à  une  nappe  n'en  a 
que  quatre ,  et  l'hyperboloïde  à  deux  nappes  y  seulement  deux. 
,  En  intit>duisant  dans  l'équation  (a')  les  axes  des  sections  principales  ^ 
X>n  la  rend  plus  symétrique.  Ce  changement  se  présente  de  lui-même  ^ 
lorsqu'on  met  cette  équation  sous  la  forme 


il  n'y  a  plus  alors  qu'à  faire 


l=- 


il  vient 


OU  *fe W  4-  a W  +  a*iV  =s  a** V. 

On  voit  par  la  quHm  des  axes  devient  imaginaire  dans  Thyperboloïde 
à  une  nappe  9  et  que  deux  le  deviennent  dans  rhyperboloïde  à  deux 
nappes  ;  pour  construire  alors  ces  axes  en  quantités  réelles,  il  faut 
changer  le  signe  de  leur  quarré  ,  et  l'on  a  par  conséquent 

i«c*^*  +  aV*a*  +  a* J*i^  =  a*A V,     pour  Tellipsolde  ; 

4*c*^»-(-  ^c^u**—  a*&V*=ç  fl*iV>     pour  l'hyperboloïde  à  une  nappe  ; 

JV^«**  a'c'tt*  <^  «*i*i^*sss  aUl^c^y    pour  l'hyperboloïde  è  deux  naf^q^ 

5o8.  Nous  n'avons  pu  trouver,  par  ce  qui  précède,  que  les  surfaces» 
du  second  ordre  qui  sont  douées  d'un  centre  ;  pour  reconnaître  ceUe^ 
qui  en  sont  dépourvues,  reprenons  l'équation  générale  (a)  (299),  et 
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supposons  qu'on  en  fasse  d'abord  disparaître  les  termes  ^Dxjr^  :tExZy  ^Fjrzp 
en  changeant  la'  direction  des  axes  des  coordonnées ,  ce  qui  n^exigera 
d'autres  calculs  que  ceux  du  n""  Soi ,  puisque  les  termes  où  diaque 
coordonnée  est  seule  à  la  première  ptiissance  n'entrent  point  dans  les 
équations  sur  lesquelles  ces  calculs  s'appuient  :  il  viendra 

Il  est  aisé  de  voîr  qu'en  substituant  i'+a,  i/-|-/3,  ^'  +  >>  ^^  lî^u  de 
ty  àe  u  el  de  i^,  Ton  pourra  toujou^K  faire  évanouir  les  premières  puis- 
sances des  variables  dont  le  quarré  se  trouve  dans  l'équation  ci-dessus  ; 
ce  n'est  donc  que  lorsqu'il  manque  un  ou  plusieurs  de  ces  quarrés,  que 
Téquation  générale  des  surfaces  du  second  degré  cesse  d'être  réductible 
Il  la  forme^(tf'). 

Supposons  d'abord  que  le  terme  affecté  de  p*  manque;  on  aura  C7==o, 
et  on  pourra  employer  les  indéterminées  et  y  fi  ei  yy  a  faire  disparaître 
les  termes  affectés  de  f,  de  1/  et  le  terme  constant^  en  posant  les 
équations 

-rf'*4-C'  =  o,    jrfi  +  ir=zo, 

qui  conduiront  toujours  à  un  résultat  réel  et  assignable  :  on  pourra 
donCj  dans  ce  cas^  substituer  à  l'équation  (a*')  la  suivante 

S^il  manquait  encore  un  quarré^  u*  j  par  exemple^  la  transformation 
précédente  ne  pourrait  plus  faire  disparaître  le  terme  affecté  de  u;  mais 
î'équaUon  (y^)  étant  réduite  alors  k 

jft*  •}-  aC'/  +  aJSTa  4-  2K'v  +  X'  ss  o, 

on  y  ferait  d'aboin|  ^  ==  ^  -f-  et ,  «  =  w'  -(-  j8  ;  et  en  posant 

J'cL  +G'  =  o ,      ^V  H-  àG'flt  H-  iFTfi'  +  ^'  =  o, 

on  la  ebangerait  ea 

puis  on  ferait 

tt'  =  //  ços  ^  —  p'  sin  ^  ,       P  f=:  {i^  sin  9  -f"  p'  cos  ip , 
et  on  disposerait  del'angle  <p  pour  oter  le  terme  affecté  de  ii%  eosorte  qu'il 
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resterait  seulement  une  e'quation  de  la  forme 

qui  n'est  qu'un  cas  particulier  de  l'ëquation  C^**);  cl  celle*ci  n'étant 
elle-même  qu'un  cas  particulier  de  l'équation 

il  s'ensuit  que  cette  dernière  comprend  toutes  les  surfaces  du  second 
degré. 

309,  Rerenons  maintenant  à  l'équation 

A'C^  +  ffU"^  H-.  aif  V  =s  o; 

Elle  n'oflire  que  deux  cas  distincts  ^  celui  où  les  coefficiens  A  h\  B  sont 
de  même  signe  ^  et  le  cas  contraire. 

Dans  le  premier^  il  faut  prendre  i/y  de  manière  a  rendre  le  terme 
:xK*s^\  d'un  signe  contraire  à  celui  de  ces  coefliciens;  et  en  faisant 
âArV  =  —  >^y  l'équation  des  coupes  parallèles  au  plan  des  ivC ^  sera 

Ces  coupes  seront  donc  des  ellipses  ayant  leur  centre  dans  l'axe  des  v\ 
et  dont  les  dimensions  pourront  croître  indéfiniment;  elles  commence- 
ront par  n'être  qu'un  point  placé  à  Torigine  à!ts  coordonnées  ^  et  ce 
point  est  le  sommet  de  la  surface  proposée  ^  qui  tourne  sa  concavité 
vers  son  intérieur^  et  enveloppe  Taxe  des  %/.  Les  sommets  des  mêmes 
coupes  elliptiques  seront  sur  deux  paraboles  données  par  les  équations 

^V  +  iifV  =  0,      Bii-  4.  aiCV  =  0, 

et  formant  les  sections  principales  dans  les  plans  des  <V  et  des  tîv. 
Cette  surÊice  est  nommée  paraholoïde  elliptique  :  elle  devient  le  para-- 
boloïde  de  révolution  ^  lorsque  A'  =  B^,  parce  que  les  coupes  parallèles 
au  plan  d^s  iU  étant  des  cercles  ^  elle  peut  être  epgeodrée  par  une  pa- 
rabole tournant  autour  de  Taxe  des  •. 

3 10.  Lorsque  les  coefficiehs  A  etJB  sont  de  signes  àiSéren»,  les  coupes 
parallèles  au  plan  des  ii/  ont  pour  équation 
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et  5ont  en  général  des  hyperboies  ^  excej^té  sur  le  plan  fies  iii^  où  elles 

se  réduisent  aux  deux  droites  données  par  Téquation  .  ^ 

et  qui  forment  la  section  principale  dans  ce  plan.  Il  se  fait  ici  ^  dans 
la  direction  de  leurs  axes^  un  chiangement  analogue  à  celui  qui  a  été 
remarqué  dans  le  n*  5o4  :  le  signe  de  K^y  changeant  avec  celui  de  v\ 
Taxe  tranvecse,  qui  coïncidait  d'abord  avec  Taxe  des  fy  passe  sur  celui 
des  1/9  OMvice  versa  y  selon  que  K'  est  positif  ou  négatif;  et  cela  ^ -parce 
que  les  sections  principales  dans  les  plans  des  //et  des  u'i^'  y  qui  sont 
encore  deux  paraboles^  sont  placées  de  différent  côté  par  rapport  au 
plan  des  €u\  La  surface  proposée  a ,  de  chaque  côté  de  ce  plan  y  deux 
nappes  qui  se  joignent  paries  droites  indiquées  ci-dessus,  et  qui  tournent 
Ifiur  concavité  vers  Textérieiar.  Cette  surfiice  est  nommée  paraboloïde 
hjrperboliqufi. 

On  y  peut  comprendre  le  cjlindre  parabolique ,  qui  répond  au  cas 
où  l'un  des  coefficiens  A'  ou  Jffy  devient  nul.  L'équation  de  la  sur&ce 
ne  renfecmant  plus  que  deux  coordonnées,  est  formée  de  lignes  per-> 
pendiculaires  à  leur  plan  :  ce  sont  les  Iiyper]boles  qui  se  soat  changées 
en  lignes  droites. 

Si  Ton  a ,  par  exemple  ,* 

la  base  du  cylindre  est  une  p^rabQle  sur  lé  plan  des  // ,  auquel  û  est 
perpendicujairçt 


5ii.  L'on  peut  comprendre  dans  la  classification  des  surfiicea  du 
second  degré,  établie  sur  la  considération  des  sommets  (Soy),.  les  deux 
surfaces  particulières  à  l'équation  A'i*^  jB'i/^-f-aJSTt^'ssro,  qui  n*ont 
point  dé  centre.  Le  paraboloïde  elliptique  n'a  qu'un  sommet  ^  «t  le  pa- 
ràboIoïdehyperboUque  n'en  a  pas,  puisque  ses  nappes  se  ceapent  à  l'ori- 
gine des  coordonnées ,  et  que  dans  les  autres  suri&ces  du  second  degré, 
on  eirtend  par  sommet,  un  point  au-delà  duquel  la  surface  ne  s'étend 
pas  (3o3).  Suivant  cette  acception,  le  cône^  à  proprement  parler,  n'a 
pas  dp  sommet.;  et  içe  n'est  que  parce  qu'on  n'a  pas  £iît  attention  d'dbord 
aux  deux  nappes  dont  cette  surface  est  composée,  qu'on  a  appliqué  ce 
nom  au  point  où  elles  sç  réunissent,  et  qui  est  le  centre  de  la  sur&ce* 


Digitized  by 


Google 


ET  t)ES  COURBES  À  DOUBLE  COURBURE.  56i 

'  L^éqnation  des- patraboloïde»  devient  plus  symétrique  lorsque  Ton  y 
iatradoit  le  paraïnètre  des  sections  paraboliques  ;  pour  cela  on  fait 

•t  il  vient 

'  Il  sera  facile  de  récapituler  tout  ce  qui  précède  ^  en  rappliquant  k 
réquation 

^i'*  +  jB'i/.*  H- C'i^'- +  aJTV  =  o, 

qui  comprend  toutes  les  sur&ces  du  second  degré  :  on-  s'est  beaucoup 
occupé  de  ces  surfaces  dans  les  journaux  de  l'École  Polytechnique  ^  et 
dans  les  n^  de  la  Correspondance  sur  cette  École ,  et  on  leur  a  dé- 
couvert de  belles  propriétés,  mais  dont  le  développement  ne  saurait 
trouver  place  ici;,  il  me  suffira  de  dire  qu'il  a  été  démontré, que  toutes 
les  surfaces  du  second  degré  peus^ent  être  engendrées  de  deux  manières 
différentes  y  par  un  cercle  variable  de  grandeur  et  de  position.  Le  calcul 
propre  à  vérifier  cette  proposition ,  n'est  pas  très-difficile  à  établir  d'après 
ce  qui  pré(:ède;  et  d'autres  propriétés  des  mêmes  surfaces  se  présente- 
ront d'elles-mêmes  dans  les  applications  du  calcul  différentiel  à  la  théorie 
des  sur&ces  courbes. 


Si 2.  La  discussion  des  sur&ces  du  second  degré  peut  servir  d'exemple 
pour  celle  des  surfaces  données  par  des  équations  quelconques  ;  et  il  est 
facile  de  voir  que  la  transformation  des  coordonnées  dans  l'espace^  doit 
avoir,  dans  larecherche  des  formes  et  des  propriétés  des  surfaces  courbes , 
d^es  usages  analogues  à  ceux  de  la  transformation  des  coordonnées  sur 
un  plan  y  dans  la  détermination  des  formes  et  des  propriétés  des  courbes; 
mais  les  calculs  deviendraient  très-compliqués,  et  les  résultats  au- 
raient, du  moins  quant  à  présent,  fort  peu  d'applications  utiles  :  je  me 
bornerai  donc  à  un  petit  nombre  de  remarques  sur  ce  sujet. 

Premièrement,  la  définition,  du  centre  d'une  sur&ce  courbe  (Soa)y 
£sût  voir  que  lorsque  ce  point  est  à  l'origine  des  coordonnées,  l'équation 
de  la  surface  doit  rester  la  même,  quand  6p  change  en  même  temps 
le  signe  des  trois  variables,  et  cela  exige  que  le  nombre  des  facteurs 
variables  soit  pair  dans  tous  les  termes  de  l'équation^  ou  bien  impair: 
I.  71 
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dans  le  premier  cas,  tous  ces  termes  censeryeroAt  le«r .signe;  dmftlifcas 
contraire  y  ils  ea  changeront  tous  à-Ia-foisy  ce  ifsi  reyieat  a«  mémeu  I)  suit 
de  là^  que  pour  reconnaître  si  une  surface  courbe  a  un  centre,  lorsque 
son  équation  n'est  pas  iinmédîatenieift  de  la  forme  indi<{iiM  ci-dessus, 
il  suffît  de  transporter  Torigine  des  coordonnées,  en  posant 

et  de  chercher  s'il  n'est  pas  possible ,  par  la  seule  détermination  des  quan- 
tités â&,  |S  et  ^,  de  ûire  eas<Mrle  <pxil  œ  M&te  dans  la  tiatt^mue'que 
des  termes  où  le  nombre  des  facteurs  variables  soit  de  même  diéoofni* 
nation,  bien  entendu  que  le  teieme  OQHStaftt^  ddit  compter  parmi  les 
termes  de  degré  pair,  et  disparaître  si  l'on  ne  conserve  que  les  termes 
de  à^^  impair. 

Secondement,  toute  surface  rapportée  à  un  plan  diamétral  aisola^' 
ne  doit  avoir  dans  son  équation  que  des  fermes  où  la  coordonnée  per- 
pendiculaire à  ce  plan,  soit  élevée  à  une  puissance  paire.  Si  cela  n'est 
pas ,  il  faut ,  avant  de  prononcer  que  la  surface  est  dépourvue  de  plans 
diamétraux,  chercher  si  la  transformation  des  axes  des  coordonnées; 
ne  peut  pas  faire  disparaître  tous  les  termes  où  l'uue  des  coordonnées 
nouvelles  serait  élevée  à  des  puissances  impaires  supérieures  à  la  pre^ 
xnière.  Quant  aux  termes  qui  contiennent  celle-ci,  un  simple  dépla-- 
cement  de  Torigine  des  coordonnées  suffit  en  général  pour  en  débar^ 
rasser  l'équation. 

Troisièmement,  les  surfaces  courbes  ont  pour  asymptotes  d'antres 
sur£aices  dont  les  équations  sont  plus  simples.  Je  prendrai  pour  exemple 
l'hyperboloïde  à  une  nappe ,  dont  l'équation  est 

Si  ou  en  tire  la  valeur  de  (»,  il  viendra 
et  en  réduisant  cette  expression  en  série,  on  trouvera 

^  =  (     c     )  V-'^itFTB^  +  ^^^V 

Sî  maîntenani  on  prend  la  diifërence  entre  ce  résultat  et  l'ordoDoée  9 
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*Je  Ia  surÊtée  conique ,  donnée  par  l'éqnarion 


on  obùendr» 


TpSTiûXi  d'istntant  pîus  petite,  que  les  variabtes  t  eiu  deviendront  pins 
jurandes  }  ainsi  Jes  deux  surfaces  s'àpproclieut  de  plus  en  plus ,  à 
'mesure  qu'elles  s'éloignent  de  rorîgînè  des  coordonnée ,  et  la  surface 
conique  est  Fasymptote  de  Thyperboloïde. 

La  recherche  des  asymptotes  des  surfaces  courbes  se  ramène  a  celle 
Ses  termes  les  plus  considérables  de  leurs  équations  ,  dans  Fhypothèse 
^o«  4|iielip:^inM  des^  variables  deriei^  trè^-grande  ;  et  ette  est  fondée 
6ur  des  principes  analogues  à  ceux  qui  ont  été  dévâloppés  dans  le 
Vf  60.  de  rintFo4u^tion  :  le»  surfacea  courbes  omA  qpielquefois.  pour 
asymptote  une  ou  plusieurs  lignes  droites. 


3i3.  Soient  x^y  ttz^  les  coordonnées  d'an  point  M  situé  sur  une    Application 
sar&ce  cauïbe  :  celle  de  ces^  voiriabtes*,  <pie  l'on  supposera  déterminée  f^t^nrie^"  à  u 
par  les  deux  autres ,  sera  l'ordonnée  de  la  surface,  et  celles-ci  en  seront  *^*^"®  ducon- 
les  abscisses.  Je  supposerai  ici  que  MMzsi  z^Jîg.  70,  soit  l'ordonnée ,  fac«.  **  *"* 
et  que  APz=zx  et  PM^ssj  soient  les  abscisses.  HG.  go. 

Lorsque  x  varie  seul,  et  devient  a; -i- A j,  on  passe  du  point  M  au 
point  m  situé  sur  la  section  Çjf/71,  iaite  par  un  plan  parallèle  à  celui 
des  xz,  et  mené  par  le  point  M;  le  développement  de  l'ordonnée  m' m 
de  cette  secftion,  sera  donc  la  série 

Si  c'est/  qui  se  ehan^  w^jf^k^  €t  qp^x  àemmte  Ç4MislwatVon 
passera  au  point  n  situé  sur  la  section  PMn^  faite  par  iw  plan-  pacaA^ 
lële  à  çeUû  des  j:^^  et  mené  encore  par  le  pai»t  Mi  1»  4év<^iyf  i»g»l 
d«  rordonnée  n'n  de  cettei  section,  se» 

.  Enfin  9  si  l'on  isnt-^arier  x  et  jr  en  même  tenops  >  QHCl  passera  d^ 
'-point  iff  à  un  point  quelconque  iV^;  et  ïe  développement' de  la  nou- 
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velle  ordoHâée  N'N  s'obtiendra  de  deux  manières  diffi^e&tes  ;  javoirv 
en  substituant  j^  +  it,  au  lieu  àejy  dans  le  premier  des  déyeloppemens 
d-dessus,  ou  bien  a:  +  ^  dans  le  second.  Par  l'une  de  ces  opérations  on 
passera  de  l'ordonnée  m'm  à  l'ordonnée  N'N^  dans  lasecdon  pmN\  et  par 
î'aulie  y  on  passer^  de  n'n  à  N'N,  dans  la  section  ifuN.  Les  résultats 
sont  rapportés  dans  les  n^  a&  et  27  ,  où  la  lettre  u  désigne  la  fonction 
que  je  nomme  ici  jç.  L'identité  de  ces  deux  développemens ,  évidente 
par  leur  formation  analytique  ^  se  montre  encore  par  leur  signification 
géométrique  ;  puisque  les  deuq^  sections  pmN  et  qnJY  sont  sur  la  même 
surface  9  dans  des  plans  qui  se  coupent^  il  j&ut  nécessairement  qu'elles 
se  rencontrent  au  point  Jfj  situé  sur  l'intersection  de  ces  plans  ^  et  que 
par  conséquent  l'ordonnée  N'N  ait  la  mâme  valeur  dans  ies  deux 

courbes  :  c'est  lace  qu'expriment  l'équation -g^^==-g-j-  et  toutes  celles 

qui  en  dérivent. 

.    Ainsi  donc  quand  x  eXjr  deviennent  respectivement  x+ A  €t^+A> 

Tordonnée  z  se  change  en 


I 


+r:fè*-+^;ra7«+0*-} 


+  etc. 
Pour  abréger^  je  représenterai^  cette  série  par 

"+-  etc. , 
en  posant 


è=/; 


àx'^P^     Sy"*"^*  '  d?'"^'''      dxdy"~^^'^ 

11  esytisé  dé  voir  que'  lorsqu'on  cessera  de  regarder  les  accroissemens 
h  et  A:  comme  des  quantités  indépendantes  l'une  de  l'autre,  et  quW 
établiia.  un*  ra]^ort  entre  ettzj  on  fikera  la  direction  du  plan  meué 
perpendiculairei^ent  à  celui  des  jjy,  par  les  deux  points  M  qI  N , 
puisque 

mais  tant  qu'on  laissera  ce  rapport  arbitraire,  on  pourra  appliquer  le 
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développement  ci-dessus  à  toutes  les  ordoaoëes  qui  enviroiment  Tor- 
^  donnée  primitive  M'M. 


5i4.  Il  suit  des  considérations  précédentes  et  de  ce  qui  a  été  dinlans 
le  n*  74 9  que  si  uzszo  représente  Féquation  d'une  sufface  courbe^  les 
équations  différentielles  partielles  . 

du  j        ,    du  j  M.     au  ^      .    Au  jm 

gjdx  +  gjd2=:o,    et    ^4r  +  g-dz:^o, 

appartiendront  respectivement  aux  sections  QMm  et  PMn;  la  coor- 
donnée jr  n'entrera  dans  la  première,  que  comme  une  constante  arbi- 
traire^ qui  détermine  la  position  du  plan  coupant;  il  en  sera  de  même 
de  la  coordonnée  x  dans  la  seconde.  On  ne  doit  pas  confondre  le  dz 
de  Tune  de  ces  équations  avec  celui  de  l'autre  ^  car  ce  ne  sont  que  des 
différentielles  partielles  :  la  différentielle  totale  est 

En  employant  la  notation  abrégée  établie  dans  le  n*  précédent , 

-    .  dis  =  pdx    et    ds  =  qàjr 

exprimeront  Féquàtion' différentielle  de  la  section  parallèle  au  plan  des 
,jcZy  et  celle  de  la  section  parallèle  au  plan  des  jrz. 

Si  Ton  4einandait  celle  de. la  section  £ûte  par  un  plan  quelconque, 
M'MNN'y  perpendiculaire  au  plan  des  xjr y  l'équation  de  ce  plan,  la 
même  que  celle  de  sa  commune  section  M' N'y  et  qui  serait  de  la  forme 

établirait  une  dépendance  entre  les  coordonnées  x  et^;  il  ne.  serait  plus 
permis  de  faire  varier  Tune  sans  l'autre,  et  z  ne  pourrait  varier  que 
d'une  seule  manière.  Il  fendrait  alors  employer  la  différentielle  totale, 
'  qui  serait 

dz  s;  pix  4-  ^^  } 

et,  en^ observant  que  l'équation  du  plan  coupant  donne  dyzszmdxi 
il  viendrait  «.      . 

dz  =s  (/7  4*  ^)  ^' 
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Cet  exemple  offre  rexplîcalion  géoinëtri<]fae  de  ce  qui  se  Ut  sur  la 
page  245  >  relativement  à  l'emploi  des  différentîefles  tots^s  :  cet  emploi, 
supposant  toujours  une  dépendance^  au  moins  virtuelle^  entre  les  deux 
variables ,  indique  la  'direction  dans  laquelle  on  passe  d'un  point  à  un 
auiM  sur  U  sur&ce  proposée  ;  car,  <{aoiqu'il  ne  s'agisse 'ici  que  dua 
plan  p^rpendicujbiice  à  cdm&s  xjTy  l'expreasiim  de  éz  coos«rverait  la 
même  forme  y  quand  on  substituerait  une  cvorbe  k  la  draile  M" If  ;  sea^ 
lement  m  ne  serait  plus  une  constante ,  mais  la  tangente  trigonomé* 
ti*ique  de  Paogle  que  la  ta«ige&te  de  cette  courbe  fait  avec  Taxe  des  x. 
Il  £siudra  se  rappeler  dans  la  suite  y  que  y  d'après  la  signification  des 

lettres  py  q  ei  Téquation    ,  ^>  =  j-j- ,  on  doit  avoir 

^  —  r        ^  —  ^  —  c         *^  — .  / 

cÉ  ~  ^       ^-^d«~     *       ,5""    * 

et  par  conséquent 

dp  =  nLc  +  s^f       df  zss,  sàx  +  tdf. 


Si 5.  Ces  préliminaires  étant  bien  entendus^  on  concevra  sans  peine 
que  si  deux  surfaces  passent  par  un  même  point  dont  les  coordonnées 
soient  ocyjr  y  5^  et  qu^n  changeant  x  en  jr-f-i,^  ml  7-+- A,  1*0^091- 
tion  de  la  première  surfsice  donne  pour  la  nowvtjle  ordottMe 

a-ff* -»- y* -4*  f  («A^-Ha*** -f^«lt^-f-«l*.; 

et  l'cquation  de  Ift  second»;  florface^  , 

«  +  PA  H-  QA  H-  i  (SA»  -t-  a^-A*  +  Th)  4-  etc.  ; 

1»  distance  d»  ce«  SQC&c«&,  ntesocée  daiui  le,  s&as.  de  leun  «vdaanMS, 
'.  sera,  exgpmée.  pat 


+  etc.        ^ 

Si  Pon  si4>poSé  ftiaihtetiant  que  féquatîon  de  k  seconde  «uHace  „  _ 
ferme  un  certain  nombre  de  consUntes  inde'terminées ,  on  pourra  en 
disposer  pour  anéantir  Tes  premiers  termes  de  cette  distance  y  et  en 
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raisonnant  dans  le  cas  aefitel^  comme  on  Ta  fait  par  rappott.aux  courbes^ 
dans  le  n*  232^,  ^  se  conyaihcra  ^u  une  troisième  Surface  "pour  laquelle 
ces  termes  ne  disparaîtraient  pas^  passerait  nécessaireousnl  ^  ;d^hpTfi 
des  deux  autres  ,  dans  tous  les  points  qui  environnent  leur  point  com- 
mun^ au  moins  tant  qu'on  prendra  les  quantités^,  et  A:  assez  p^ti^s 
fùwc  que  la  somme  des  termes  du  premier  ordre  soit  plus  considérable 
que  celle  ^  tous  ceux  ûts  ordres  suivans  (17$). 
Lorsqu'on  aura 

p^p  —  o^      <?  — 9  =  0, 

les  deux  premières  surfaces  proposées  auront  un  contact  du  premier> 
ordre;  il  sera  du  second^  si  Ton  a  en  même  temps 

fi  — r=:o^       A'  — tf  =  o,       r— f;=a, 

et  ainsi  de  suite. 

Cela  posé,  soit  f^^so  tme  équation  qtidconque  entre  trois  va- 
riables af^  y  y  dy  et  un  cisitain  nonobre  de  coastantes  arbitraires  ;  on 
pourra,  par  la  détermination  de  ces  constantes,  faire  ensorte  que  la  sur- 
face a  laquelle  af^MNÎfat  celte  éqiiali^Q^  «t  avec  une  ssrfiioc  taaàkDt^' 
ment  donnée,  et  dont  je  représenterai  les  coordtmnaeft  par  jc ,/-  et  i5,nn 
contact  d'un  ordre  qui  dépendra  du  nombre  de  ces  mêmes  constantes. 

La  première  condition  à  remplir,  c'est  que  les  deux  surfaces  aient 
un. point  commun,  c'est-à-dire  qu'ea  changeant  a:'  en  x  ety  em/*^ 
d^ns  l'équation /^' ;^  o  ,  on  en  tire 

s'  =  2. 
Exprimant  ensuite  ies.qnantâtés 

P^  ^ >  ^y  ^j  tj  etc.,      Pj  Qy  Rj  Sj  T ^  etc., 

par  les  coefficiens  différenlidb  des  ordonnées  z  et  2'^  suivant  la  coiit* 

vention  établie  dans  le  n^  5i3,  les.  conditions  posées  ci-dessus  pour 

un  contact  du  premier  ordre,  deviendront 

^    •  *  .  *   ^       •■     "' 

da'  ^^  dz  dz'  ^_  "dz 

àai  ■**  dx  *  ^y  "*"  ^y"  » 

Celles  qu'il  faut  y  joindre  pour  établir  un  contact  du  second  ordre  y 
seront 
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dV  _  d**  d'»^    _    d*i;  ^dV  ^  d«» 

et  ainsi  de  suite. 


3 16.  Supposons  d'abord  qne  la  surface  réprésentée  par  l'équation  V^ 
soit  plane  ;  son  équation  ne  contenant  au  plus  que  trois  constantes  y 
elle  ne  pourra  avoir  en  général  qu'un  contact  du  premier  ordre  avec 
une  surfiace  entièrement  donnée.  En  pirenant  cette  équation  sous  la  forme 

on  a 

d*'         V         d*'        » 
dï^~^>      ^  =  -^> 

d'où  il  résulte  entre  les  constantes  A^B^  D  et  les  coordonnées  Xyj 
et  is,  les  relations  suivantes  : 

2  =  ^x  -H  J9f  +  Z>  > 

retramcliant  l'expression  de  is  de  celle  de  ^^  et  mettant  pomr  A  tX  B  ^ 
leurs  valeurs,  le  résultat 

sera  l'équation  du  plan  tangent  à  la  surfiice  donnée,  au  point  dont  les. 
coordonnées  sont  jc,^  et  z. 
Cette  équation  sera 

z' —  ^  =;?  (x'  — x) +y  C/— /•). 
en  remettant  ;r  et  ^,  au  lieu,  de  ^  et  de  ~. 
Pour  en  fiure  une  application  ,  je  prendrai  l'équation 
AVx»  4-  a^dy^  +  «•* V  s=:  a'* V  , 
appartenant  k  l'ellipsoïde  (507).  On  en  tire 
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et  rabstitoant  ces  valeurs ,  il  Tiendra  .  .  * 

Rédaisant  au  même  dënominatenr ,  on  obtiendra  nn  résolut  qui^  en 
rerta  de  Të^piation  proposée,  se  changera  en 

Si  le  point  de  contact  n'était  pas  donné  snr  la  surface  proposée , 
mais  qu'on  connût  la  position  d'un  point  extérieur  par  lequel  dût  passer 
le  plan  tangent  demandé;  en  nommant  a^.fi^  y^  les  coordonnées  de 
ce  dernier  point,  comme  elles  devraient  satisfaire  à  l'équation  que  Ton" 
vient  de  trouver ,  on  les  mettrait  k  la  place  des  varid>les  af,  y,  ^, 
et  l'on  aurait 

Cette  équation  est  celle  d'un  plan  sur  lequel  doivent  par  conséquent  se 
trouver  tous  les  points  de  contact  cherchés ,  dont  il  est  aisé  de  voir 
que  le  nombre  doit  être  infini  ;  et  comme  ils  sont  aussi  sur  l'ellipsoïde 
proposé ,  leur  fieu  est  llntersection  de  cet  ellipsoïde  et  du  plan. 

Les  intersections  du  plan  tangent  avec  deux  des  plans  coordonnés^ 
peuvent  servir  pour  sa  construction,  comme  la  soutangente  sert  à  celle 
de  la  tangente  des  courbes;  et  il  est  trop  £icile  de  les  déterminer,  pour 
qu'il  soit  besoin  d'entrer  dans  aucun  détail  à  cet  égard. 


317.  La  droite  menée  perpendiculairement  au  plan  tangent',  par  le 
poiat  ou  il  touchd  la  suiiice  proposée ,  s'appellcf  la  normale,  et  ses 
équations  sont,  d'après  ce  qui  précède, 'et  en  vertu  du  n*  a8o, 

La  distance  du  point  pris  sur  la  surface  courbe,  à  an  point  quelconque 
de  la  normale,  aéra 


d'après  les  équations  ci-dessus;  et  si  Voa  fait  j/s:o,  le  réattlM 


1.  '  7» 
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donnera  •  la' longueur  de  la  partie  de  j^  iion»«de^  c<Hiipri5«  entre  la 

surface  proposée  et  le  plan  des  oj. 

Si  Ton  cherchait  à  détenmner  1«  m^ximittil  pu.l^  minimum  de 
l'expression  \/{x' —  x)*H-  {y  — jrY  +  (a  —  »)*,  en  regardant  a; ,  ^  et  z 
comme  vwlabW  >  dioAi  ^'iOtt  Ta  £ut  dans  le  n*  ^8t ,  saia  en  lesjlBp^ 
posant  liées  par  l'équation  dfi  la  anrficft  propûaée,  an  heu  de  l'être  par 
celles  d'un  plan,  on  retomberait  sur  les  équations  de  la  normale ^  car 
cette  ligne  est  la  plus  longue  que  Ton  puisse  mener  de  chacun  de  ses 
points  à  la  $urf^cQ  pwpo^ée^  do.  Q^té  ou  cette  surfauce  est  concave  ^  et 
{a  plus  coitrte  du  càt^  QÙ  qU^  ^4t  conT^x^. 

En  mettant,, pQUf  p  et  q  leurs^  t^^uts  ir^aUT«$  à  )'eUi{i60ï4e  (3i6}, 
ilvieixdxa 

et  quand  a=s£asc/ e'est-à^dire  lorsque  là  surface  proposée  est  une 
sphère  ^ant  son  centre  à  l'origiae^  etpour  équatioa 

rezpreraon  jprécéâoOey  te  rédhisani  à  y/^^^J^J^  s^œ  « ^  indique^ 
commo  ççk  doit  êirç^,  Iç  rayon  de;  la  sçhcra. 


3 18.  On  peutparrenir  \  l'équation  du  plan  tangent  par  plasieiirA  aatces 
considérations  ;  une  des  plus  simples  est  de  le  regarder  conmae  passant 
c.  70.  par  trois  points  infiniment  proches^  M ,  m  et  n  yjig.  70,  pris  sur  cette 
^«rface^  et  dç^  d^lerm^^r.  .Wn^çqwMan  par  las  formuler  du  n*-  275. 
pquç  'appUqu«r.cea  &)rm\de$ ,  je  supposer^  ^^  ^^y"^^  difcignent  les 
coordoMaéeactea  points  qi^pJLçonquea  du  plan  çW^^fe;  ator^ 

celles  dugûintitf^ewnta^^y,  a';  et  suivajit c<^  q^i  a  ^tédUn'  5i4, 
celles  du  point  m  seront  x'  +  dr%  y,  2'  -+-^dr^; 

teirés  du  poîhl^  n  x'^y  ^  +  ^fy  ^  +  î4?^  • 

prenant  les  différences  de  ces  neuf  quantités^  comme  l'indique  l'équation 
finale  du  n*  375  ,  il  Tiendra 

et  par  conséquent 
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6ù  Ton  |>ôaarra  reatitaer  Taecent  aui  coordonnées  parâculiëre^  <|k  plân^ 
en  Fôtànt  à  ceUeë  de  la  surface  ^  qm 'entrent  dans  les  fonctions  ^  et  ^. 

Ou  pour^t  croire  que  le  |iUn  tangent,  déterminé  comme  on  Tient 
de  le  voir  9  ne  touche  la  surfiice  proposée^.^jue  sur  les^  sections  Mfn 
et  Mn*,  mais  en  différentiant.son  équation  par  rappott  aux  coordonnées 
x'yjr'  et  xl  qui  lui  sont  proj^es ,  <h^  troiivera 

à:^  :»  pàj(f  -^  (jày  i 

ainsi,  qoand  on  prendra  àx'  =7=  dx,  à/  =5  d;^^  tm  «ura 

et  par  conséquent  tous  les  points  de  la  sm>fàce  proposée  ^  qû  enti-^ 
ronnent  immédiatement  le  ptmil  M  y  coïncident  ayeo  ceux  dm  plan 
langent  y  tant  que  Ton  n'a  égard  qu'aux  quantités  du  pretaiei^  oràre*. 

U'suit  de  \^y  qu'un  (dan  quelconque  ^  mené  par  le  point  M  y  coupe 
la  surface  proposée  dan^  une  courbe  qui  a  deux  points  communs  avec 
le  pkn  tangetit,  ou,  ce  qui  est  la  méni*  chose >  a  pour  feuigeiito  lln- 
tersection  de  6e  plaû  atee  lô  plan  coupant. 


3ig.  Ceët  Ubè  question  qui  trouve  quelquefois  son  applicatioti,  quo 
de  déterminer  parmi  toutes  les  droites  qui  peuvent  toucher  la  sur&ce 
proposée  au  point  M  y  celle  dont  Tinclinakon  sur  le  t^n  des  :tf  est  la 
plus  grande  ;  et  comme  toutes  ces  droites  sont  comprises  dans  le  plan 
tangent,  on  apperçoit  aisément  que  celle  qui  fiât  le  plus  grand  angle 
avec  le  plan  des  xy ,  est  perpendiculaire  à  la  commune  section  des 
deux  plans  ;  c'est  \h  ligne  de  piuê  gnmde  pBn»&  du  plan  tangent  pàf  rup- 
port  k  celui  des  JTf  ;  ^ur  la  détehniner ,  â  «uftt  de  vèttMMf^T  que  le 
premier  de  ces  plans  renconltre  le  èeCftnd,  èniVfettt  «M  K^  doot 
Inéquation  est 

et  revient  à 
Ton  aura 
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ponr  réqnation  de  b  droite  perpendiculaire  à  la  prëeédente;  et  qai 
sera^  sur  le  plan  des  xj-y  là  projection  de  la  ligne -cherchée. 
Lorsqu'on  youdra  passer  du  point  M  k  son  consécutif  pris  sur  cette 
^  ligne  >  il  £siudra^  suivant  ce  qu'on  a  vu  au  n""  5i4>  établir  entre  do:  et  d^^ 

la  relation  qui  se  trouve  entre  âa^  et  àj/^  d'après  l'équation  ci-dessus, 

et  qui  est  dy  zss^ dû/ :  on  aura  donc 

;»df  -^  qâa:  =s  o. 

Cette  équation  9  jointe  à  celle  de  la  Surface  proposée^  fera  connaître  la 
direction  dans  laquelle  doivent  se  succéder  les  points  consécutif,  pour, 
descendre  du  point  M  jusqu'au  plan  des  xy^  par  les  arcs  les  plus  in- 
clinés, où  la  ligne  de  plus  grande  pente  ^  qui  conduit  de  ce  |lbint  au 
plan  des  œjr,  ligne  qui  généralement  sera  courbe.  Pour  la  détermSber, 
il-firadrait  tirer  de  l'équation  p^  — -  qéjc  as  o,  une  relation  entre  x  eij  : 
sm  peut  bien  ,  au  moyen  de  l'équation  proposée  ,  chasser  lea  z  contenus 
dans  les  fonctions/?  et  q;  mais  le  résultat  ne  sera  encore  qu'une  équa* 
iion  différentielle  entre  les  variables  x  et^,  et  pour  remonter  à  l'équa-* 
tion  primitive  y  il  faudra  le  secours  du  Calcul  intégral.   . 

L'équation  des  lignes  de  plus  grande  penle  s'obtient  aussi  sans  eni«» 
ployer  la  considération  du  plan  tangent.  En  représentant  par  d;^=s77idzr^ 
l'équation  différentielle  de  la  projection  M'N'  de  l'une  de  ces  lignes  , 
on  aura  sur  cette  ligne,  ds  =s  (/>  -f-  mq)  dor  ;  et  M'N'  étant  regardée 
comme  la  différentielle  de  ^on  abscisse-,  daps  le  plan  M'N'NM^^  lin*- 
clinaîson  de  sa  tangente  par  rapport  à  MN'  oa  au  plan  des  j^,  aura 
pour  tangente  trigonOmétrique 

«on  en  cherchera  le  màxij9(ium,  en  regardant  seulement  m.  comme  va- 
jtiable,  puisque  lesr  quantités/»  et  9  se  rapportent  au  premier  point  Af> 
qui  est  suppêtsé  donné;  et  l'on  trouvera 

d'où  l'on  déduira 

ç  —  pm  =  0,     ou     qdx  —  pd/  =  o* 

.Th/oriede 

lacouAwredtt     S^o.  Passons  maintenant  &  la  détermination  des  conUcts  que  la  sphère 


Digitized  by 


Google 
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peut  avoir  a^ec  une  surface  quelcon^e  :  soient  cl,  fi^y  les  coordonnées 
du  centre  de  cette  sphère  ^  et  d^  son  rayon  ;  elle  amra  pour  é(piatioa  - 

Les  conditions  du  contact  du  premier  ordre  déterminent  trois  des 
constantes  qu'elle  renferme;  car  en  désignant  par  x,jr,  «,  les  coor- 
données de  la  surface  donnée^  et  par  cU=/ydx4- ^df  j  ^  differen-- 
tielle  de  son  ordonnée  ;s^  on  doit  avoir  (SijT) 

^^^>       dZ=^»        T^^^i 

9 

lorsqu'on  change  a/  et  y  en  a:  et  en^  .•  on  peut  donc  écrire  ar,  jr,.«, 
;9  et  ^9  au  lieu  de  ^yf^  ^y  P  et  Q^  tant  dans  l'équation  de  la  sphère 
que  dans  ses  deux  différentielles  partielles  ^  qui  donnent 

et  l'on  formçra  par  ce  moyen  les  trois  équations 

(jr  — «)+;^(a— >)=:o,     (j^  — ^)  +  ^  (a  — >)  =  o     (3), 

Les  équations  (2)  qui,  lorsqu'on  y  substitue  x'  au  lieu  de  cl  y  y  au 
lieu  de  /3  et  z'  au  lieu  de  7^,  deviennent  les  mêmes  que  celles  de  la  nor- 
male (3t7),  nous  apprennent  que  toutes  les  sphères  qui  peuvent  toucher 
la  sur&ce  proposée,  ont  leur  centre  sur  lé  normale  menée  par  le  point 
de  contact;  et  le  nombre  de  ces  sphères  est  infini ,  c«r  il  reste  encore 
a  déterminer  une  des  quatre  quantités  m  y  fi,  y  et  ^.' 

Cependant  on  ne  peut  pas  ét2J>lir  un  contact  conlplet  du  second  orcbre 
entre  la  sphère  et  la  sui^ee  proposée,  puisque  ce'  contact  exige  trois 
nouvelles  conditions  (3i5);  mais  si  Ton  suppose^  dépendant  de  x, 
k  dépendra  de  A,  et  le  développement  de  la  seconde  valeur  de  %  prendr» 
la  forme 

où  il  ûiut  fadre  varier  en  même  temps  a:,  ^  et  les  différentielles  de  j^ 
dans  celles  de  z{vojr.  page  2^^).  En  posant,  pour  abréger,  d^^snidr, 
il  viendra  ' 

ds a=  {p-\'<fni)àxy      à*z^(àp  +  md^ -f-^dm)  dx ; 
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mettant  poar  àp^  dq  leurs  valeurs  (514)^  et  màx  potir  àf,  pttis  (biv 
niant  les  difierendellea  correspondantes  de  la  seconde  surface  ^  on 
trouvera  qu'en  yertu  des  équations  pss:P^q:=zQ^\2i  distance  des  deux 
surfifices^  dans  le  sens  de  leurs  ordonnées,  se  réduit  à 

les  termes  du  second  ord^e  de  éette  distance  n'étant  plus:  mi|lli|^M  que 
par  A*  9  on  peut  les  faire  disparaître  ^  au  moyen  d'une  seule  équation  qui 
déterminera  la  quatrième  constante. 
Cela  posé^  en  diffërentiant  par  rapport  à  j/  et  par  rapport  hy,  les 

expressions  ^^  tt*  ^t  de  ^ ,  où  obtiendra 

Changeant  a:',  y,  z%  en  or,  j^,  «,  écrivant  p  et  j^  au  lieu  de  g-^  et  gA-, 
et  substituant  dans  le  coeMcient  de  h*^,  on  formera  l'équation 

0,y>  ^  ^^  3  (r^  »^^  ^^m 4-  (j^  ^^i)  m^Mo     (3). 

Lorsqu'elle  sera  Sattsfiite  aiftsi  que  les  précédentM  ^  1«  coâtact  de  la 
sphère  avec  k  Mrbcé  propi^siée  8Ma  du  second  ONk«|  fftr  imppon  ata 
courbes  tracées  sur  Tune  M  l'auM  surfitce ,  de  inttiière  i(a%  «i  l'on  abaisse 
de  tous  les  points  de  ces  cMiibès^  des  pel|Miidic4laiir«  sur  le  plan  dt$ 
0^^  il  en  résulte  vent  tourbe  pour  laqutlk  djik^tnàjc. 
On  tire  de  l'équation  (5) 

valeur  que  pour  abréger ,  nous  représenterons  par  M;  et  en  la  substi^ 
tuant  dans  les  équations  (2)  et  (i) ,  on  aura 

1  ~  >  m  4f ,     jr^  ^  »  -—  yAf ,      «  —  *  cft:  M.|sJf  ^ 


J'^ftit^vT-t-^^^T^; 
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la  sphère  étant  alors  entièrement  déterminée  y  sera  osouUtrice  par  rap- 
port à  la  surÊice  proposée  y  mais  seulement  sur  les  courbes  indiquées. 
La  quantité  m  ne  dépendant^  que  de  la  position  de  la  tangente  de 
la  courbe  tracée  sur  le  {dan  des  atjr,  conserve  la  même  valeur  pour 
toutes  les  courbes  cpi  passent  par  le  point  M'  et  js'y  touchent  ;  et 
Cette  tangeiile  est  la  projection  de  la  droite  qui  indique  sur  le  plan 
tangent  conmiun  à  la  surface  proposée  et  à  la  sphère  y  le  sens  dans 
lequel  ceUe*€Î  est  o$culatrice.  Il  e$t  facile  de  voir  que  cette  droite  est 
donnée  pur  les  deux  éqoationa 

y— ^  =  ^(-«^'— ^)> 
la  dermère  éfattt  ceUe  du  pUn  tsoigent  (3i6). 

Sai,  Tfnmi  le  nombre  infini  de  yelemrs  que  peut  prendre  ^  pour 
Wï  même  point  de  le  surface  pii^oeée ,  Vexpresaion  de  ^ ,  lorsqu'on 
donne  à.  m  toutes  les  valeurs  possibles  ,  cherchons  cellea  qui  sont 
des   maximums   qu  des  minimums.  Pour  les   trouver  y  nous  aurons 

l'équation  j-=o,  qui  se  rédnjt  à  j— =0,  puisque  la  quantité  m  n'enlre 

dans  J"  que  par  le  Êicteur  M;  mais  en  faisant  disparaître  le  dénomi-' 
nateur  dé  Téquation  (3),  d^où  dépend  la  valeur  de  %^^y  ou  M  y  on  a 

diiférentiant  par  rapport  km,  et  faisant  ^  ss  o^  il  vient 

(*  +  !«)  ilf  H- /^  +  (iH.7*)i«=:o  (5), 

d'où  on  tire 

pq+sM 

Substitoant  cette  valeur  dans  l'ëquation  (4),  il  en  réïalt^a 

(,  ^p^^rSi)  (i  -^q^-^tHy  —  {pf+sMf  (i  -Ky'-f.  f^r)=ro  ; 
siipprimant  le  Àclew  cowvnm  i  -h  f*  -^tU,  «t.  dérdopfttt,  on  aura 


Digitized  by 


Google 


576  CHAP.  V.  DES  SURFACES  COURBES 

faisant  pour  abréger, 

et  résolvant  l'équation  ci-dessus  par  rapport  k  JH,  on  tronyen 

M^-=f^S^EE^^    d'où    J»=-&^iE»^S^. 

Des  deux  valeurs  de  J^^  Fune  répond  au  maximum^  et  l'autre  au  mi- 
nimum; et  on  formera  l'équation  d'où  eUes  dépendent  immédiatement^ 
en  substituant  dans  Téqu^tion  (6)  k  valeur  de  M  y  tirée  de  Féquation 
^  —  M  v/i-|-/>*-|-y%  il  viendra 

Za2.  Pour  connaître  maintenant  dans  quel  sens  se  ù\i  roscobtion 
de  chacune  des  sphères  auxquelles  appartiennent  ces  valeurs ,  il  fiiut 
déterminer  m^  ce  qui  se  fera  en  chassant  M  de  l'équation  (4)9  par  le 

moyen  de  l'expression  i(f==s--.Çlltii^i2j  fl  vient  alors  ^  après  les 
réductions^  et  en  ordonnant  par  rapport  km,  « 

l(i+^*)s'^pçt]m^+[(i+if^}r^(i+p^i]^  (8): 

Un  simple  changement  de  coordonnées  suffira  pour  mettre  en  évi- 
dence dans  cette  équation  le  rapport  qa'ont  entre  elles ,  sur  la  sorfiice 
proposée,  les  directions  cherchées.  H  est  visible  qu'on  peut  âjre  coin* 
cider  le  plan  des  x;"  avec  le  plan  tangent  au  point  que  l'on  considère , 
et  placer  l'origine  des  coordonnées  à  ce  points  sans  pour  cela  déranger  la 
position  respective  de  la  surface  proposée  et  des  sphères  osculatrices  ; 
mais  alors 

x=:o,     J  =  o,      s  =  o,      psso,      q^o, 

et  l'équation  (S)  devient 

Ji»'H-Cr  — O'»  — *»=o,    ou    m*  +  ^^^m->-lssOf 

d'où  il  suit  ifn'en  noraaiant  m'  ei  nf  ms  racineSi  on  a 

m'm'  4-1=0. 
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Maintenant^  si  pbur  Taxe  ides  z^  qui  colincide  à  présent  avec  la  nor- 
male MGyJîg.  71  ,  et  par  une  ligne  MN\  située  dans  le  plan  des  xj^  FlG.7f. 
et  dont  réquation  soit^  =  ;7ia:,  on  fait  passer  le  plan  GMN y  on  aura 
àjr:=:màxy  dans  tousies  points  de  ce  plan;  Vosculatlon  de  la  sphère 
avec  là  surface  proposée  aura  donc  liçu  sur  les  courbes  suivant  les-* 
quelles  il  les  rencontre.  Il  suit  de  là  que  le  grand  cercle  qui  est  son  in-- 
tersection  avec  la  sphère,  sera  le  cercle  osculateur  de  son  intersection 
avec  la  Surface  proposée  ;  car  s*il  en  était  autrement ,  le  cercle  oscu- 
lateur de  cette  dernière  courbe  ferait  partie  d'une  sphère,  qui  passerait 
entre  la  sphère  osculâtrice  et  la  surface  proposée. 

On  voit,  par  Ce  qui  vient  d'être  dit,  que  Texpression  générale  de  ^ 
est  aussi  celle  du  rayon  de  courbure  des  sections  que  les  plans  ïnenéà 
par  la  normale  font  dans  la  surface  proposée;  et  Téquation  nim'^i  =0^ 
montre  que  celle  de  ces  sections  qui  a  le  plus  grand  rayon  de  courbure 
et  celle  qui  a  le  plus  petit  se  rencontrent  à  angle  droit* 


525.  Lç  déplacement  de  l'origine  donnant  x  =  o,^  =  o,  s=so^  il 
en  résulte 

y  — '+"*'       '       >  =  — >(52o): 

ainsi ,  pour  trouver  la  valeur  du  rayon  de  courbure  d'une  section  faite 
dans  la  surface  proposée,  par  un  plan  quelconque  mené  par  la  normale ,' 
ou  le  nouvel  axe  des  z ,  il  suffirait  de  substituer  au  lieu  de  m ,  dans  VeiJ 
presion  de  y  donnée  ci-dessus ,  la  tangente  de  l'angle  que  fait  ce  plan 
avec  celid  dès  xz.  On  obtiendrait  le  rayon  de  courbure  de  la  section 

faite  par  ce   dernier,  en   supposant  ms=:o,  ce  qui  donnerait  7^  =  !/ 

Si  donc  on  connaissait  d'ailleurs  le  rayon  de  courbure  de  cette  section  , 
on  aurait  par  là  la  valeur  du  coefficient  différentiel  r^  relatif  au  nou- 
veau système  de  coordonnées.  On  déterminera  sans  pjus  de  difficulté 
les  deux  coefficiens  5  et  ^,  lorsqu'on  connaîtra  à  priori  les  rayons  de 
courbure  de  deux  autres  sections,  faisant  avec  la  première  des  angles 
donnés  ;  et  sans  rien  emprunter  de  l'équation  de  la  sm^face  proposée  , 
on  sera  alors  en  état  d'assigner  le  rayon  de  courbure  d'une  section  faite 
par  un  plan  qudcoiique  mené  par  raxier  dés  « ,  pourvu  qu'on  ait  l'angle 
que  ce  plan  Êit  avec  l'une  des  trois  sections  précédentes ,  cii^ôns tance' 
qui  mérite  d'èb*e  remarquée.  .     - 

I.  ^  75 
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Dans  le  changement  de  coordonnées  que  nous  avons  imagine^  en 
prenant  la  normale  pour  Taxe  des  z  et  le  plan  tangent  pour  le  plan 
des  xy,  nous  n'avons  rien  statué  sur  la  direction  des  axes  de  ces 
dernières  coordonnées  }  mais  puisque  les  plans  des  cercles  osculateors 
du  plus  grand  et  du  plus  petit  rayon  sont  perpendiculaires  entre  eux, 
nous  pouvons  supposer  que  le  plan  des  \rz  passe  par  Tun  de  ces 
cercles ,  et  que  le  plan  des  jrz  coïncide  avec  l'autre  :  prenons  donc 
le  plan  N'MG  pour  celui  des  xz ,  et  Je  plan  n'MG  pour  celui  des  jz. 
Dans  ce  changement  le  coefficient  différentiel  s  s'évanouit;  car  l'une 
des  valeurs  de  m  devient  nulle  ^  et  l'autre  infinie  ;  el  si  on  fait  d'abord 
x?i=:Oy  dans  l'équation  m^s^mÇr'^t)  —  5  =  0,  il  en  résultera  ^=0  : 

m  la  mettant  ensuite  sous  la  forme  s  +  ^^~  ^  —  -^s  o .  on  s^assurera 

que  la  supposition  de. /n  infinie  donne  encore  5  =  0.. 
Dans  cette  hypothèse  on  aura  pour  une  section  faisant  avec  le  plan 

des  ^  et  is  un  angle  quelconque^  cTss  —  ^T^J^^i  alors  nommant  ^cet 

angle  dont  m  exprime  la  tangente  ^  et  mettant  pour  m  sa  valeur  — y^ 

il  viendra  . 

jv  — « 

On  peut  exprimer  les  quantités  r  et  ^  au  moyen  du  plus  grand  et 
du  plus  petit  rayon  de  courbure ,  car  on  a  pour  le  premier  j^==o, 
et  pour  le  second  p^;s=,V}  en  désignant  l'un  par  J^,  et  l'autre  par  J% 
on  trouvera 

cT-^-I,  <!":=-},    d'où   r  =  -f,   r  =  -^, 

n  suit  de  IIl  que  le  rayon  de  courbure  d'une  section  quelconque  ; 
perpendiculaire  au  plan  tangent  y  ne  dépend  que  du  plus  grand  et  du 
moindre  rayon  de  courbure  ^  et  de  l'angle  que  fait  le  plan  coupant  avec 
ceux  des  sections  auxquelles  ces  rayons  se  rapportent» 


Z24*  On  exprime  aussi  très^^simplement  ^  avec  les  deux  rayons  de 
courbure  d'une  sur&qe^  celui  d'une  section  £d te  par  un  plan  quel** 
conque  dans  cette  surface.  En  désignant  par  if  et.  1^^  les  coordoméea 
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prifesdans  le  plan  de  la  section^  le  rajon  de  courbure  de  Cette  eouribo 
est  exprimé  par 

'  — d^MV    ■  = IH ("7)> 

si  Ton  fait  di/sznd/^;  et  il  ne  s'agît  plus  que  de  transformer  cette 
expression  par  les  coefficiens  di£férentiels  de  l'ordonnée  de  la  sur&ce  : 
or  on  a  (296) 

X  =  f^cos-^l/  — - 1/  cosO  sin •>{/  4-  a, 

^  ss  e^sin  4"  + 1^  cosôcos^^ 
2  =i4'sin9; 

on  conclut  4e  là  » 

Ar  3=  d/ cos>|/ —  di/ cos  fl  sîn  4^  > 

dy-  =  d/  sîn  ^|;  +  da'  cos  G  cos^J/  >  * 

dz  s=d2/5inG; 

mettant  ces  Talemv  dans  Téquation  ^dz  r=  pdx  +  (jé/r  ^  û  viendra 

di/sînfl==:/?(d^cos4/*— di/cos9sin>[/)4-^(d^«û4'H-d/i'cosG  cos-^)  , 

d'où  on  drera 

(8iiiO+pcost6in4-—(;  cos 00084)  (dp cos 4 +  df  «in 4)) 

4)i 


cos4  +  <7  sin  4)  (dp  cos  A  sia  4  -~df  ccto  d  cos  n 
(6inA4"P<^'^^'4~^  Ç  *5®*^  cos4)" 


Il  £aiudrait  substituer  dans  la  dernière  de  ces  expressions^  pout  dp  et  dy, 
leurs  valeurs 

rix  4-  sàjr ,      sâx  +  iàjr, 

après  avoir  mis  dans  Celles-ci  celles  de  do:  et  de  d/  ;  mais  on  simplifie 
beaucoup  le  calcul ,  en  supposant  que  le  plan  des  xf  soit  tangent 
au  point  donné  sur  la  section  proposée!,  etifne  les  axes,  des  x  et  desjr 
soiéni  dans  les  plans  des  cercles  osculateurs  passant.par  ce  point  :  comme 
ou  a  alors />;=o,  7  =  o>  5=0,  il  en  résulte 

,  j          #în  ^<<ip  dos  4  +  da  sîa  4) 
||  =  0«  d/l  =      ■    ^   ^  ^ r^^TT — ^î -^, 

dp  =:  rd^  cos  4^^      d^  =  <d^  sin  •>{/ , 
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et  par  conséquent 

"^  ""*  du  "~        rc08  4*  +  ^^ûi4^  ^ 

OU  bien 

puisque    r  =  -- y,     ^  =  — jy  (SaS). 

-  -  i- 

On  remarquera  sans  d0|ute  que  cette  dernière  expression  est  le  pro- 
duit du  sinus  de  rinclinaison  du  plan  coupant  sur  le  plan  tangent,  et 
du  rayon  de  courbure  de  la  section  faite  par  un  plan  passant  par  la 
normale  à  la  surface  courbe  et  par  l'intersection  du  plan  tangent  à 
cette  surface  et  du  plan  coupant.  .C'est  ^  en  partant  de  Texpression  de  i, 
calculée  pour  des  axes  situés  d'une  manière  quelconque  ^qu'Enler  est 
parvenu  à  la  détermination  des  deux  rayons  de  .courbure  ^  et  S^; 
et  l'expression  particulière  de  £,  rapportée  ci-dessus^  est  due  à 
M.  ^eusnier^  ainsi  que  plusieurs  remarquiss  imiKirlantes  fur  ee  sujet. 


5^5.  Revenons  maintenant  au'  cas  où  la  situation  dés  plans  coor* 

donnés  est  quelconque  ^  et  voyons  comment  on  peut  trouver  ^  a  l'égard 

de  ces  plans ,  la  position  de  ceux  qui  contiennent  le  plus  grand  et  le 

plus  petit  cercle  osculateur.  Le  moyen  qui  se  présente  le  premier  con<- 

siste  à  effectuer  la-  transformation  des  coordonnées  indiquée  dans  le 

n""  522  y  et  à  déterminer  ensuite  sur  le  plan  tangent^  devenu  celui  des 

abscisses 9  la  direction  des  axes  de  ces  dernières-^  par  la  condition  que 

le  coefficient  différentiel  s  s'évanouisse;  mais  on  peut  résoudre  la  question 

d'une  manière  plus  directe^  en  cherchant  l'équation  du  plan  d'un  cercle 

osculateur^  par  la  condition  que  d^-s:  mdjo  sur  les  intersections  de  ce 

plan  avec  la  surface  proposée  et  la  sphère  oscnlatrice.  Son  équation  devra 

avoir  lieu  conjointement  avec  celles  de  ces  surâices^  dans  tous  les  ppints 

où  il  les  rencontre  ;  et  comme  il  passe  par  le  point  qui  leur  est  commun , 

let   dont  les  coordonnées  sont  ocj  j,   z,  cette  équation  sera  de  la 

forme 

i 

En  prenant  les  différentielles,  et  changeant  dr',  d^',  ds'  en  dr,  d;^. 
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EX  DES'  COURBES  A  DOUBLE  COI^PURE.         •  SSt 
Jby  on  aura  sur  U  plan> 

u^do; -H -Bdy- -H  Cdz  =  o; 

et  sur  les  deux  surfaces  courbes^ 

d'où  ëliminaul 'dz  9  et  mettant  pour  d/  sa  valeur  /tkLi?^  il  Tiendra 

De  plus ,  ce  plan  devant  aussi  passer  par  le  centre  de  la  sphère  oscu* 
latrice,  point  dont  les  coordonnées  sont  en,  ^  9  y^  il  faudra  que 

^(^  — «)  +  ^(/  — /3)  +  ^(5i^>);=:0, 

les  ëcpiations  de  la  page  5j5,  changeront  celte  dernière  en 

et  par  le  moyen  des  équations  (a)  tl(b)y  on  obtiendra 

A TO+p</-f>^*m  B^  1  +  p*  +  P<pn , 

C  ""* .     pm  —  ^.      /       C  P^  —  <l 

Il  est  à  propos  de  remarquer  que  lorsqu'on  aura  déterminé  la  valeur 
de  m,  si  on  la  substitue  dans  celles  de  x^^cl^jt — )3  et  »— 3^,  el  qu'on 
joigne  ces  valeurs  à  l'équation  de  la  surface  proposée  ^  on  aura  quatre 
équations  dont  on  pourra  éliminer  les  variables  Xy  jr  et.z,  qui  parti- 
cularisent le  point  donné  sur  cette  surEaice  ;  le  résultat  ne  contenant 
^plus  que  CL,  fi  y-y ,  exinrimera  la  relation  que  dôiventavoir  les  coordbn- 
.  nées  des  centres  des  sphères  osculatrices ,  indépendamment  du  poioi 
par  lequel  elles  passent:  ce  sera  donc  l'équation  dé  la  sur&ce  qui  est 
le  lieu  des  centres  de  toutes  ces  sphère^.  Cette  sur&ce  est  en  général 
composée  de  deux  nappes ,  dont  l'une  contient  le  centre  des  sphères 
du  plus  grand  rayon ^  et  l'autre  ceux  des  sphères  du  plus  petit;  mais 
quelquefois  l'équation  qui  la  détermine  se  décompose  en  deux  fiicteurs 
rationnels  ,  et  représente  dans  ce  cas  deux  sur&ces  distinctes. 


S!26.  La  considération  des  normales  consécutives ,  qui  nous  a  cou-» 
duits  à  Fexpression  du  rayon  de   courbure  des  courbes  (261),  s'ap- 
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plique  également  aux  surfaces;   et  elle  rëpand  ua  nouvean  jout  Mr 
les  propriétés  particulières  au  plus  grand  et  au  plus  petit  rayon  de 
courbure. 
Dans  les  équations  de  la  normale^ 

y  —  x  +  p{z'  —  «)=:o  (a), 

les  quantités  x^fj  z,  p  et^^  relatives  au  point  que  Ton  considère  sur 
la  sur&ce  proposée ,  sont  constantes  p.our  la  même  normale,  mais  elles 
changent  de  valeur  lorsqu'on  passe  à  une  seconde  normale  consécutive 
à  la  première  ;  or  ce  passage  peut  se  faire  dans  une  infinité  de  direc*- 
lions ,  savoir  |  du  point  donné  à  chacun  des  pûinis  environnans  :  il  £aut 
donc,  pour  embrasser  tous  les  cas  possibles,  ùire  varier  en  même  temps 
x^jr  et  z;  et  comme  on  ne  cherche  que  le  point  d'intersection  de  la 
première  normale  avec  la  seconde  ,  on  regardera  Içs  coordonnées  x^^ 
y  et  z'y  affectées  à  ce  point,  comme  constantes.  En  différentiant  sous 
ce  point  de  vne  les  équations  {a)  et  {h) ,  et  en  observant  que 

ds  =  pàx  -|-  q^  , 
dp  ?='rdrH~  ^4^1         dy  =  ^dr  +  rd;*  (5i4), 

on  tronvcra 

—  dx  —  ^d»  —  p<iàj  -j-  (a'-—  z)  {ràx  •+-  sày)  tstz  o  (c) 

—  d^  —  q^djr  —  pqâa:+  (i'-—  z)  (^dr  -f-  tdjr)  =0  (d). 

Les  équations  (à)  et  (b)  donnant  les  valeurs  de  x^'^x  et  de  j^— -j^; 
lorsque  celle  de  a'-*^;8  sera  conntie,  il  fiuit,  j^ur  que  la  question  pro- 
^sée  ait  une  solution ,  que  les  deux  équations  (û)  et  (d)  s'accordent  dans 
la  détermination  de  cette  dernière  quantité.  Le  résultat  qu'on  obtiendra 

en  éliminant  21^  —  2,  [ne  renfermera  plus  que  la  seule  quantité  ^  qui 

)ie  soit  pas  donnée  par  la  nature  de  la  question  ,  et  dont  il  particula^ 
risera  la  valeur  :  cette  quantité  Êiît  connaître  la  direction  de  la  droite 
qui  joint  les  projections  des  deux  points  consécutif  que  l'on  consi- 
dère, ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  la  quantité  m,  ($20)}  il  suit 
donc  de  là ,  que  pour  trouver  deux  normales  qui  se  coupent ,  ou 
qui  soient  dans  un  même  plan,  on  ne  peut  passer  indisliactement 
idun  point  à  un  autre  sur  la  surface  proposée. 
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Si  on  cbasse  d'abord  ^  des  équations  (c)  et  {d),  on  aura  pour  dé-< 

terminer  V  — 2  une  équation  qui^  en  changeant  /  en  ^^  ^  rentrera  dans 
Tequation  (6)  du  n*  3:3i  ;  et  lorsqu'on  éliminera  z^  —  z  des  mêmes  équa<« 

lions  y  le  résultat  qui  fera  connaître  -^ ,  sera  le  même  que  l'équation  (8) 

qui  donne  les  valeurs  de  m  :  le  plus  grand  et  le  plus  petit  cercle  oscu- 
lateur  auront  donc  leur  centre  à  Tiotersection  des  deux  normales  con- 
sécutives, caractère  qui  les  distingtie  d'une  manière  bien  remarquable 
de  tous  les  autres  cercles  osculateurs,  et  qui  fournit,  comme  on  voit^ 
un  moyen  Êicil«  pour  les  déterminer. 

Je  ferai  remarquer  qu'on  peut  obtenir  sous  une  forme  très-simple 

l'équation  d'où  dépend  ^,  en  mettant  dans  les  équations  (c)  et  (d)  àz 

pour  pàx  +  qà^y  àp  pour  ràx^si^Ty  dq  pour  sdx-i^tdjr  ;  car  après 
avoir  éliminé  /  —  Zy  on  trouvera  alors 

dp  (d;^  +  qdz)  —  dy  (dx  +pdz)  =  o        (e). 


527.  La  valeur  de  ^,  étant  donnée  en  fonction  de  Xyf  et  z,  cbange 

pour  cbaque  point  de  la  surface  proposée;  la  position  du  point  MJig.  70,  FiG.7% 
détermine  Ja  direction  dans  laquelle  on  doit  passer  au  second  point  Ni 
de  la  position  de  ce  dernier  résulte  une  nouvelle  direction  sur  laquelle 
se  trouve  le  troisième,  et  ainsi  de  proche  en  proche.  Chaque  point  de  là 
surface  proposée  tient  donc  ainsi  à  une  suite  de  points  liés  ensemble, 
par  la  condition  que  leurs  normales  se  coupent  deux  à  deux  conséca*» 
tivement.  Ces  points  forment  une  courbe  sur  la  surface  proposée,  et 
leurs  projections  en  produisent,  sur  le  plan  des  x  et^,  une  autre  dont 
M'N  représente  un  petit  c6té,^et  dont  par  conséquent  la  tangente  a 
pour  équation 

Ce  que  nous  venons  de  dire  pour  une  valeur  de  ^ ,  doit  être  ap- 
pliqué en  particulier  à  chacune  des  deux  valeurs  dont  cette  quantité  est 
susceptible;  ou  voit  par  là  que  le  point  Jlf  se  trouve  sur  deux  courbes 
qui  se  coupent  \  angle  droit,  et  dont  Tune  répond  aux  plus  grands  rayons 
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de  courbure  9  et  l'autre  aux  plus  petits.  Ces  courbes  sont  appelées  lignes 

de  courbure. 

Les  intersections  consécutives  de  la  suite  des  normales ,  relative  a  une 
même  ligne  de  courbure  ^  formeront  une  sorte  de  développée' de  cette 
ligne.  Je  dis  une  sorte  ;  car  il  y  aura  entre  la  dévdoppée  dont  il  s*agit 
et  celle  qui  a  été  considérée  dans  le  n*  261  y  la  différence,  que  cette 
dernière  a  tous  ses  points  dans  le  plan  même  de  la  courbe  à  laquelle 
elle  appartient  y  tandis  que  la  première ,  toujours  placée  sur  la  surface 
des  centres  (3^5),  n'auira  pas  tous  ses  points  dans  un  même  plan,  lors^ 
que  ceux  de  la  ligne  de  courbure  n'y  seront  pas  non  plus.  On  observera 
encore  que  tous  les  rayons  de  courbure  sont  tangens  a  la  surface  des 
centres,  et  que  ceux  qui  appartiennent  k  une  même  ligne  de  courbure, 
composent  une  surÊice  courbe  tangente  à  la  précédente.  Je  reviendrai 
sur  ces  indications,  en  parlant  de  la  génération  des  surfaces  et  des 
courtes  à  double  courbure. 

Nous  prendrons ,  d'après  M.  M onge ,  l'ellipsoïde  pour  donner  un 
exemple  des  lignes  de  courbure.  L'équation  de  cette  sur^^ce^ 

donne  par  la  différentiatiou 

par  ces  valeurs ,  et  en  chassant  2,  l'équation  (e)  devient 
et  peut  être  mise  sous  la  forme 


en  Élisant 


Ne  pouvant,  sans  le  secours  du  calcul  intégral  qui  sera  le  sujet  du 
volume  suivant ,  tirer  parti  de  cette  équation,  je  la  particulariserai  pour 
eu  montrer  ici  quelques  propriétés.    Je  supposerai    que  l'ellipsoïde 
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soit  de  révolution ,  parce  '  que  la  génération  de  la  sur&ce  indique  alors 
quelles  doivent  être  les  lignes  de  courbure.  On  voit  en  effet  que 
les  normales  qui  sont  consécutives  sur  une  des  positions  de  Tellipse 
génératrice  y  doivent  se  rencontrer  deux  ii  deux^  et  que  par  conséquent 
cette  ellipse  est  une  des  lignes  de  courbure  de  Tellipsoïde.  Si  Ton  observe 
ensuite  que  lorsqu'elle  tourne  ,  ses  normales  passent  toujours  par  le  même 
point  de  Taxe  de  rotation,  on  reconnaîtra  que  deux  points  sitaés  sur  la 
circonférence  d'un  cercle  perpendiculaire  à  cet  axe  y  ont  oécessairement 
des  normales  qui  se  coupent ,  et  que  par  conséquent  ce  cercle  est  la 
seconde  ligne  de  courbure»  Cela  est  évident  par  rapport  aux  points  M, 
W  et  M'^Jig.  y2,  dont  lesnormales  sont  MO,  Sto  et  if  a.  Taxe  de  fig. 
rotation  étant  AD  y  et  la  courbe  génératrice  DME. 

Dans  rbypothèse  que  je  viens  d'établir,  on  a  tf  sss  6,  d'ôà  il  résulte 
jdfsssi,£sso,et  par  conséquent 

Si  on  résout  cette  dernière  équation  par  rapport  au  coefficient  iSifltf- 
rentiel^^  on  en  obtiendra  les  deux  valeurs  rationneUes 

5^  —  1       ^y  ^^^ 

dx       X  '  dx  y 

La  première  appartient  k  une  ligne  droite  passant  par  Forigine  àtê  coor- 
données, puisqu'il  en  résulte  que  la  tangente  trigonométrique  de  Tincli- 
naison  de  cette  ligne  par  rapport  à  Taxe  des  abscisses  est  ^ale  au  rapport 

des  coordonnées  y  ce  qui  suppose  que  ^  ^sss^mi  ^  quant  à  la  seconde  va- 
leur, on  voit  qu'elle  dérive  de  l'équation  du  cercle  a^  ^jr^zsn*^  Ceci  est 
bien  d*accord  avec  les  considérations  géométriques  ;  car  l'ellipse  DE 
a  ëvidenament  pour  projection,  sur  le  plan  ABC  des  xjrybi  drtûte  AE 
menée  par  l'origine  ^  ;  et  le  cercle  MM' y  compris  dans  un  plan  MGM*  pa« 
rallèle  au  plan  ABC  y  est  lui-même  sa  projection  sur  ce  dernier.  Les 
constantes  m  et  n  sont  arbitraires ,  parce  que  les  lignes  de  couibure 
sont  susceptibles  d'un  nombre  infini  de  positions  ou  de  grandeurs  diffé- 
rentes, que  l'on  détermine  en  assùjétissant  ces  courbes  à  passer  par  le 
point  donné.  Les  équations  de  leurs  projections ,  dans  cet  exeft^le  p 
n  0&  représentait  par  a  et  /S  les  abscisses  du  point  if,  deTifndieieat 

I.  74 
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Ce  n*est  que  parce  que  les  variables  xelj-  sont  sorties  du  wdical, 
que  les  lignes  de  courbure  se  trouvent  distinctes ,  dans  Fiexemple  actuel: 
quand  les  variables  demeurent  liées  par  l'irrationnalité  ^  les  lignes  de 
couil>ure  ne  sont  plus  que  les  deux  branches  d'une  courbe  unique. 

Dans  la  sphière,  dont  toutes  les  nortmales  passent  par  le  centire,  les 
lignes  de  courbut^  ne  sont  autre  chose  qu'un  grand  cercle  ;  et  il  y  en 
a  par  conséquent  un  nombre  infini  pour  chaque  point  :  c'est  aussi  ce 
que  montre  l'équation  (e),  que  la  supposition  de  a=:6  =  c,  rend 
identique ,  indépendamment  de»  variable^  ^  ^tjr  et  de  leurs  difleren- 
tiellés  j  d'où  il  suit  que^  dans  quelque  sens  que  l'on  paB^è  d'nn  pointa 
un  autre  sur  la  surface  de  la  sphère ,  les  nptïniks  SôUséËUtives  he  cessent 
point  de  se  rencontrer  deux  a  deux. 

La  fechercBe  des  intt»*séctioiis  des  nominales  consécutives  des  sur- 
faces ,  n'est  qu'un  cas  particulier  du  problème  général ,  dans  le<iuel  il 
s'agit  de  trouver  celles  des  lignes  consécutives  menées  suivant  une  loi 
mathématique  quelconque^  par  toiis  les  points  d'Une  surface  donnée; 
et  ce  problème  y  qui  comprend  toute  la  théorie  4e  la  réfiraotioa  et  de 
la  réflexion  des  rayons  lumineux  par  des  surfaces  quelconques  ^  a  été 
résolu  très-élégamment  par  M.  Malu$.  (f^^J^^  le  14^  càkiérêu  Journal  de 
l'École  Polytechnique^  et  le  dfcne  II  des  Mémoires  présentés  à  t Institué 
par  des  Swans  étrangers.)     '  ' 

Bad.  i^uisqu'uh  contact  complet  du  second  ordre  emporte  avec  lui 
six  condition  4  remplir  (5 1 5),  il  S'ensuit  que' l'équation  de  la  Surface 
touchante  doit  renfermer  im  pareil  iiosnbre  de  constantes  aziiintfes,  et 
que  par  conséquent  l'équation  la  plus  simple  qu'on  puisse  prendre  pour 
cette  surface  j  ne  peut  être  que  de  la  forme 

Si  l'on  transportait  l'origine  au  point  de  contact ^^  en.  pveif uni  le  v^Iia 
t^ngeot  pour  celui  des  u^,  comme  on  aurait  alors 

pz=zP=zOy         ç—Ç  =  o  (^22), 

l'équation  ci*-dessus  se  réduirait  a  is  iis  Z?j:»-f-^£*jçy4- j^;  cl  si  l'on 
prenittt  pour  plans  des  xz  et  desjz^  teux  qui  contiennent  îe  plus  graii^  et 
le  plus  petit  cercle  osculateur^  on  aurait  s=:Sb=:o  (5ii3),  d'où  JE=o; 
il  viendrait  pour  la   surface  touchante,!  cette  équation  très> simple 
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xissi3œ^rh^>  qui  ap^rlient  aux  sur&ces  CGoarbeç  èa  MCOImI  ordre 
considérées  dans  le  n*  Zoq. 

Il  est  évident  que  deux  surfaces  qui  ont  un  contact  complet  du  second 
ordre  ^  ont  à  ce  point  la  même  courbure  dans  tous  les  sens.  Oh  peut 
prouver  aiiasiqisie  Ibtsqoe  deux  suvÊices  qai  passent  par  un  même  point  ^ 
ont  leurs  plus  grands  et  leurs  plus  petits  rayons  de  courbure  respective* 
ment  égaux  ^  elles  ont  ent];eeUeè- un. contact  complet  du  second  ordre; 
en  effet  y  en  les  rapportait  l'une  et  l'auU^e  au  plan  tangent  qui  leur  est^ 
commun'  et  aux  ptans  de  leur  plus  grand  et  de  leur  pluspejtit  cercle 
discttlâteur^  leurs  équations  différentielles  premières  s'ai^anJÛssent  >  et^ 
leurs  équations  dittéreqtSéllesi^secbades  deviendront' 

Las  rajôns  de  courbure  J^*  et  J^'  (^^^)p  étant  les  mêmes,  ponr  Tune 
el  pour  favitre  ^  on  en  tirera 

rssil,      et      t=:T. 

Ilsuit  de  là  que  la  surface  engendrée  parla  révolution  du  plus  gr^and 
cercle  osculateur  MNyfig.  71  ,  autour  de  la  droite  oH  meiiée  par  le  ria  71. 
centre  o du  plus  petit  cercle  osculateur^  perpendiculairement  a  soa  plan, 
a^  un  contact  complet  du  second  ordre  avec  la  surface  proposée  ^  et  qu'il 
en  serait  de  même  de  celle  que  produirait  la  révolution  da  plus  petit 
cercle  oseulateur  Mn  autour  d'une  droite  menée  par  le  centre  O  du  phis 
grand  et  perpendiculairement  à  son>  plan. 

.  3t9^  Poffr  suivre  à  rég»d  dise  surfaces  courbes  la  même  marche, qiiê 
par  rapport  aux  lignea  courbea^il  fiodrait  passer  à  k  rechercbe  «fe  leurs 
poinu  singuliers  y  et  même  de  lenva  ligrèes,  singuHères^;  car  il  existe  sur 
certaines  sur£M:es  dea  lignes  qu'on  pourrait  appeler  lignes  d'inflexion 
ou  de  rehroussement  y  parce  que  le  sens  de  la  courbure  de  ces;5ur&ces 
cbange  ^  ou  bien  qu'elles  retournent  sur  elles-mêmes  y  dans  tous  les  points 
de  cesCgnes  :  mais  le  détail  des  variétés  dont  ces  poibts  et  ces  lignes 
sont  susceptibles ,  sortirait  des  bornes  que  j'ai  dû  me  prescrire^  et  . 
serait  plus  curieux  qu'utile  :  on  a  d'ailleurs  daùs  ce  qui  précède  ^  tons 
\é^  élémena  nécessaires  pour  cette  recbércEe. 

'  La  détermination  des  limites  à^^s  sur£aices  courbes  se  tire  de  la  coasi- 
dératien  du  plan  tangent/  comme  Celle  des  limites  des  couches  se  dé-* 
duit  de  leurs  tangentes. 
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Les  maximums  et  lès  minimums  s'obtietment  en  Êdsant  simnltené- 
ment ^:sso,^sso,  ce  qui  rend  le  plan  tangent  parallèle  an  plan 

'  des  xjr. 

En  cherchant  la  forme  de  la  snrÊice  qui  répond  à  Téqûadon 

on  reconnaîtra  sans  peine  qne  le  point  qui  répond  à  jrs=:o^^  =  o  et 
j8=:  ^^  est  une  espèce  de  bec  ou  rebroussemeni  au-delà  duquel  la  sur* 
face  ne  s'étend  pas^  e^  qu'elle  y  est  touchée  intérieurement  dans  tous 
les  sens  par  l'axe  des  z  :  cela  servira  à  expliquer  la  remarque  analytique 
faite  au  n*  167^  sur  mie  équation  de  la  même  Ibrme. 

Les  changemens  de  courbure  sont  indiqués  en  général  par  le  dian* 
gement  de  signe  des  rayons  de  ces  courbures  ;  et  il  faut  remarquer  à  ce 
sujet  que^  dans  leur , état  ordinaire  ^  les  surfaces  se  partagent  en  diverses 
classes  ^  à  raison  de  la  duplicité  de  leur  courbure.  11  peut  arriver  que 
les  deux  courbures  soient  tournées  dans  le  même  sens'j^Ji^mme  dans 
Fellipsoide^  ou  bien  dans  des  sens  différens^  comme  dans  l'hyperbo-» 
loide  à  une  nappe  et  dans  toutes  les  sprfaces  qui  présentent  des  gorges  ,  ' 
ou  enfin  qu'une  des  courburbs  soit  nulle  >  comme  dans  le  cylindre 
ou  dans  le  cône.  Cette  dernière  circonstance  a  lieu  toutes  les  Âis  que 
l'équation  (7),  pagei  576 ,  se  réduit  au  premier  degré  par  l'évanouisse-^ 
ment  de  la  quantité  rt  «^  s^,  ce  qui  peut  avoir  lieu  non^seulement  pour 
des  valeurs  particulières  des  coordonnées^  mais  pour  toute  la  surface^ 
puisque  l'équation  r<-— Vcso^  éUnt  différentielle  partielle,  répond  à 
une  infinité  d'équations  primitives  distinctes  (78)  :  nous  verrons 
bientôt  que  ces  équations,  appartiennent  ii  une  classe  de  surfiices  douéea 
de  pn^riétés  remarquables,  qui  se  présenteront  .dans  les  divers  modes  . 
de  génération  de  sur£ices  dont  nous  allons  nous  occuper. 

De  k  g^^  55o.  Commençons  par  chercher  Fequation  d'une  sur&ce  fi>rm^e  par  les 
«tiott  des  Mp.  intersections  successives  d'une  inifinité  d'autres  d'une  nature  donnée,  c'est- 
àndire,  déduites  d'une  même  équation  générale  ,  renfermant  une  constinte 
ari>i traire  m  qui  prend  successivement  toutes  les  valeurs  possibles.  U  est  ' 
lévident  que  deux  de  ces  surfaces,  résultant  de  valeurs  de  1»  très-peu  diffé- 
rentes seront  nécessairement  très- voisines  Tune  de  l'autre,  etpourront.se 
couper  suivant  une  ligne;  en  Imaginant  une  suite  de  surÊtces  qui  se  suc-  . 
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cèd6iit  ainsi  de  proche  en  proche  ^  d'après  une  certaine  loi^  lènrs  inter- 
sections successives^  en  se  resserrant  de  plus  en  plus^  détermineront  un 
espace  dont  la  surfitce  que  nous  cherchons  sera  la  limite  :  c'est  sous 
ce  nom  que  nous  la  désignerons  désormais. 

Prenons  poux  les  sur£ices  génératrices  une  suite  de  plans  ^  passant 
tous  par  le  même  point;  les  équations  de  ces  plans  ne  pourront  être 
que  de  la  forme 

^(^  — a)  +  ifO  — /8)H-C(«— >)8=o, 

et  la  position  particulière  de  chacun  d'eux  ne  dépendra  que  des  rap- 

ports  -^  et  7-  que,  pour  abréger,  nous  représenterons  par  m  et  n.  Cela 

posé,  concevons  que  ces  deux  quantités  soient  liées  entre  elles,  ensorte. 
qu'on  ait  m=f  (/i)^  la  caractéristique  f  désignant  une  fonction  donnée; 
l'équation  précédente  deviendra 

f(ii)(x— «)  +  nO  — ^)-hC3  — >)  =  o (0; 

et  pour  passer  d'un  plan  à  celui  qui  le  suit  immédiatement^  il  faij^dra 
£tire  varier  la  quantité  n  seule,  puisque  les  coordonnées  tK^jr  et  s,  étant 
affectées  aux  points  de  la  droite  suivant  laqueUe  se  coupent  les  deux 
plans  proposés,  sont  communes  a  l'un  et  à  l'autre  :  jpette  considéntio||^ 

domiera 

r(i.)(a:~«)  +  (j?îl./3)  =  o (2), 

en  fiusant  d[(n)ss^{^(n)dn,  et  divisant  par  an.  U  est  d'abord  évident' 
que  quand  la  fonction  f  (n)  sera  connue  ,  on  éliminera  fi  entre  cette 
équation  et  la  précédente,  et  il  en  résultera  celle  de  la  surfiice  cher- 
chée ;  mais  je  ferai  remarquer  de  plus  que  TéUnaination  peut  encore 
avoir  lieu  en  laissant  la  fonction  f  indéterminée.  En  effet,  puisqu'on  . 

peut  tirer  de  l'équation  (a),  f'(/i)  =  —"2-^-  y  on  en  doit  conclure  qiie 

la  quantité  n  est  une  fonction  de  la  quantité  ^-^^  ,  fonction  qu'on  dési- 
gnera dans  son  état  indéterminé,  par  la  caractéristique  4i  ^^ on  aura 

Substituant  cette  expressi<m  dans  l'équation  (1),  il  viendra. 

(a:-«)f[4.(^)]-HC/-^)4(î~)-f-«-?'  =  o- 
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En  donnant  i  ce  rcsulut  U  forme 

il  est  hcïïe  dé  voir  qoc  le  prenûer  memibre  est  une  fimction  de  "53^  ; 
on  pent  donc  le  représenter  par  (p  (^^),  e*  '^  viendra 

Telle  esl  la  forme  de  l'équation  générale  des  sur&ces  qui  sont  les 
limites  d*ùne  infinité  de  ptûis  passant  tous  par  le  point  dont  les  coor- 
données sbnt  a,  /»  et  > ,  et  se  succédant  d'aolleois  soH aat  une  loi  qud- 
conque.  Cette  génération  comprend  tontes  les.  snr&ces  cttiiquês;  car 
les  intersections  des  plans  consécutife  seront  des^  droites  menées  par  le 
point  comman  à  ces  plans. 

Le  procédé  que  f  ai  indiqué  dans  lé  n*  5o5,  pour  reconnaître  une 
snr&ce  conique  ^  cOfidnit^mi  même  résidtàt;  car  par  ce  procédé  il  &ut 
d'iJbord  transporter  Forigine  au  centre  de  la  sur£M?e  (5ia>,  en  suBslituant 
j(f+<t\  y+/9,  ^'+7^9  •«  Ken  de  jc,^,  z;  et  qu'une  détermination 
^s  quantités  a,  /3,  y,  puisse  fidre  disparaître  le  terme  constant  et 
rendre  homogène  le  résultat,  par  ^pport  a  a/,/,  ^.  Si  on  y  &ît  alors 
z'=:mjf  exyznnx^  il  se  réduifa  à  une  fonction  de  wet*de  i»,  et  ponrra 
être  rc^éseAlipar  f(/n,  »)^=:a;  nai$àcavedex':9ra: — a,y=ijr — ^, 
»'=ç;«-~>>  go  aura 

w;^^J^  ns;;;^^!  et  par  consequeiitf(^^,^^;J=o. 

Les  deuK  gnantités  ^^^  et  ^^^^^y  étant  doue  liées  par  une  même  équa- 

tion,  on  en  peut  conclure^  comikie  drdessus,  que  Tune  est  une  fonction 
de  Fautre. 
IL  ne  p^f^U  paa  d'abord  qu'on  puisse  tim  parti  de  l'écpatioii 

pour  reconnaître  si  une  équation  proposée  ajçarlient  on  non  à  nne 
snr&ce  conique;  mais  en  éliminant  la  fonction  indéterminée  9  par  le 
procédé  indiqué  n*  77  ^  et  frisant  toujours  pouitalnréger  ds ^sipdx-+-ç^, 
on  trouyera 
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«  —  5^  «  Jt?j(a;  — a)  +  ç  (^— /2). 

Ce  rétfullàt  exprime  là  relation  qui  doit  exîsfèï  érttrfe  Vofddtiûëe  3,  s^ 
coefficiens  différentiels  et  les  alïscissêS  x  6tjr  ^  pDur  toutes  le^  surfkco^ 
coniques;  et  il  sertii^  k  -reeoiâMltre  l'équation  d'une  sur£sice  de  cette 
famille ,  comme  Tequatioa  obtenue  dans  le  n*  cité  ^  sert  à  reconnaître 
les  fonctions  de  ax^hj. 


33 1.  La  foncticm  inconnue  ôU  arbitraire  tp  se  détermine  par  les  con- 
ditions .qui  particularisent  la  surface  proposée  ;  l'une  des  plus  simples 
consiste  à  supposer  qufe  cette  sur£u:e  ^asse  par  une  courbe  donnée. 
Soient  F(^>J",  «)  =  o,  et  f(jt:,j^,«)  =  o,  les  équations  de  deux  sur- 
faces qui  contienneol  la  courbe  dontil  s^agit;  il  &udra  que  dans  cbaque 
point  de  cette  courbe^  les  trois  équatîcms  suivantes  : 

aien^  )ieu  ^-la^-fois. 
Faisons-î!^^î=î:f,  il  iietadm  î^^^^teif  (i^)f  CAMer^éBS  «BMxte  qtr'tm- 

ait  éliminé  x^  y  et  z  entre  ces  deux  dernières  équations  et  les 
équations  F(x,^,  z)=6',  f  (cc,^,  j>)^i=b>  il  restera  nécessairement 
une  équation  entre  t  et  ^  (/),  que  nous  représenterons  par/[r ,  ^(/)]=o.j 
remefttàtat'^^toFtt  t  ét^  (r)  ies  quKntttés  qû'ik^ekprbnent,  aous  ow^ 
l'équation  de  la  surfM^e  conique  chercbée* 

On  peut  encore  se  proposer  de  déterminer  le  c6ue  circonscrit  à  une 
surface  donnée.  Dans  ce  cas,  il  &ut  chercber  d'abord  les  équations 
de  la  courbe  suivant  laquelle  le  cône  doit  toucher  tette  surface.;  et  il  est 
facile  de  voir  que  cela  revient  k  trouver  le  lieu  des  points  où  elle  est 
touchée  par  une  suite  de  ^lan^  menés |>ar le  sommet  dtt  cône,  question 
que  nous  avons  déjà  résolue  pour  les  sur&ces  comprimes  dans  l'équa- 
tion 

par  un  procédé  qui  s'étend  à  une^surikee  ^ticônque.  tl 'Vie  ê'a^t  4$n 
effet  que  de  combiner  avec  leqviation  de  la  surface  doimée^  celle  du 
plan  tangent  mise  sous  la  forme  z  —  5/ s=p(jc  — ct)-f-y(/  — /3); 
jtyânt  alotos  Its'iéquations  'de  dedx  surfaces  qui  contiennent  la  courbe 
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par  laquelle  doit  passer  le  cône  cherché  ,  on  se  débarrassera  de  la 
fonction  arbitraire  comme  précédemment.  Dans  Texemple  cité,  la  courbe 
qui  est  le  lieu  de  tous  les  contacts ^  n'est  que  du  second  degré,  puis- 
qu'elle est  représentée  par  les  équations 

Combinant  celte  dernière  avec «î^^^^  s=  ^  et  ^^^  =  «(/)•  on  réduira 

la  première  à  ne  contenir  que  /  et  ^  (e),  et  si  on  remet  ensuite  pour 
ces  quantités  ,  leur  valeur ,  fl  en  résultera  Téquation  du  cône  demandé, 
n  est  k  propos  de  remarquer  qu'on  a  dans  ce  qui  précède,  les  moyens 
de  résoudre  analytiquement  les  problèmes  principaux  de  la  perspective  et 
de  la  théorie  des  ombres,  en  supposant  pour  cette  dernière  que  le  corps 
lumineux  soit  réduit  à  un  point  (Complément  des  Élém.  de  Géom.) 

553.  Les  surfaces  cylindriques  peuvent  être  regardées  conune  pro- 
duites par  les  intersections  successives  d*une  suite  de  plans  menés  sui-^ 
vaut  une  certaine  loi,  perpendiculairement  à  un  plan  donné.  Soit 
i^x+fy^+^z:sso ,  l'équation  de  ce  dernier  plan,  et  Ax+Bj^Çs^i  bso, 
celle  de  l'un  quelconque  des  premiers  ;  on  aura  d'abord 

Ja^^Bb+Cc  =  o(78S)i 

et  faisant  ^s=  m,  ^ssn^  il  viendra  »=:*-- ^^^t^     mettant  ensa(te 
Téquation  Jx^^Bjr^Cz^j  s=so,  sous  la  forme 

il  en  résultera 

m(*x  — or) +  fo  — 9^  4- -j-sso. 

La  position  du  plan  représenté  par  cette  équation,  ne  dépend  plus  que 
des  deux  quantités  m  et  -^;  et  en  supposant  que  la  seconde  soit  une 
fonction  de  la  {première,  nous  aurons 

m(6x'^ajr)  +  hz'^cjr  +  f(m)sso (i). 

Passant  exisuite  au  plan  conséeutif,  en  diffi^entiaat  par  rapport  à  m. 
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seule,  nous  obtiendrons 

bx  '^  qjr  +  e  (m)  ^  o .7 (a). 

Quand  la  forme  de  la  fonction  f  sera  donnée^  on  élimineca  m  entre 
ces  deux  équations  ;  mais  en  raisonnant  comme  dans  le  n*  précédent 
on  trouvera  /n  =  n|/(*ar  — ij;^),  d*où 

et  on  conclura  de  là  que  l'équation  générale  des  surfaces  cylindriques; 
•era  de  la  forme  fe  —  ç;^  =  ^  (bx  —  oy). 

En  éliminant  la  fonction  arbitraire  ^ ,  il  viendra  ap^ba--^  c=:  oJ 
On  déterminerait  la  fonction  arbitraire^  comme  pour  les  sur&ces  co« 
niques. 


533.  Concevons  une  suite  de  sphères  ayant  leur  centre  sur  une  même 
ligne  droite;  chacune  d'elles  coupera  celle  qui  lui  est  consécutive  dans 
un  cercle ,  dont  le  plan  sera  perpendiculaire  à  la  ligne  qui  joint  tous 
les  centres;  l'assemblage  des  intersections  de  ces  sphères  prises  deux 
à  deux  consécutivement,  formera  donc  une  surface  qui,  étant  coupée 
par  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  pit>po5ée,  donnera  toujours  un 
cercle,  et  sera  par  conséquent  produite  par  la  révolution  d'une  certaine 
courbe  autour  de  cette  droite. 

Pour  exprimer  analytiquement  cette  génération,  nous  repréâenteroiis. 
par 

les  équations  de  l'axe  de  rotation  ;  celle  des  sphères  dont  le  centre  se 
trouve  sur  cet  axe,  sera 

et  pour  la  particulariser,  il  suffij-a  de  connaître  une  des  coordonnées 
de  son  centre.  Faisons  z'=:m;  il  viendra,  en  vertu  des  équations  de 
Taxe  de  révolution , 

x'z=:am  +  tt,    y=:bm  +  ^i 

substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la  sphèr^e ,  il  sera  facile  de  lui 
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donner  la  forme 


Sui^sant  ensuite  <{U€  la  grandeur  4m,  rayon  de  chaque  ipbere  ^pende 

de  la  situation  de  son  centre  ,  on  pourra  faire 

a»/ii»+**/?i»+f?i*  — /i"s=f(m); 

et  i  équation  ci-dessus  se  changera  en 

En  passant  à  la  sphère  consécutive  ,  on  aura 

—  :i[(jc-(r)a-  +  (j— /3)4+z]  +  r(m)  =  o (2).  ^^ 

Si  la  fonction  f  (m)  n'est  pas  déterminée  ^  on»  tirera  de  cette  démise 
écfciatîon 

111  =  4  [(jc~«)/i  +  (7-j8)*+x]j 

et  en  substituant  cette  expression  dans  l'équation  (l)^  il  viendra 

Si  l'ase  de  rotatbn  passait  par  l'origine  des  coordomtées^  on  uxmil 
az=:Oy  fi:=o^  ce  qui  réduirait  l'équation  ci«de$6iis  a 

et  si  cet  axe  coïncidait  avec  celui  des  1^  comme  on  aurait  de  plus 
a:=zo^  hz=o,  il  viendrait 

X*+y+z''z=(p(z)y      ou     Z=:^(±''k-y)r 

En  éliminant  la  fonx^Uon  arbitraire  de  l'équation  générale  ,  on  ob-» 
tiendra 

équation  de  condition  ,  au  moyen  de  laquelle  on  reconnaîtra  si  une 
surface  proposée  est  de  révolution  ou  npn ,  et  quelle  est ,  dans  le  pre- 
mier cas,  la  position  de  son  axe  ;  menant  ensuite  un  plan  quelconque 
par  cette  droite  ^  on  aura  la  courbe  généralricee 
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Dans  les  trois  familles  àê  surface»  doat  nous  venons  de  dëtenrnner 
les  équations  générales ,  l'élimination  de  la  quantité  m  a  pu  se  faire  ; 
il  n'en  sera  pas  de  même  dans  la  question  suivante  y  qui  renferme  les 
particularités  les  plus  importantes  de  la  Théorie  que  nous  exposons 
maintenant,  et  dont  les  résultats  jetteront  le  plus  grand  jour  sur  unô 
des  principales  branches  du  Calcul  intégral. 


334<  Soit  proposé  de  trouver  Féquation  générale  des  surfaces  courbes 
fermées  par  les  intersections  successives  d'une  suite  de  sphères  décrites 
du  même  rayon,  et  dont  tous  les  centres  sont  situés  dans  le  plan 
des  xjr,  sur  une  courbe  donnée.  Ces  surfaces  sont  un  cas  particulier 
des  swfaces  annulaires  (  CompL  des  Êlém.  de  Géom.) ,  que  nous  consi- 
dérerons plus  bas  dans  toute  leur  étendue.  En  nommant  x'  et  y  les 
coordonnées  de  la  courbe  donnée ,  et  a  le  rayon  de  toutes  les  sphères , 
récpiatioQ  générale  de  ces  surface»  set^ 

Si  on  considère  en  particulier  celle  pour  laquelle  onajt:'=j5n,^::>s», 
et  qu'on  représente  par  /t  =  ^(m),  la  relation  qui  doit  exister  entre  m  et 
n  y  en  vertu  de  Féquation  de  la  courbe  des  centres  ^  on  aura  pour  une 
sphère  et  sa  consécutive 

[^  — ^]'  +  [>  — <P(«)l*  +  ^*  =  «*.-.  (i)> 
[x— «3-  +  [j-^^(m»'(«)=c:a (2). 

L'équation  (3)  contenant  la  quantité  m  engagée  dans  diverses  fonc-^ 
tions,  et  combinée  avec  les  variables  se  et  j-,  ne  peut  plus  donner  im-< 
médiatement  cette  quantité  comme  d^s  les  exemples  précédcns.  Tout 
ce  qu'on  peut  obtenir  ,  tant  que  la  forme  de  la  fonction  ^  reste  indéter** 
minée^  c'est  une  équation  entre  les  variables  Xy  jr^  z  ei  les  coefficiens 
différentiels /s^  et  y.  Pour  y  parvenir,  on  différentiera  la  première  équation 
par  rapport  k  x  et  par  rapport  à^  successivement^  et  en  regardant  m 
comme  constante  ;  car  il  est  aisé  de  voir  qii'en  vertu  de  l'équation  (2)  , 
tous  les  termes  résultant  de  la  variation  de  m,  soit  par  rapport  k  Xy  soit 
par  rapport  àj^,  seront  nuls.  D'après  cette  observation,  on  trouvera 

X  —  m  +  «/?=s:0,         jr  —  ^  (/»)-!- jB^xsso. 

Mettant  dans  Téquation  (1),  pour  x  — w  et/  — ^(/w),  les  valeurs 
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que  donnent  ces  dernières  équations  >  il  Tiendra 

ce  qui  montre  que  dans  toutes  les  surfaces  cherchées  la  longueur  de  la 
normale,  prise  à  l'égard  du  plan  des  xj ,  est  oonsUnte  (317),  ré- 
sultat qu'on  pouvait  prévoir  d'ailleurs  d'après  leur  génération.  En  effet, 
on  verra  bientôt ,  avec  un  peu  d'attention ,  que  l'une  quelconque  de 
ces  surfaces  peut  être  envisagée  comme  composée. d'une  infinité  de 
zones  inEniment  étroites,  prises  sur  chacune  des  sphères  qui  concourent 
à  sa  formation  ,  zones  qui  sont  déterminées  sur  cette  sphère  par  ses 
intersections  avec  ceUe  qui  la  précède  et  celle  qui  la  suit  ;  chacune  de 
ces  zones  jouissant  de  la  propriété  de  la  sphère,  leur  limite,  ou  la  sur^ 
face  cherchée,  en  jouira  par  conséquent  aussi. 

Le  problème  actuel  est  parfaitement  analogue  à  celui  où  il  s'agit  de 
déterminer  une  courbe  qui  touehe  tous  les  cercles  décrits  d'un  même 
rayon  sur  les  différens  points  d'une  courbe  donnée  (263).  Les  zones  cpie 
nous  venons  de  faire  remarquer  ici,  sont  remplacées,  dans  l'article  cité, 
par  les  petits  arcs  compris  sur  chaque. cercle  entre  ses  intersections  avec 
celui  qui  le  précède  et  avec  celui  qui  le  suit;  la  courbe  cherchée  ne 
touche  Ig  cercle  que  dans  un  point;  notais  la  surface  a  sur  chaque  sphère 
un  contact  dans  toute  la  circonférence  d'un  cercle.  En  effet,  tant 
que  la  quantité  m  sera  regardée  comme  constante  ,  les  coef&ciens 
différentiels  p  et  q  auront,  pour  la  sphère  représentée  par  l'équation  (i), 
la  même  valeur  que  pour  la  surface  cherchée  ;  niais  l'équation  {2)^ 
qui  exprime  cette  condition,  peut  être  considérée  comme  celle  d'un 
plan  élevé  par  le  centre  de  la  sphère  perpendiculairement  à  celui  des 
acj\  et 'sa  combinaison  avec  l'équation  (i)  donnera  le  grand  cercle  dont 
la  circonférence  contient  tous  lefe  points  de  contact.  Ce  plan  est  aussi 
perpendiculaire  à  la  courbe  qui  contient  les  centres  des  sphères  géné- 
ratrices \  car  l'équation  (2)  est  évidemment  celle  de  la  nopnale  à  la 
courbe  dont  les  coordonnées  sont  m  et  (p  (m). 

Les  exemples  des  articles  précédens  sont  susceptibles  des  mêmes 
remar<Jues,  et  la  surface  limite  touchera  chacune  des  surfaces  généra- 
trices, suivant  la  ligne  exprimée  par  l'ensemble  des  équations  que  nous 
avons  désignées  par  (i)  et  (2).  Le  cône  et  le.  cylindre  toucheront  leurs 
plans  générateurs  dans  toute  l'étendue  d'une  ligne  droite  ;  la  surface  de 
révolution  touchera  ses  sphères  génératrices  suivant  un  cercle. 
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tl55.  Soit  en  général  /^=  o,  une  ^uaûoa  entre  Xjj  et  z  et  une 

constante  arbitraire  m  ;  en  passant  de  Tune  des  surfaces  que  représente 

cette  équation^  à  celle  qui  lui  est  consécutiye^  on  aura  {>our  les  points 

communs  à  toutes  deux ,  ^ —  =  Oi  Le  résultat  de  l'élimination  de  m 

entre  cette  équatioqi  et  la  précédente  ^  appartiendra  à  la  .surface  formée 
par  les  intersections  successives  des  surfaces  comprises  dans  l'équation 
/^=co.  Lorsqu'on  donnera  à  m  une  valeur  particulière^  le  système  des 

deux  équations  /^=;o  et  ^ — ==o^  exprimera  la  ligne  suivant  laquelle 

la  surface  génératrice  qui  répond  à  cette  valeur,  est  touchée  par  la 
surface  limite. 

Cette  dernière  proposition  peut  se  prouver  analytiquement ,  sans  re- 
courir à  la  considération  des  intersections  successives  des  surfaces  géné- 
ratrices j  car  si  on  différcntie  l'équation  /^=o,  par  rapport  à  a:  et  à  j*, 
en  n'y  regardant  plus  m  comme  une  constante.^  mais  comme  uae  fonc- 
^  tion  de  ces  variables,  on  trouvera 

dr    ,    ^  dm         dr      _ 
dS"  "♦*  dm    dT  "^^  dz  ^  ~  ^> 

tW        Ar  dm         dr      _ 

d7 ^" d;îr  dy" *^ "di"^ ~ ^> 

équations  qui ,  lorsqu'on  aura  j—  =  o ,  se  réduiront  à 

AV    ,   Ar  AV    ,   AV 

dï"+dr^=^^  d^  +  lT^^^' 

et  qui  par  conséquent  seront  encore  satisfaites  par  l'équation  f^s=o, 
lorsqu'onn'y  regardera  J)lus  m  comme  une  constante,  pourvu  qu'on  ait 

égard  à  la  relation  qu'établit  entre  les  variables  x^jr  et  ty  l'équation  .    ■■   o. 

Il  suit  de  là  que  l'équation  résultante  donnera  encore  la  même  valeur 
de  l'ordonnée  z  et  de  ses  coefficiens  différentiels  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  et  de  17*,  qui  auront  entre  elles  la  relation  établie  par  l'équation 

g —  =  o  ;  la  surface  exprimée  par  la  première ,  touchera  donc  celles 
que  représente  /^=o,  sur  toute  la  ligne  donnée  par  le  système  d'équa- 
tions /fî=;o  et  2^  =  0  (5i5)- 
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336.  Les  courbes  sotraBllenfaelle»  se  coupent  deux  surfaces  génératrices 
consécatiyes  ^  ont  été  nommées  par  M«  Mon«[e,  les  carYU^iérisiitfues  de 
]a  surface  limite ,  parce  qu'en  effet  elles  impriment  à  cette  sur&ce  un 
caractère  indépendant  dea  conditions  auxquelles  elle  peut  être  assu)éde  : 
quelle  que  soit  la  courbe  des  centres  dans  l'exemple  du  n""  S34  j  les 
caractéristiques  n'en  seront  pas  moins  des  cercles. 

Chacune  des  surfaces  génératrices  contient  deux  caractéristiques  qui 
pourront  en  général  se  couper  :  leur  point  de  rencontre  se  trouvera 
en  même  temps  sur  trois  sur&ces  génératrices  consécutives  ^  ensorle 
que  &eB  coordonnées  demeureront  constantes  ,  quoique  la  quantité  m 
ait  varié  deux  fois;  on  aura  donc  en  même  temps,  pour  ce  point. 

Lorsqu'on  donnera  à  m  une  valeur  particulière ,  ces  équations  déter- 
mineront  les  trois  coordonnées  du  point  de  rencontre  des  deux  carac- 
téristiques situées  sur  la  sur&ce  génératrice  qui  répond  à  cette  valeur  ; 
mais  si  on  élimine  m,  il  ne  restera  que  deux  équations,  qui  appar- 
tiendront à  la  courbe  formée  par  l'ensemble  des  points  de  rencontre 
des  caractéristiques  prises  deux  à  deux  consécutivement.  Cette  courbe 
ayant  un  de  ses  petits  côtés'  sur  chacune  des  caractéristiques,  les  tou<-. 
chera  toutes ,  et  sera  à  leur  égard,  ce  qu'est  la  surface  liinitexpar  rap- 
port aux  surfaces  génératrices.  ' 

Dans  l'exemple  du  n*  334,  si  on  fait  -^^  =  ^'(111),  on  aura  pouf 

la  courbe  dont  on  vient  de  parler,  les  trois  équations  suivantes 

l^  —  m]*^[jr^(p(m)Y  +  z-=:a\  (1), 

x^m    +[j— ^(#w)]<p'(m)  =  o  (a), 

-I     ~(P'W4-C^-<P(«)]<P'(«)  =  0    (5), 

qui  doivent  se  réduire  a  deux,  lorsqu'on  aura  assigné  une  forme  paiv 
ticulière  à  la  fonction  ^  (m) ,  parce  qu'il  sera  possible  alors  d'éliminer 
la  quantité  m;  le  résultat,  composé  de  deux  équations,  ne  renfermant 
plus  que  les  variables  Xyj^  z^  indiquera  deux  surfaces  courbes  con- 
tenaçLt  en  même  temps  la  courbe  cherchée;!  qui  sera  par  conséquent 
leur  intersection. 

Dans  rétat  général  de  la  fonction  (p  (m) ,  on  ne  saurait   déduire  des 
équations  ci-dessus,  qu'une  équation  différentielle  à  trois  variables,  qui 
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exprime  une  ptopriélé  commune  à  toutes  les  courbes  formées  par  les 
intersections  successives  des  caractéristiques  des  surÊicesde  la  famille 
à  laquelle  appartiennent  les  équations  (i)  et  (:i).  Pour  parvenir  à  cette 
équation  différentielle^  il  &ut  différentier  les  équations  (i)  et  (fi)  ^  en 
y  regardant  m  comme  constante ,  ce  qui  est  permis  par  les  équations 
(n)  et  (5),  puisqu'on  nommant  7^  =;  ô  Téquation  (i),  elles  ne  sont 

autre  chose  que  t— =  o,  -j-y  =  o.  En  opérant  ainsi ^  on  obtient 

(J?  — wi)dar4-[j  — (p(m)]df  4-zds=30  (4), 

dr+     djrf\m)=:o  (5); 

et  si  on  détermine  <p' (jn)  y  jr '---- ^  (m)  et  jc  — /»,  par  les  équations  (5); 
(4)  et  (2),  on  trouvera 

substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  (i)>  il  viendra. 
a»(dr»  +  d;'*H-d5»)  =  a»(da£:'  +  4r'), 
équation  dont  on  trouvera  plus  loin  la  signification  géométrique. 


337.  Chacun  des  cas  particuliers  des  surfaces  limiXes  ne  touche  que 
la  suite  des  surûices  génératrices  qui^  correspondent  a  une  même  forme 
de  la  fonction  <p  dans  Féquation  f^=o;  les  diverses  formes  que  cette 
fonction  peut  prendre ,  donnent  lieu  à  une  suite  ^de  snrfitces  limites 
qui  peuvent  être  touchées  quelquefois  par  une  surfhce  unique^  laquelle 
touche  par  conséquent  toutes  les  surfaces  particulières  qu'on  déduirait 
de  l'équation  ^  ss  o ,  en  donnant  à  m  et  à  la  fonction  ^  ^  toutes  les 
valeurs  et  toutes  les  formes  possibles.  Cest  la  relation  établie  entre' 
m  el(p  (m) y  qui  particularise  la  loi  d'après  laquelle  les  surfaces  géné- 
ratrices se  succèdent  les  unes  aux  autres  ;  et  puisque  pour  passer  de 
Tune  d'elles  a  sa  consécutive ^  on  a  fait  Varier  m,û  est  évident  que  pour 
passer  de  Fune  des  surfaces  limites  à  sa  consécutive  ^  il  &udra  fiiire' 
varier  ^{m)  indépendamment  de  m;  car  c'est  là  le  seul  moyen  d'expri- 
mer que  la  fonction  9  a  changé.  On  aura  donc^  en  représentant  par  n 

1a  quantité  ^{jn)^  -^^ss^o^  pour  tous  les  points  de  l'interseclioB  de 
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deux  surfaces  limites  consécutiyes:  il  faudra  joindre  cette  éqaatîou  avec 

^=o  et  -p-  =  o;  et  eu  observant  que  cette  dernière,  dans  laquelle  on. 

a  fait  varier  (p(m)  eu  même  temps  que  m,   peut  être  mise   sous  k 
forme 

dm  "'"  di»    dm  "^     * 

on  voit  qu'il  en  résultera  les  trois  équations 

r,r  dr  dV  . 

^=^>     d^  =  ^'     d;r=^> 

qui  serviront  à  éliminer  m  et  n. 

Les  considérations  purement  analytiques  auraient  conduit  au  même 
résultat;  car,  en  différentiant  l'équation  /^=o,  en  y  regardant  m  eln 
conune  des  fonctions  de  x  et  de  j^ ,  on  trouve 

da:^dmdï"^"d;rdx'^d*''~^* 
dr'      àr  dm       dr  d»    ,    dr     __ 

^  "»' a;ïr  "^  "^  "sr  37  **■  "ar  ^  ""  "  ' 

Êûsant  3 —  =  0,  -^  =  0,  et  rais«onnant  comme  dans  le  n*  535,  on 
s'assurera  que  la  surface  représentée  par  l'équation  résultante  de  l'éll- 

AV  AW 

minalion  de  m  et  de  riy  entre  les  équations  /^=o,  t— =  o,  -t— =  0; 

doit  toucher  chacune  de  celles*  que  donne  l'équation  /^;=:o,  qaandm 
et  n  sont  indépendantes. 

En  faisant  <p  (/7i)  :?=:n  dans  l'exemple  du  n*  534  >  <>^  trouve  g^=x— w; 
^=^  — /i,  et  par  conséquent  m:^=zXy  n^=^jr;  substituant  dans  Péqua^. 

tion  r=zo,  ou  (x  — m)»4-(j^  — /2)»  +  z';=^ï*,  il  vient  z  =  zta: 

Celte  équation  indique  deux  plans  parallèles  à  celui  des  xjr^  et  qui 
en  sont  éloignés  de  la  quantité  a,  l'un  au-dessus,  l'autre  au-dessous, 
solution  qui  pouvait  se  prévoir  fiioilement;  car  il  est  visible  que  toutes 
les  sphères  ayant  leur  centre  sur  le  plan  des  ^,  et  décrites  dumème 
rayon,  seront  touchées  par  deux  plans  p^rallèlçs  à  ^elui*Ià, 

538.  II  reste  à  déterminer  la  fonction  (p,  pour  que  la  surface  limite 
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satisfasse  h.  quelque  condition  particulière  :  nous  supposerons  d*abord 
que  toutes  les  sur&ces  génératrices  doivent  toucher  une  même  surface 
donnée 9  dont  l'équation  soit  représentée  par  VÇx^jr^  z)  =  o,  et  dans 
laquelle  les  coefficiens  difiérentiels  de  l'ordonnée  z  soient  désignés  par 
P  et  Q.  Au  point  de  contact  de  cette  dernière^  avec  l'une  quelconque 
des  surfaces  génératrices ,  les  équations 

r=o,       F(^,7,a)  =  o,       P=p,       Q^q; 

Miront  lieu  en  même  temps  ;  on  en  pourra  donc  chasser  les  coordon-^ 
nées  Xjjr  et  z^  et  û  restera  une  équation  entre  m  et  (p  (m),  qui  fera 
connaître  la  composition  de  la  fonction  f. 

Nous  considérerons  encore  le  cas  où  la  surface  engendrée  serait  as« 
sujétie  à  passer  par  une  courbe  donnée.  Soient  F(a:, 7*,z)=o,' 
F^(a?,^,  z)  =  o,  les  symboles  des  équations  de  cette  courbe;  il  est 
évident  qu'elle  sera  touchée  à-la-fois  par  les  plans  tangens  de  chacune 
des  ^ur&ces  que  représentent  les  équations  ci-dessus ,  et  que  par  con« 
tféquent  l'intersection  de  ces  plans  sera  sa  tangente  :  mais  si  dans  toute 
son  étendue  elle  touche  la  surface  limite  ^  elle  touchera  nécessairement 
chacune  des  génératrices  ^  et  par  conséquent  ses  tangentes  seront  aussi 
dans  les  plans  tangens  de  ces  dernières  surfaces. 

Pour  exprimer  analytiquement  ces  conditions^  nommons  P  et  Q,  les 
coefficiens  différentiels  de  la  première  surface^  P^  et  Q^^  ç&a  dç  U 
seconde;  les  équations  de  leurs  plans  tangens  seront 

#t  les  projections  de  la  droite  qui  en  est  l'intersection^  auront  pour 
équations 

^      ^—     pQ^^p^Q    ^7     J  —  PQ,-P,Q     • 

Pour  que  cette  droite  ^e  trouve  dans  le  plan  tangent  de  la  sur&ce  gé-« 
nératrice^  plan  dont  l'équation  est  ;5  —  2'  :?=;?  (a:  —  ^)  +  ^  (/  — y)  1  il 
ftudra,  qu'en  mettant  au  lieu  de  ar— -j:'  et  de ^—7^,  lés  valeurs  pré- 
cédentes ^  le  résultat  soit  identique  ;  on  aura  donc 

i;  76 
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cette  e'quatîon  réunie  avec  les  suivantes 

donnera  par  l'élimination   des  coordonnées  x^  jr^  z,  la  relation  qui 
doit  avoir  lieu  entre  i»  et ^  {m). 


359.  Nous  allons  nous  occuper  maintenant  des  sur&ces  dévelop^ 
pables.  Ces  surÊices  y  dont  le  caractère  est  de  pouvoir  s'étendre  et  s'ap« 
pliquer,  sans  déchirure  ni  duplicature^  sur  un  plan,  sont  engendrées 
par  les  intersections  consécutives  d'une  suite  de  plans  menés  d'après 
une  loi  quelconque.  Leurs  principales  propriétés  sont  exposées  par  des 
considérations  géométriques  y  dans  le  Complément  des  Élémens  de  Géo^ 
métrie.  Euler,  dès  ij^j^y  les  avait  exprimées  analytiquement,  et  je  vais 
les  donner  à  peu  près  comme  les  a  présentées  M.  Monge. 

L'équation  d'un  plan  renfermant  trois  constantes  arbitraires,  il  fimt 
que  la  loi  de  succession  des  plans  qui  engendrent  une  surÊu:e  dévelop* 
pable,  soit  telle,  que  deux  de  ces  constantes  soient  déterminées  en  fonc^ 
lion  de  la  troisième,  pour  qu'après  un  plan  quelconque  on  n'en  puisse 
trouver  qu'un  nombre  déterminé  de  consécutif  :  prenant  jz=:;^J>f-jP^-f-^> 
pour  réquation  des  plans  proposés,  et  faisant  ^=:^(m),  j9=-^(/7i), 
lès  caractéristiques  <p  et  ^  désignant  det^x  fonctions  quelconques ,  l'équa^- 
lion  généride  des  surfaces  développables  sera  le  résultat  de  l'elimiaation 
de  m  entre  les  deux  suivantes  : 

z---m  =  x(p(m)  -t-/4  (m) (1), 

^  I  =:a:(p\m)  -^-7^^'(m) (a). 

On  peut  Élire  disparaître  les  fonctions  arbitraires  f  et  ^|^  par  la  difie^ 
rentiation;  car  en  différentîant  d'abord  l'équation  (1),  par  rapport  à  x 
et  par  rapport  kjr  successivement,  et  en  regardant  m  comme  constante^ 
en  vertu  de  l'équation  (2),  on  trouvera 

pz=z(p(m),         y  =  4(m); 

et  puisque  ces  résultats  nous  font  voir  que  les  coefficiens  différentiels  /ir 
et  ^  sont  des  fonctions  de  la  même  quantité,  nous  devons  en  conclure 
que  p  est  une  fonction  de  ^,  et  vice  versa  :  nous  poserons  donc 

/7  =  ^(y}.  . 


Digitized  by 


Google 


ET  DES  COURBES  A  DOUBLE  COUHBURE.  6o5 

Dlfférentiant  eettc  équation  par  rapport  k  x  e%  par  rapport  à  r,  en  faxn 
$ant,  comme  dans  Je  n""  3i4^ 

dpzs^rdx -{- sdjr,  dç  =^  sàx -^  tdj- , 

on  trouvera  A=^>7r'(y),  s^^tic'Ç^);  et  éliminant  ^'(^),  û  viendra 

r^  -—  ^*  =2=  o  : 

c'est  cette  équation  qui  exprime  le  caractère  des  surfaces  développables  ' 

indépendamment  de  la  forme  des  fonctions  <p  et  %|/.  Si  nous  faisons  r^ ^* 

ou  e=:o^  dans  les  expressions  du  rayon  de  courbure  données  n*  Sai 
Tune  d'elles  devient  infinie;  les  «urfaces  développables  ont  donc  une 
de  leurs  courbures  nulle.  Le  rayon  de  l'autre  courbure  se  détermine  eu 
prenant  la  valeur  de  cT  dans  Téqualion  du  premier  degré  à  laquelle  se 
réduit  l'équation  (7),  lorsque  rt  —  s*:=o. 

Les  surÊices  développables  sont  touchées  par  leur  plan  tangent  dans 
toute  l'étendue  de  là  ligne  droite,  qui  est  leur  caractéristique,  et  que 
représente  l'ensçmUe  des  équations  (i)  et  (a).  Le  système  des  trois 
équations 

a  —  m  Sis  o^cp  (m)  4- jr4  C'») 

exprimera  (556)  la  courbe  produite  par  les  intersections  successives 
des  carjictéristiques,  et  à  laquelle  M.  Monge  a  donné  le  nom  d'aréie  de 
rebroussement.  La  connaissance  de  cette  courbe  suffit  pour  déterminer 
la  surface  développable  à  laquelle  elle  appartient,  puisque  toutes  les 
caractéristiques  de  cette  surface  ne  sont  que  les  tangentes  de  son  arête 
de  rebroussement ,  et  qu  elle  peut  par  conséquent  être  regardée  comme 
l'assemblage  des  tangentes  de  cette  courbe.  Les  équations  primitives  des 
surfaces  développables  présentées  sous  ce  point-de-vue,  différent  des 
précédentes,  et  je  les  donnerai,  lorsque  je  parlerai  des  courbes  à  double 
courbure  (544)  f  ]^  vais ,  pour  le  moment^  m'occuper  de  la  détermination 
des  fonctions  arbitraires  que  contiennent  les  équations  (i)  et  (a). 

L'une  des  conditions  les  plus  simples  consiste  à  supposer  que  la 
surface  développable  cherchée  doive  toucher  en  même  temps  deux  sur- 
faces données.  Pour  traiter  ce  cas,  posons  que  F  (x,^,  z)  =  o  et 
FXj^,r>  a)  =  o  soient  les  symboles  des  équations  de  ces  surfaces  :  dans 
les  points  qui  leur  sont  communs  avec  la  surÊice  développable  cher** 
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chée^  les  surfaces  données  doivent  avoir  toutes  deux  pour  plan  tangent 
Tun  des  plans  générateurs;  désignons  par  x\f^  li^  les  coordonnées  da 
point  oà  ce  plan  touche  la  première  sur&ce  donnée^  et  par  Jc^,  J^,  s% 
celles  du  point  où  il  touche  la  seconde  ;  posons  de  plus  que  Téquation 
F  (ar^,y,  z')  =  ^  donne  da!' =s  Pda< -f- Qd|^ ,  et  que  de  Téquation 
FXa;%^,  2')  =  o,  on  tire  dz*  ssP^dx^  +  Q^d;^;  puisque  par  celle  du 
plan  générateur  on  a  da  =  dx^  (m)  4- d;^^/ (m)  ,  il  viendra  pour  son 
contact  avec  la  première  surface  donnée , 

et  pour  son  contact  avec  la  seconde^ 

Joignant  les  trois  premières  équations  avec  F  {x' ,  ^ ,  z')  =:  o  ^  on  en 
chassera  od^f  et  il^  et  on  aura  une  relation  eutre  mj^(m)  et  4 (m); 
les  trois  dernières  combinées  avec  V  (œ'^j^,  z')s:^  o^  en  donneront 
pareillement  une  apr^es  Télimination  de  af  ,jf^  eï  s%  et  on  pourra  par 
conséquent  connaître  la  forme  des  fonctions  9  et  ^(/  (^). 

Si  on  se  proposait  de  £dre  passer  la  surfsice  développable  cherchée 
par  deux  courbes  données  ^ 

F(^,y,0  =  o...     et    f(jc',/,0  =  0 (0 

étant  les  équations  de  la  première 

F,(x%y,z')  =  o...        fXx',y,2')  =  o ...(a) 

celles  de  la  seconde^  on  trouverait^  comme  dans  le  n*  précédent  |  que 
les  équations  de  leurs  tangentes  seraient  de  la  forme 

x-af^M(z—z'y,       y^y^N{z^z')y 
Biais  le  plan  générateur  devant  toucher  ces  deux  courbe»  à-'la-ftis; 


(♦)  La  question  qae  boqs  v«non»  de  traiter  renferme  la  solution  du -problème  gé- 
néral de  la  théorie  des  ombres  et  des  pénombres  ;  car  en  supposatit  que  Tane  des 
surfaces  données  soit  lumineuse ,  Tombre  et  la  pénombre  de  Tautre  surface  seront 
comprises  entre  les  nappes  de  h  surface  déreloppaUe  circonscrite  en  même  temps  k 
ces  deu3(  surfaces.  (Voyez  Mém.  éUs  Savons  éPTûnger^,  T.  IX.) 
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contiendra  nécessairement  leurs  tangentes ,  et  comme  il  doit  passer  par 
les  points  dont  les  coordonnées  sont  x%y  et  2^,  ^^3^  ^^  2%  ^^  ^^^^ 

2'  —  /w  =  0(f(p{m)  4-/4.(m) (i), 

7^  '^m^sz  a:*(p  (jn)  +^^-4^  (w) (a). 

Retranchant  successivement  ces  équations  de  a— /n=à:cp(/n)-f-^4(''*)^' 
il  viendra 

et  z  —  «^=:  (^  — or')?  (m)  +  (^— /)4('»); 

substituant  pour  x*^oif  et^— ^,  x—x^  etjr — ^,  leurs  valeurs  tirées 
des  équations  des  tangentes  des  courbes  données ,  il  en  résultera  les 
équations 

ii^MXm)'hJyM^) W; 

combinant  ensemble  les  quatre  équations  (1),  on  trouvera,  après  Télï- 
mination  des  coordonnées  x'y  y  et  z\  une  des  relations  qui  doit  avoir 
lieu  entre  m,  ^{m),  4 (''')>  ^^  lautre  sera  le  résultat  de  rélimiiuitioii 
de  x^f  y,,  s%  entre  les  quatre  équations  (a). 


S4o.  L^équafîon  générale  de  toutes  les  Surfaces  formées  par  les  în« 
tersections  successives  d'une  suite  de  sphères ,  dans  lesquelles  le  rayon 
Tarie  en  même  temps  que  la  position  du  centre ,  contient  trois  fonc«, 
fions  arbitraires;  car  l'équation  d'une  ^hére  quelconque^  étant 

gi  Ton  fait  dépendre  les  quantités  a,  Z^»  >>  de  la  quantité  cT^  on  Zùrt 
pour  rintersection  des  deux  sphères  consécutives^ 

JL'élimination  des  fonctions  arbitraires  demande  trop  de  calcul^  pour 
trouver  place  ici  ;  nous  observerons  seulement  qu'il  faudrait  pousser 
les  différentiations ,  par  rapport  à  chaque  variable  successivement,  |usques 
au  troisième  ordre,  en  faisant  varier  /,  en  même  temps  que  chacune 
des  coordonnées  a*,  je  et  ;&  ;  d'ailleurs  dans  un  de»  articles  suivans^  nous 
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ferons  asage  d  un  procédé  dont  TappUcation  simplifierait  les  opénlîoiis 

à  effectuer  dans  cet  exemple. 

Pour  particulariser  la  surface  que  nous  considérons  ^  il  faudrait  trois 
conditions  ;  on  peut  se  proposer  en  effet  d'assujétir  les  sphères  généra- 
trices à  toucher  à^la-fois  trois  sur&ces  données,  ou  faire  passer  la 
surface  limite  par  trois  courbes  données  ;  il  sera  &cile  d'appliquer  « 
Tune  et  à  1  autre  de  ces  questions,  les  méthodes  des  n^  précédens. 


54  !•  On  peut  parvenir  aux  équations  générales  des  diverses  familles 
de  surfaces ,  en  employant  immédiatement  la  considération  des  lignes 
dont^ elles  sont  composées.  Soient  /^=o,  /^^  =  o,  les  équations  dune 
ligne  quelconque  ;  cette  ligne  variera  de  forme  ou  de  position ,  lors- 
qu'on changera  les  valeurs  des  constantes  arbitraires  qui  entrent  dans 
ses  équations  :  si  donc  on  établit  une  relation  entre  plusieurs  de  ces 
constantes,  et  qu'on  en  élimine  une,  on  parviendra  à  un  résultat  qui 
exprimera  Tensemble  d'une  infinité  de  lignes  de  la  même  nature  que 
celles  que  représentent  les  équations  ^r=o  et  ^^sso.  Quelques 
exemples  éclairciront  suffisamment  cette  théorie. 

Si  on  considère  d'abord  toutes  les  droites  assujéties  à  passer  par  le 
point  dont  les  coordonnées  sont  cl ^  fi  et  y,  leurs  équations  seront  de 
la  forme 

&isons  b=:^(a)y  et  mettons  pour  a  et  6  leurs  valeurs  tirées  des  équa« 
lions  précédentes,  il  viendra 


a=*(^). 


équation  qui  appartient  à  toutes  les  surfaces  coniques  formées  par  les 
droites  menées  par  le  point  donné. 

Supposons  que  toutes  les  droites  génératrices  doivent  être  parallèles 
entre  elles;  les  quantités  a  et  &,  dans  les  équations 

^s=aar-4-a,        2  =  Ajc  +  /3^ 

resteront  les  mêmes,  quelle  que  soit  la  droite  que  Ton  considère  en 
particulier ,  et  il  n'y  aura  que  les  quantités  et  et  fi  qui  varieront  en  pas- 
sant d'une  droite  à  une  autre;  on  fera  donc  j3  =  ^(0i),  et  il  viendra 

jrzss^ax  +  a,        2  =  ia:  +  ç  (a). 
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La  première  de  ces  équations  donne  u  =?:j^-— <ur^  bt  substitoaûl  dans 
la  seconde ,  on  trouve 

équation  qu'il  est  aise  de  âtire  rentrer  dans  celle  du  n""  'SSa. 

Si  les  droites  génératrices  devaient  être  toutes  parallèles  au  plan  des 
^  et^^  et  passer  par  Taxe  des  si,  leurs  équations  se  réduiraient  à 

jri==:ax    ei    zz=z  fi. 

Les  quantités  atlfi  variant  d'une  droite  à  une  autre ^  on  posera  jSsr^ (a)} 
et  comme  a^=:^  y  on  aura  z  =  ^  v  b  équation  de  la  surfsice  décrite 
dans  le  n*  89  du  Complément  des  Élémeris  de  Géométrie.. 

Les  equauons  g=  ^_/  et  g  =  (^Lay  +  (j; --/)">  ^^^*  ^»  «^* 
occupé  n""  i53,  expriment  les  ordonnées  de  deux  sur&ces  de  ce  genre  ; 
car  si  pour  simplifier  on  met  a:  à  la  place  de  a:  — -  a^  et  ^  à  la  place 
dej^  — i,  ce  qui  revient  à  transporjter  l'origine,  on  aura 


ci 

.     ex  ^^^  c  cxy     _  X 

«#         \i  ^  -*«*  .X.  «#* 


X  ^  os^ 

Il  est  facile  de  voir  maintenant  pourquoi  les  fonctions  z  deviennent, 
indéterminées^  lorsqu'on  fait  x=a  et^=  i  dans  leur  prenaière  forme, 
ou  a:=:o  et^  =  o  dans  leur  seconde  :  les  points  qui  répondent  à  ce5 
dernières  abscisses  sont  dans  ra:ice  des  z,  sur  lequel  tombe  une  or- 
dominée  de  chacune  des  droites  génénitrices^  dont  le  nombre  est  infini; 

lorsqu'on  fait  ^zdtm,  on  considère  une  de  ces  droites  en  particulier, 

et  on  n'obtient  plus  que  l'ordonnée  qui  lui  appartient. 

Nous  n'avons  encore  supposé  que  deux  coe£Qciens  variables  dans  les 
équations  des  droites  génératrices  ;  il  y  en  aurait  trois ,  si  on  consi- 
dérait une  droite  assujétie  seulement  à  passer  par  l'axe  des  z ,  et  qu'on 
regardât  comme  inconnues  les  deux  autres  conditions  qui  doivent  par- 
ticulariser sa  position. 

Les  équations  d'une  pareille  droite  étant  de  la  forme  jr=:ax^\ 
^=:ta:«+-/3,  on  ferait  i  =  (p(a),  /3  =  4/(a),  d'où  il  résulterait 
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Les  fonctions  arbitraires  que  renferme  cette  équation  peuT^nt  ètfe 
déterminées  y  en  se  donnant  deux  courbes  par  lesquelles  doive  passer 
la  surface  proposée. 

Venons  maintenant  au  cas  général^  en  regardant  comme  variables  eu 
même  temps  les  quatre  coefficiens  a,  a^  b ^  je,  qui  entrent  dans  les 
équations  de  la  droite  génératrice.  Lorsque  trois  de  ces  coefficiens  se- 
ront donnés  en  fonctions  du  quatrième,  la  loi,  suivant  laquelle  on  passera 
d'une  droite  à  sa  consécutive,  sera  déterminée  :  posons  donc 

a=i(p(a),       *s=54(a},       iSc3^(a); 
les  deux  équations 

deviendront 

jr  — :  ojc  +  ç  (a). . .  (i)  z-ss a:^|/  (a)  -f-  ^  (û).  •  »  (a). 

Le  système  de  ces  deux  équations  représente  toutes  les  surfaces  com« 
posées  de  lignes  droites,  ou  engendrées  par  une  ligne  droite  qui  se 
meut  d'une  manière  quelconque  ;  pour  les  particulariser  ,  il  £iut  trois 
conditions  :  on  peut  ^donç  assujétîr  I|l  surface  chçjrchée  à  passer  par 
trois  lignes  données. 

La  droite  génératrice  devant  couper  cbacune  de  ces  lignes  ,  il  &adra 
que  les  équations  (i)  et  (n)  aieiît  lieu  en  même  temps  que  les  leurs; 
éliminant  les  coordonnées  JCy  j  et  2,  entre  les  deux  équations  de  la 
première  de  ces  lignes  et  les  équiations  (i)  et  (a) ,  on  aura  un  résultat  qui 
exprimera  la  relation  que  doivent  avoir  les  quantités  a,  p(a),  4(^)  ^^ 
'TT (a) ,  pour  que  la  droite  génératrice  puisse  couper  cette  première  ligne; 
on  combinera  de  même  successivement  les  équations  (i)  et  (a)  avec 
celles  de  la  seconde  ligne  donnée  et  avec  celles  de  la  troisième,  et  on 
se  procurera  par  là  ^  entre  les  fonctions  arbitraires  et  la  quantité  a,  deux 
nouvelles  équations  qui,  conjointement  avec  celle  dont  ou  vient  de 
parler ,  détermineront  la  forme  de  ces  fônctionjs. 

Nous  prendrons  pour  exemple  le  cas  où  les  trois  lignes  données  sont 
droites,  et  nous  représenterons  leurs  équations  par 

combinant  successivement  les  équations  (i)  et  (a)  avec  chacune  des 
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précédentes  y  et  remettant  pour  abréger  a,  b  et  /3^  au  lieu  des  fonctions 
(p(a)p^  (a)  et  ^(à),  on  aura  les  trois  équations 

(a  — a')(./3  — /3')-.(*  — a')(*  — 0  =  0, 
(^-0(/3  — /3*)-(a-0  (*-*")  =  o, 

qui  donneront  les  valeurs  de  et  ^  £  et  /3^  en  ^  ;  substituant  ces  râleurs 
dans  (i)  et  (2),  et  éliminant  a  ^  on  parviendra  à  l'équation  de  la  sur- 
;face  cherchée.  Nous  n'entrerons  pas  dans  les  détails  de  ces  calculs  ^ 
^  qu'on  pent  simplifier  en  faisant  coïncider  une  des  droites  données 
avec  l'axe  des  js  ;  nous  dirons  seulement  que  le  résultat  appartient 
à  rhyperboloïde  à  une  nappe  (3o4)  >  et  que  lorsque  celte  surÊice  est 
de  révolution ,  elle  peut  être  engendrée  aussi  par  une  ligne  droite 
située  de. manière  à  ne  pas  rencontrer  Taxe  et  tournant  autour  de 
cet  axe.  Pour  concevoir  ce  mouvement  de  rotation ,  il  Êiut  imaginer 
que  la  droite  mobile  soit  fixée  sur  la  ligne  qui  mesure  sa  plus  courte 
distance  à  l'axe  de  rotation ,  dé  manière  qu'en  tournant  elle  fasse  tou« 
jours  le  même  angle  avec  un  plan  peipendiculaire  k  cet  axe. 

II  est  aisé  d'étendre  ces  considératioi:^  à  tel  genre  de  lignes  qu*on 
Toudra;  et  pour  obtenir  Féquation  de  la  surface  formée  par  l'ensemble 
de  ces  lignes^  il  suffira  de  faire  dépendre  d'une  seule  toutes  les  constantes 
arbitraires  que  renferment  leurs  équations  généralcîs. 

Un  cercle  peut  être  donné  d  une  manière  commode  dans  Tespace^ 
par  le  moyen  d'une  sphère  et  d'un  plan;  l'équation  de  la  preniière  est 
en  général 

(^  — a)*  +  (7  — /3)*  +  (2~?)*==<^' (,), 

celle  d'un  plan  qui  passerait  par  son  centre^  serait  de  la  forme 

(z^y)=:aix^a)  +  h(jr^fi). ......  (2). 

La  position  et  la  grandeur  du  cercle^  qui  est  l'intersection  de  ces  deux 
surfaces 9  dépendra,  comme  on  voit,  de  six  constantes  arbitraires;  on 
supposera  que  cinq  d'entre  elles  soient  des  fonctions  de  celle  qui  reste  ^ 
et  le  système  des  équations  (i)  et  (2) y  entre  lesquelles  on  éliminera 
cette  4cmière  constante ,  appaiPtiendra  aux  surfitces  formées  de  cercles 
qui  se  succèdent  suivant  une  loi  quelconque,  et  dans  lesquelles  sont 
comprises  les  suf&ces  antudaire9^  On  pourra  les  particulariser  de  nu- 
1.  77 
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nière  qu'elles  passent  par  cinq  lignes  données  ^  puisque  leur  équatloii 

générale  contient  un  pareil  nombre  de  fonctions  arbitraires. 

Z^2.  M.  Lagrange  a  indiqué  les  moyens  de  trouver  les  surfaces  com- 
posées de  lignes  d'une  nature  donnée  ;  mais  ce  grand  Géomètre  n'a  pas 
considéré  la  question  dans  toute  la  généralité  dont  elle  est  susceptible  : 
il  a  supposé  que  les  lignes  génératrices  étant  sur  la  même  sùrfiice,  de- 
vaient toujours  se  couper  deux  à  deux  consécutiyement^  condition  qui 
n^est  pas  nécessaire.  Les  surfaces  connues  dans  les  arts  sous  le  nom  de 
surfaces  gauches  j  sont  composées  de  lignes  droites  qui  n'y  satisfont  point, 
et  il  n'y  a  que  les  surfaces  développables  pour  lesquelles  elle  ait  lieu  : 
Toici  comment  on  peut  l'exprimer. 

On  fait  yarier  dans  les  équations  (i)  et  (a)^  V^S^  ^8  y  ^^  quantité  a, 
en  regardant  or,  J9  ^  comme  des  constantes ,  et  il  vient  les  quatre 
équations 

jr=:ax  +  (f>(a)^    a=:^4(a)-f.^(a)> 
0=   x  +  (f>'(a)i     o  =  a:4/(^)  + '?r'(a)  ) 

qui  doivent  avoir  lieu  en  même  temps  pour  le  point  de  rencontre  des 
deux  droites  génératrices  consécutives.  En  chassant  jc  des  deux  équa- 
tions qui  se  trouvent  sur  la  seconde  ligne,  il  en  résulte  l'équation 

ç>'(a)4'(a)-*'(û)  =  o (5), 

qui  établit  une  relation  nécessaire  entre  les  fonctions  ^,  4^  et  ^sf;  eUes 
cessent  donc  d'être  tontes  arbitraires  ,  et  par  conséquent  les  équatfoâs 
(i)  et  (2)  perdent  de  leur  généralité. 

Les  surfaces  développables,  considérées  comme  formées  de  lignes 
droites  qui  se  coupent  deux  à  deux,  sont  donc  représentées  par  les  trois 
équations 

jr=ax  +  (p(a),     z=x^(a)+^(a),     (p'(a)4'(a)— ^(fl)=:o, 

entre  lesquelles  il  faut  éliminer  la  quantité  a  et  l'une  des  fondions  ar- 
bitraires. 
.  Pour  montrer  l'identité  de  ce  résultat  avec  celui  du  n*  539,  nous 
reprendrons  les  équations 

a~m=a:f  (m)  +jr^ (m),      —  i  z=;a:(p'(m) ^J*^'(m)i 
et  en  chassant j^  de  la  première^  nous  aurons 
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en  écrivMt,  pour  abréger,  <p  ponr  ^(/n),  et  ainsi  des  autres.  Ces 
équations  e'tant  comparées  terme  à  terme  avec  s=ibx+fi  etr=ax+a 
il  viendra  .   ' 

•  ^  =  <p-^4;    ^==.-^;    .^^^,    .^^^, 

d'où  on  conclura  d'abord  que  a,  «t,  *  et  jS,  doivent  être  des  fonctions 
d'une  même  quantité  m.  Mettant  dans  les  expressions  de  *  et  de  iS 
pour  qr  et  4'  leurs  yaleurs^  on  trouvera  *=:^  +  a4,  fi:=m  +  aL4; 
on  aura  donc  pour  dëterminer  a,  a,  A  et  j8,  les  quatre  équations 
h^<p^a^,    ^=:m+«4>    «4'  +  ?>-=t>,     a4'+i=o, 

desquelles  éliminant  (p,  '^  el  m,  il  résultera  la  relation  qui  doit  avoir 
lieu  entre  les  quantités  a,  a,  b  et  fi.  Prenons  les  diflFérentielles  de  4^ 
et  de  j3^  et  nous  troiiverons 

àb  =  (p'd/7i  -j-  a4'd/»  4-  4d4  =:  (ç'  4.  ^4')  d/w  -ft  4^^^ 
d^=     d/7i4-«4'dm-f-4^=C*  +*4')d/^  +  4d«, 
expressions  qui  ^  en  vertu  des  équations  a4'  +  ^'  =  û  et  «4'+  i  s=-o 
se  réduisent  à  d*s=s4^  «*  ^  =*  4^*?  éliminant  4 ,  on  obtiendra^ 

d3d«  —  dad/3  =:  o* 

jÇette  dernière  équation  revient  k  Téquation  (5);  car  il  est  fecîle  de 
voir  que  les  quantités  a,  ol^  b  et  fi  devant  être  fonctions  d une  même 
quantité^  il  s'ensuit  que  trois  d'entre  elles  sont  des  fonctions  de  la  oua- 
tneme. 

En  général,  si  r=:o  et  /^^sao,  sont  les  équations  des  lignes  géné- 
ratrices, et  renferment  les  arbitraires  <t,^ty»^>  etc.,  il  faudra,  pour 
que  ces  lignes  se  coupent,  que  les  équations 

aient  lieu  en  même  temps  que  Içs  équations  Fl^siO  ft  /^^sso;  elimiw 
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nant  ar,j^  et  z  entre  ces  deux  dernières  et  les  deux  premières,  on  aura 
une  relation  entre  toutes  les  arbitraires;  et  par  conséquent  si  l'on  iâit 
/8=^(a),  >^  =  4/(a),  ^z=:^{<i)j  etc.  il  y  aura  une  de  ces  fonctions 
qui  sera  déterminée  par  le  moyen  des  autres. 

.  Je  ne  quitterai  point  ce  sujet  sans  faire  remarquer  que  Fassemblage 
de  toutes  les  normales  menées  à  une  surface  courbe  ^  suivant  une  de 
ses  lignes'  de  courbure  (5^7),  fbrnie  une  snrÊice  développable  dont 
Tarête  de  rebroussement  se  trouve  sur  la  surface  qui  est  le  lieu  de  tous 
les  centrés  de  plus  grande  et  de  moindre  courbure  (525)» 


545*  L'élimination  de$  fonctions  arbitraires  dans  les  équations  géné- 
rales* auxquelles  nous  sommes  parvenus  dans  les  articles  précédens^  se- 
rait assez  laborieuse  à  effectuer;  on  peut  l'abréger  d  après  le^xemaïques 
qui  vont  suivre. 

Soit  réquation 

F[iV,.p(if)]  =  o (->, 

dans  laquelle  ^{M^  désigne  une  fonction  arbitraire  à  éliminer;  les 
deux  differeAtielles  peuvent  s'indiquer  conmie  il  suit  t 

en  représentant  par  gjv  ^  dîtf  ^  "dï"^  ^^*  coefiicîens  difierentîels  pris  par 
rapport  aux  quantités  iV,  ^  et  à  la  fonction  arbitraire  ^(M)^  const-* 
dérées  comme  des  variables  distinctes^  en  observant  que 

et  eu  conecTant  que  Fou  ait  ait  varier  z  avec  x  et  avec  jr  daos 
àM  m  JLN  âN 


Cela  posé;  si  on  ëliimne  ^(M),  'û  viendra. 

dN\dx  dy  ""  d^"  "àx)  ~"  **         V*/> 


^ 


Digitized  by 


Google 


ET  »ES  COURBSS  A  DOUBtE  ÇOUKBe^.  61 5  • 

résultat  qui  est  précisément  Celui  que  l'on  aurait  obtenu ,  si  l'on  «vaijt 
différentié  réquation-  proposée,  en  même  temps  par  rapport  à  jc  et 
par  rapport  ^jr,  sans  faire  varier  ^(Af) ,  ce  qui  aurait  d<]pné 


et  qu'on  eût  éliminé  ensuite  ^,  au  moyen  de  l'équation  dif  =  o,  qiù 
revient  à 

■  d]r^  +  -ir4r-o. 

n  suit  de  la  que  si  on  représente  par  m  la  valeur  de  ^  tirée  de  cette 

dernière  équation ,  il  n*y  aura  qu'à  écrire  dans  la  différentielle  totale  de 
réquation  (a),  mdx  au  lieu  de  d^,  et  (;? -f- y/n)  djr  au  lieu  de  dg,  pour 
parvenir  à  l'équation  (b)^  au  moyen  de  laquelle  on  éliminera  9(M}, 
de  l'équation  (a). 
Soit  pour  exemple  l'équation 

*  =  ^©  +  4(f)     (34i)î  .     '     . 

la    différentielle    de    cette    équatioif  ^  en   y  regardant  comme  cons-^ 
tante  la  quantité  ^^  comprise  sous  les  fonctions  arbitraires^  sen, 

dz=;=dr(p(y),     ou     p  +  9rnz=zp(^^, 
m  étdnt  donnée  par  Téquation 

d.^  =  o,     ou    ^171— ^=;0: 
mettant  pour  m  sa  valeur ,  il  viendra  , 

P^  +  9f  =  ^^{i)> 

et  la  fonction  4  ^^^  éliminée.  On  diffcrentiera  de  nouveau  en  regar-* 
gardant  encore  ^  comme  constante  ^  puisque  la  fonction  ^  se  rapporte 
aussi  à  cette  quantité  ,  et  il  viendra 

pdx  -f  xdp  4-  qdjr  +  jdy  =  âx^  (  Jj  , 
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résultat  qu'on  changera  en  '      ■ 

en  substituant  les  valeurs  convenues  pour  àp  et  d^  (5i4)  ;  mettant  enr 
core  pour  m  sa  valeur ,  il  viendra 

(p  +  rx  +  sjr)x^iq  +  sx'^tr)7^^(^)f 

d'où  retranchant 

px  +  çfzs:xp(^^)i 

il  restera 

rjc*  ^-  2sxy  4-  (T*  5=  o 

pour  l'équation  différentielle  partielle  délivrée  des  deux  fonctions  ar^ 
bitraires. 

Quand  même  la  quantité  comprise  sous  les  fonction^  arbitraires  ne 
serait  pas  donnée  explicitement^  mais  dépendrait  d'une  seconde  éqoa* 
tion  9  l'élimination  s'opérerait  encore  comme  ci^-'dessus*  Nous  allons 
prendre  pour  exemple  le  système  d'équations 

qui  appartîeAt  à  toutes  les  surfaces  formées  des  lignes  droites  (54i).' 
Pour  pouvoir  supposer  constante  la  quantité  a^  il  faut  qu'on  ait  Téqua** 

tion  ^  dr  «f-  TT^  ^^^9  ^  ^^  nous  apprend  autre  cbose ,  sinon  que 

^  a  une  valeur  particulière ,  mais  inconnue  ;  nous  désignerons  cette 

valeur  par  m,  et  nous  aurons  ainsi  mdx  au  lieu  de  dj,  (p'^qm)àx 
au  lieu  de  dz.  Dans  cette  hypothèse  les  différentielles  des  équation^  cj^ 
dessus  donneront 

d'où  on  tirera 

F  +  ^^'^C^h 
différentiant  cette  dernièr/s  ^  il  viendra 

/•  +  W  4- û  (  ^  rf- ITiO  ==  P  # 

^n  observant  qu# 

dpzs:(r+  sm)4x,      dy  =  (^  -f.  tm)  dx  j 
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et  mettant  pour  m  sa  valeur  a^  nous  trouverons 

r  -|-  ^0$  +  a'/  =  o ,  * 

rësullat  dans  lequel  il  n'y  a  plus  qu'a  éliminer  a.  Pour  cela,  il  faut 
difiërentier  encore  une  fois;  et  en  remontant  à  la  signification  des  quan<* 
titës  r,  *,  <,  on  trouvera  par  le  n'  S^^^que  leurs  différentielles  peuvent 
être  mises  sous  la  forme 

d/*=adr-f-/3d^,      dî  =  j8dr -f- ^d;^ ,      àt=:yàx -{- S'ày  ^ 

ce  qui  devient,  d'après  Thypo thèse  établie^ 

dr=(«4*|Si»)dr,      d^s=(j0  +  3./n)dr,      d^  =  (>'-f- J^)dar, 

:et  donne         «t4-/3iw4- aa()34->m)  +  i^(>'  +  <rm)  =  o; 

substituant  a  au  lieu  de  m  dans  Mtte*  dernière  éqtiation,  nous  aurons 
•nfîa  le  système  des  équations. 

entre  lesquelles  il  ne  reste  plus  à  éliminer  que  a. 

On  trouverait  la  même  chose  en  différentiant  trois  fois  de  suite  cha-^ 
cune  des  équations  proposées^  et  en  faismt 

d^  s=  màx  y      dzTi  =:  niàx  ,      àm^  s=  ntàx  i 

on  aurait  de  cette  manière  les  équations- 

m  ;==  a  y^         m  :=:  o^         m   s=  o  ^ 

/>  +  my = 4  (p)  7     '•"H  ^''*^  +  /»*^  ==  o^,     «  +  5/3oi  +  5>/7i*  4-  JVn* ssro^^ 

et  il  Êiudrait  élimîneir  m  entre  les  deux  dernières. 

M«  Monge ,  à  qui  sont  dues  les  remarques  précédentes  y  les  appuie 
sur  des  considérations  géométriques  trèst-curieuses  j  ainsi  que  toms  les 
détails  que  renferme  son  Application  de  VAnaljse  à  la  Géométrie, 
ouvrage  que  doivent  étudier  tous  <:eux  qui  veulent  connaître  à  fond 
cette,  matière^ 

Applkatbo» 

544*  Soient  x^jr  et  z  les  coordonnées  d*une  coufBe  quelconque  Xilf,  toenderan» 
fig^  75  ,  résultante  de  Tîntersection  de  deux  surfaces  dont  nous  repré-  ^^^^^^  ^  ^»" 
tenterons  les  équations  par  F  (x^^j,  ^)^=o^  î^^x^y^  2}=s:o.  En  éfi-FuT^*^ 
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minant  alternativement  de  ces  équations  cfaaciuie  des  vaii^Ues  %,f 
et  X ,  on  obtiendra  trois  nouvelles  équations  ^  la  première  enlre^  et  x; 
la  seconde  entre  is  et  o;^  et  la  troisième  entre  s  et^^  qui  appartiendront 
ref$pècrivemeht  aux  projections  X'M\  X'M^y  X^M' y  de  la  cburlië  pro- 
posée sur  chacun  des  plans  coordonnés.  Elles  exprimeront  aussi  les 
surfaces  cylindriques  élevées  sur  ces  projections ,  perpendiculairement 
aux  plans  coordonnées  qui  les  contiennent;  et  la  courbe  proposée  XH 
sera  rit^tersectîon  de  deux  quelconques  de  ces  trois  sur&ces. 

Sa  tangente  MT  sera  évidemment  l'intersection  des  plans  tangens 
aux  mêmes  surfaces  cylindriques^  que  \e  notnmerai  cjrlindrss  pra^ 
jetans  ;  et  il  est  visible  que  le  plan  tangent  d'une  sur£aice  cylindrique 
perpendiculaire  à  l'un  des  plans  coordonnés  ^  rencontre  ce  plan  coor<- 
donné  daii3  une  ligne  qui  toucbe  la  bafe  du  cylindre  sur  ce  même 
';plan^  et  que  cette  base  est  la  |fOJection  de  la  courbe  proposée; 
U  suit  de  là  que  les  projections  de  la  tangente  MT^  seront  tangentes 
aux  projections  de  la  courbe  XM;  et  comme  il  suffit  de  connaître  deux 
projections  de  cette  droifee^  nous  choisirons  celle  qui  se  trouve  sur  le 
plan  des  x  eijTy  et  celle  que  coiktient  le  plan  des^;^  et  2.  Eu  désignant  donc 
par  oc^^y  et  z'  les  coordonnées  courantes  de  la  droite  T^M\  tangente  à 

-Ja  projection  JTW,  âon  équation  sera  y  — ^  3=:  ^  ( x'  -—  ar)  ; 

et  celle  T'Jtr,  tangente  à  X'M*,  sera  z'  —  z  c=;  ^  (x'  —  x): 

Supposons  que  des  équations  des  courbes  X'AT'  et  X'M'y  on  ait  tiré 
j^==i(p{x)y  j5=:4C^)>  les  équations  Me  la  tangente  TJf  deviendront 

.  z'-4(^)  =  (ar'^x)f  (ar).,>.,.  {2). 

'  Si  on  élimine  x  entre  cet  équations ,  ou  aura  la  relatioa  qui  doit 
'  exister  entre  les  coordonnées  xfy  y'  et  z'  de  la  tangente  MT  y  quelle  que 
Soit  la  position  du  point  Jtf^  et  par  conséquent  l'équation  de  la  sur&ee 
ibrmée  par  toutes  les  tangentes  de  la  courbe  XM.  Si  cette  couibe  est 
plane  y  la  surface  dont  on  vient  de  parler  sera  un  plan  ;  dans  le  cas 
contraire^  ce  sera  seulement  une  surface  développable^doi^t  lacoarbe 
proposée  sera  l'arête  de  rebroussement. 

Le  système  des  équations  (i)  et  (â)  présente  donc  Téquation  gêné-*- 
raie  des  surfaces  déyeloppables  sous  une  nouvelle  forme;. mais  il  coui* 
duît  encore  a  l'équation  différentielle  partielle  obtenue  dans  le  n*  359  » 
qui,   étant  indépendante  des  fonctions  arbitraires,  dofl  demeurer  )« 
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même ,  sous  quelque  forme  qu'on  présente  ces  fonctions.  L'ëltmination 
des  fonction^  arbitraires  des  équations  ci-dessus  demandant  quelqu'at^ 
tention,  je  vais  en  rapporter  le  calcul.  Pour  abréger^  j'écrirai  cl  au  lien 
de  a: ,  afin  de  supprimer  les  accens  affectés  aux  coordonnées  courantes 

de  la  tangente^  et  je  ferai  ^=a%  ^s=a'.  Alors  les  équations 

^— (p(a)=(p'(a)(a:~(») 

étant  dîfférentiées  successivement  par  rapport  à  x  et  par  rapport  k^, 
donnent^  après  les  réductions  y 

0  =  (P'(ot)  +  (JC  —  a)  uf(p'(cL)  , 

1  =  (jc  —  a)  a*(p'(a)  ; 

mettant  dans  les  valeurs  de  ;?  et  de  f  celles  de  (x  —  ^^cl\  (x — a)  «% 
tirées  des  deux  dernières  équations  ,  p  et  q  seront  exprimés  en  « 
seulement  par  des  fonctions  arbitraires  de  cette  quantité  ;  ou  Aura  donc 
p  =s  fonction  de  ^,  comme  dans  le  n*  SSg.  . 


545.  Les  résultats  auxquels  nous  sommes  parvenus  dans  le  n*  pré- 
cédent^ auraient  pu  s'obtenir  d'une  manière  analogue  à  celle  dont  nous 
sommes  arrivés  aux  équations  des  lignes  osculatrices  y  considérées  sur 
un  plan  (iias).  Lorsqu'on  a  deux  équations  entre  trois  variables  Xyjr^  Zy  il 
y  a  toujours  deux  de  ces  variables  qui  sont  des  fonctions  de  la  troi-^ 
sième;  si  donc  on  suppose  que  x  soit  la  variable  indépendante  ^  et 
qu'elle  devienne  x  +  hy  les  deux  autres  se  changeront  en 

Désignant  par  j/^  y  et  z\  les  coordonnées  de  la  ligne  oscnUtrice,  oa^ 
aura  de  même,  lorsque  xf  se  changera  en  ^  + A, 

J   ^t7  i^  àx'*  i.a  ^  "'^•'     *  ^  dx'  i  ^  dx'»  i.a  ^  ^^' 

Comparant  ces  séries  avec  les  précédentes,  on  en  déduira  les  condi- 
I.  78 
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lions  d'osdJalion ,  comme  pour  les  courbes  dopnées  sur  un  pkn  t 

il  faudra  pour  un  contact  du  premier  ordre ,  qu'en  faisant  otf*  =  x , 

on  ait  , ,        3 

dy        dy  ax  az 

Une  droite  étant  donnée  par  les  équations 

y=;aa<-f-«,    «'  =  *x'  +  /S, 

on  trouvera  que  fl  =  ^ ,  *  =  ^  î  et  comme  elle  doit  passer  par  les 
points  dont  les  coordoianées  sont  or,  ^  et  s,  ou  aura,  comme  dans 
le  n*  précédent. 

On  étendra  &cilenient  ces  considérations  aux  conUcts  des  ordres  plus 

élevés. 

* 

546.  Une  ligne  considérée  dans  Fespace  peut  être  touchée  par  une 
surface,  et  avoir  avec  elle  des  eont^icts  d'un  ordre  plus  ou  moins  élevé. 
Désignons  par  ad,  f  et  z',  les  coord<Jnnées  de  la  surface  touchante  ; 
supposons  que  x'  devienne  x'-f- A,  et  que  y  se  change  en/ +  i;  le 
développement  de  2'- prendra  la  forme 


*  "t-  d]?  '^  ^  dy' 


•I-  etc.  ; 

et  lorsque,  pour  trouver  les  conditions  du  contact,  on  voudra  com- 
parer cette  série  avec  la  série  analofpie ,  déduite  des  équations  de  la 
courbe  proposée,  il  faudra  non-seulement  faire  x^:=Xyyz=j  et  z'-^^-Zj 
dans  chacun  des  coefficiens  différentiels  de  la  surface,  mais  encore  mellre 
au  lieu  de  ^,  la  série  ,      • 

do;    I    *^  dr»  i  .a 
parce  que  l'accroissement  A*  est,  par  la  nature  de  la  courhe,  subor- 
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donne?  à  Faccroîssemcnl  h.  Il  résultera  de  ces  substitutions  une  série 
que  je  représenterai  par  z-f"  ^^"f"  Q''*  +  ^A'  +  etc.  ,  dans  laquelle 
P,  Qy  Ry  etc.  seront  des  fonctions  données  deis  coefficiens  diffé- 
rentiels tirés  de  l'équation  de  la  surface  et  de  l'une  des  équations 
de  la  courbe  proposée;  et  Ton  aura  pour  un  contact  du  premier  ordre ^ 

-T-=P;  pour  un  coQtact  du  second,  ^=JP,  hj^^^Qy  ^*  ^^^^  ^®  suite. 

Prenons  pour  exemple  le  plan  dont  l'équation  est  2^=  Aal^^^By-^Dy 
on  aura  d'abord  a=  Ax-^Bj^D^  puis  changeant  a?  t\k  x^h  tK  y 
en^  +  £,  il  viendra  ^^Ah-^Bk^  au  lieu  de  is;  remplaçant  k  par 

:î^  -  +  T^  —  +  etc. ,  il  en  résultera 


+^»+i»$»,+i»^±.+ 


etc. 


L'équation  du  plan  renfermant  trois  constantes ,  on  pourra,  par  leur 
moyen ,  satisfaire  aux  conditions  du  contact  du   second   ordre ,   qui 

donneront g^  =  -«d^  +  i'g^>  d^^^^d^'  tirant  de  ces  équations,  les 

valeurs  -de  -^  et  de  jff,  et  mettant  pour  ^>   g^  >  g^  f   jj?*   *®*   ®*" 
pressions  <p'(a:),  ^'(jt:) ,  4'(Jt),  '^{x)y  il  viendra 

Déterminant  ensuite  R  pour  cpie  le  plau  cherché  passe  par  le  point  Jlf , 

on  aura 

z' —  z  =  ^  (a:' —  a:)  +  5  (/ — »  î 

substituant  pour  z,j^.,  ^  et  iî  leurs  expressions,  il  en  résultera 

Telle  est  l'équation  du  plan  oscillateur  d'une  ligne  quelconque  ;  si 
cette  ligne  était  plane,  le  plan  osculateur  serait  le  même  que  celui 
qui  la  contient  toute  entière. 

Nous  ne  poursuivrons  pas  plus  loin  cette  théorie ,  <jui  noflfrira  au- 
cune difficulté  à  tîeux  qui  auront  suivi  avec  attention  son  application 
aux  lignes  données  sur  uri  plan  et  aux  surfaces  ;  nous  ferons  seulement 
observer  que  deux  courbes,  considérées  dans  l'espace ,  peuvent  prendre 
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une  infinité  de  positions  respectives^  sans  cesser  de  se  touclier  par 
le  même  points  puisqu'elles  peuvent  tourner  autour  de  leur  tangente 
commune;  mais  le  contact  est  le  plus  intime ^* quand  les  plans  oscu-* 
lateurs  coïncident.  Comme  ce  que  nous  ayons  à  dire  sur  les  courbes 
à  double  courbure ,  d'après  M.  Monge ,  tient  à  des  considérations  géo- 
métriques très-élégantes  y  *nous  allons  nous  rapprocher  de  sa  manière. 


547.  Les  courbes  à  double  courbure  peuvent  être  considérées  comme 
des  poljgones  ^  dont  trois  c6tés  consécutif  ne  sauraient  être  dans  le 
9iême  plan  :  le  prolongement  de  l'un  de  ces  côtés  donne  la  tangente  ^ 
de  même  que  pour  les  courbes  planes  ;  deux  tangentes  consécutives 
T'M  et  tmy  détenninent  lé  plan  qui  passe  par  deux  côtés  consécutif  ^ 
et  qui  n'est  autre  chose  que  le  plan  osculatêur. 

On  peut  trouver  s<mi  >  équation  en  le  regardant  comme  passant  par 
trois  points  consécutifs  de* la  courbe  proposée  :  soit  donc 

-^x'  -f-  -ffy^  4-  Cs'  +  I  =  o 

son  équation  ;  il  £iudra  qu'on  ait  d'abord  j4x  -f*  JS^  +  ^^  +  i  =e^ 
puisqu'il  doit  contenir  le  point  dont  les  coordonnées  sont  J^yj^  et  z; 
eï  pour  que  les  deux  points  suivans  s'y  trouvent  aussi ^  il  &ndra  de  pins 
que  la  differéntielle  première  et  la  différentielle  seconde  de  son  équsH 
tion,  aient  lieu  en  même  temps  que  celles  des  équations  de  la  courhe 
proposée. 

On  pourrait  prendre  une  desulifférentielles  djc  ^  d;^  ou  ds,  pour  cons- 
tante ;  mais  il  sera  plus  symétrique  de  les  traiter  toutes  comme  variabîes 
en  même  temps  ^  et  jl  viendra 

jtdjc  +  Bdjr  +  Cdz=:o,       Jd^a:  +  Bdy+Cd^z  =  o, 
d ou  ou  tirera  ^  =  ^^^-^,         -  =  g__j_; 

retranchant  Téquation  Ax^By+Cz^i  =0  de  -^a/-f-^^+^^+i=o; 
mettant  ensuite  pour ^  et  ^  leurs  valeurs  ^  et  £siisant  disparaître  les  dénor 
minateurs,  nous  trouverons  le  résultat  suiyant  j  remarquable  par  sa  forme 
{x''^x)(djd^Z''^dy)^y'^){dzd^a^ 

Si  on  met  dans  cette  équation  pour/-,  ;i^,  et  leurs  différentielles,  les 


Digitized  by 


Google 


ET  DES  COURBES  A  DOUBLE  ClOURBURE,  621 

Talenrs  que  donnent  ^  en  Êdsant  tout  varier  ^  les  équations  /  =  ^  {jc)  y 
z=:^(x)y  les  différentielles  disparaîtront^  et  on  trouvera  le  même 
résultat  que  dans  le  n*  précédent.  » 

Je  terminerai  cet  article  en  observant  que  la  différentielle  de  Tare  d'une 
courbe  considérée  dans  l'espace ,  a  pour  expression  v'djc*  +  d;^  +  d&*. 
Cela  se  voit  évidemment,  eh  prenant  la  distance  des  points  M  et  m, 
dont  les  coordonnées  respectives  sont  x yjr,  z,  x  +  àx,  jr-^djr  et 
z  +  dz. 


548.  Mener  une  normale  à  une  courbe  considérée  dans  l'espace  est 
un  problème  indéter«iiiié  ;  car  il  existe  un  nomb|e  infini  de  droites 
qui,  passant  par  le  point  de  contact,  sont  en  même  temps  perpendi- 
culaires, k  la  tangente;  l'ensemble  de  ces  droites  forme  un  plan  per- 
pendiculaire à  cette  tangente ,  et  que  nous  nommerons  plan  normal  : 
son  équation  sera 

OU  (x'  — a:)dx  +  (y  — j)d;^  +  (z'  — »)dj5  =  o. 

Si  on  met  au  lieu  de^,  2,  d^  et  dz,  leurs  valeurs  représentées  par 
9{^)>  4(^)>  ?'(jc)dx  et  4.'(a:)da:,  il  viendra 

K-^]  +  [/-*(^)]^'(^)+C^'-4(x)]4'(a:)==:o...(a) 

Considérons  maintenant  le  plan  normal  pour  le  point  consécutif; 
il  est  évident  qu'il  coupera  celui  qu'on  vient  de  déterminer,  dans  une 
droite  dont  les  coordonnées  n'auront ^as  varié,  quoique  or  soit  devenu 
x^dx}  on  aura  donc  pour  cette  intersection  l'équation 

[/-^(x)]^'(a:)-|-[z'-.4(af)]4'(:r)-^'(*)'-4'(x)«-i=o. . . .    (h>. 

Éliminant  x  entre  cette  équation  et  la  précédente ,  on  aura  celle  de  la 
surûtce  développable  formée  par  les  intersections  successives  des  plans 
normaux  de  la  courbe  proposée.  On  prendra  une  idée  de  cette  surface  , 
en  considérant  avec  attendon  la  figure  74*  On  a  substitué  à  la  courbe  riG.  74. 
un  polygone  MM^WiST  • .  •  ;  p^r  les  milieux  G  y  G\  G',  C  • .  de  chacun 
des  i:6té8  de  ce  polygone ,  on  leur  a  mené  des  plans  perpendiculaires 
Gm.H,  G'UK'H'y  &VK'R\  G'UK'IT. ...  :  ces  plans  se  coupent 
deux  à   deux,  suivant  des  droites  KH ^  K'IT,  K'B^K^B^...  etc. 


Digitized  by 


Google 


6aî  CHAP.  V.  DES  SURFACES  COURBES 

qui  ne  seront  parallèles  entre  elles  que  lorsque  les  côtés  du  polygone 

MM'M'IMT. .  •.  seront  dans  un  même  plan,  et  elles  formeront  alors  un 

prisme. 

Si  on  conçoit  les  droites  KH ,  K'ETy  K'H'^  K^H''. . .  prolongées 
jusqu'à  ce  que  chacune  d'elles  rencontre  sa  consécutire,  elles  déter- 
mineront un  polygone  qui  représentera  l'arête  de  rebroussenient  de 
la  surface  développable  formée  par  les  plans  normaux.  Ce  polygone 
'  contient  les  centres  des  sphères  qui  passent  par  quatre  angles  con- 
sécutifs du  polygone  MM'M'M'. .  •  ;  car  l'intersection  de  deux 
droites  telles  que  KH  et  K^H^  est  aussi  celle  des  trois  plans  GLKH  ^ 
Q'LK'W  y  G  UK'H' ,  menés  perpendiculairement  sur  le  mSieu  des 
droites  MM\  M^'y  M' M' y  qui  joignent  les*  quatre  points  M  y  Jlf, 
M'y  M".  Si  tous  les  angles  du  polygone  proposé  se  trouvaient  sur  la 
même  sphère,  toutes  les  droites  KH  y  K'BTy  K'ITy  K'H^y....  se 
couperaient  au  centre  de  cette  sphère ,  et  seraient  par  conséquent  les 
arêtes  d'une  pyramide. 

Ces  propriétés  ne  cesseront  pas  d'ayoir  lieu ,'  quel.que  soit  le  iiombre 
des  côtés  du  polygone  MM'M'M^. .  •,  et  conyiendront  par  conséquent  à 
la  courbe  proposée  elle-même  ;  il  suit  donc  dé  là  que  si  elle  est  plane , 
tous  ses  plans  normaux  formeront  par  leurs  intersections  cousécuûyes 
une  surface  cylindrique  ;  et  si,  étant  à  double  courbure,  elle  se  trouve 
néanmoins  faire  parlie  de  la  sphère ,  alors  la  surface  de  ses  plans  nor- 
maux sera  conique ,  et  aura  son  sommet  au  centre  de  la  sphère  :  enfin 
dans  le  cas  où  la  courbe  proposée  serait  plane  et  se  trouverait  en  même 
temps  sur  une  sphère ,  elle  serait  nécessairement  un  cercle ,  et  tous  les 
plans  qui  lui  seraient  perpendiculaires  se  couperaient  dans  une  même 
droite  élevée  par  son  centre  perpendiculairement  au  plan  qui  la  con- 
tient. 

Pour  parvenir  à  l'équation  de  l'arête  de  r#broussement  de  la  snrfece 
formée  par  les  intersections  successives  des  plans  normaux ,  il  faut 
joindre  aux  équations  (a)  et  (b)  la  différentielle  de  cette  dernière,  prise 
par  rapport  à/JC  seul  (336),  et  on  >aura  .     . 

Cr'-^(^)]?>>)+[2'~4W]4>)-3^'(^n^)-34''(*)r(x)=o...(c) 

Si  on  prenait  dans  ces  trois  équations  la  valeur  de  xf^-^x^y — jy  z — Zy 
pour  la  sùbsti*  ..^r  ûans  V'^C-^'—  ^Y  +  (X ~-7)^+  («' —  z)S  on  aurait  le 
rayon  de  la  sphère  qui  passe  par  les  quatre  points,  conséculife  M  y  M'y 
M\  M",  et  dont  le  ccnlre  ss  trouve  à  rinterseclîon  des  trois  premiers 
plans  uormau3ç. 
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549-   Scît  XMjJig.   75,  uue  courbe  plane  quelconque,  donl  FZ  \\r 
représente  la  développée;  si  par  tous  les  points  de  cette  développée , 
on  élève  perpendîculaîremcnl  à  son  plan  ,  des  droites  FGy  F*G\  F^G', 
F' G". . .  •  elles  seront  sur  la  surface  cylindrique  résultant  des  intersec- 
tions successives  des  plans  normaux  de  la  courbe  proposée;  car  les  plans 
MFG,  M'FG\  M'F^G%  M'^F'G*. . .  menés  par  les  nonqales  ME, 
M' F' y  M^F'^y  M'F^. . .  et  par  les  droites  dont  on  vient  d«  parler,  sont 
perpendiculaires  à  la  courbe  XM.  Cela  posé,  il  est  évident  que  chacun 
des  points  de  la  droite  GF  sera  également  éloigné  de  tous  ceux  du  petit 
iarc  de  cercle  décrit  du  point  jP,  comme  centre,  avec  un  rayon  MF  ; 
,  de  même,  chaque  point  de  la  droite  F^G^y  consécutive  à  la  précédente, 
sera  également  éloigné  de  tous  les  points  de  l'arc  décrit  du  point  F'' 
comme  centre  avec  un  rayon  M^F' y  et  ainsi  de  suite  :  on  pourra  donc 
regarder  le  point  quelconque  G  pris  sur  la  droite  FGy  comme  un  centre 
de  Tare  MM\y  et  en  conclure  par  conséquent  qu'au  même  point  de  la 
courbe  XM  y  répondent  une  infinité  de  rayons  de  courbure,  tels  que 
GM  y  dont  le  plus  court  sera  MF  y  qui  se  trouve  dans  le  même  plan  que 
la  courbe  proposée  (*). 

La  surface  cylindrique  FF'F^F' . . .  •  G'G^G'G  contiendra,  outre  laî 
tourbe  FFF'F'y  une  infinité  d'autres  courbes  ,  qui ,  par  leur  dévelop-^ 
pement,  produiront  la  proposée  XM.  En  effet,  si  on  subslUue  au  cy- 
lindre un  prisme  d'un  grand  nombre  de  faces,  qu'on  prenne  arbitrai- 
rement un  poînf  G  sur  Tune  des  arêtes  de  ce  prisme,  qu'on  prolonge 
le  rayon  correspondant  GMy  jusqu'à  ce  qu'A  rencontre  l'arête  suivante 
FG%  on  aura  un  nouveau  rayon  G'^M'  consécutif  au  premier  ;  en  pro- 
longeant ce  rayon  jusqu'à  la  rencontre  de  l'arête  F^G%  et  ainsi  de  suite, 
on  formera  un  polygone  GG'G'G'  par  le  développement  duquel  seront 
décrits  les  arcs  MM' y  M'M%  M^M'  considérés  comme  des  arcs  de 
cercîe  ;  puisque*le  rayon  GM  se  confondra  avec  son  consécutif  G'M\ 
lorsque  le  point  M  aura  parcouru  l'arc  MM'.  Il  est  facile  de  voir  que 
la  même  chose  aurait  lieu  en  faisant  tourner  le  plan  FF'G'G  autour 
de  G'F y  pour  l'amener  dans  le  prolongement  de  la  face  suivante 
FF^G'G'z  d'où  il  suit  qu'en' développant  le  prisme  FFh^F' 


("^^  Pour  sentir  qtxe  les  dénominations  ci-dessus  sont  bien  fondées,  il  suflît  de 
remarquer  que  tous  les  points  de  la  droite  élevée  parle  centre  d'un- oerclè,  perpendi- 
culairement i  son  plan,  peuvent  servir  à  la  description  de  ce  cercle,  comme  le  centre 
lui-même  ^  puisqu'ils  sont  également  éloignés  de  tous  les  points  de  la  circonférence. 
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G' G" G' G  y  le  polygone  CGG^'G". .  • .  deviendrait  une  ligne  droite.  On 
sent,  d'après  cela,  qu'un  fil  tendu  d'abord  dans  k  direction  GM ^  et 
plie'  ensuite  librement  sur  le  prisme  dont  on  vient  de  parler,  suivrait  le 
contour  du  polygone  GG' G  G  •  •  • 

On  voit  donc  qu'une  courbe  plane  a,  outre  la  développée -Fi^jF^i^,.. 
située  dans  son  plan,  une  infinité  d'autres  développées  qui  sont  à  double 
courbure,  et  que  toutes  deviennent  des  lignes  droites^  lorsqu'on  déve- 
loppe le  cylindre  qui  les  contient. 

II  est  à  propos  de  remarquer  que  les  tangentes  de  ces  développées 
font  toutes  le  même  angle  avec  celles  du  cylindre  quelles  rencontrent, 
et  sont  par  conséquent  également  inclinées  à  l'égard  du  plan  qui  con- 
tient U  courbe  proposée. 


35o.  Appliquons  maintenant  au<  courbes  à  double  courbure  la  théorie 
que  nous  venons  d'exposer  à  l'égard  des  courbes  planes.  U  est  évident 
FiG.74.que  la  droite  KH  yjîg.  74  >  sera  perpendiculaire  au  plan  qui  contient 
les  deux  côtés  consécutifs  MM'  et  M'M'^  puisqu'elle  est  l'intersection 
de  deux  plans  qui  leur  sont  respectivement  perpendiculaires  ;  et  si  on 
conçoit  le  premier  prolongé  jusqu'à  ce  qu'il  rencontre  KH  en  O,  le 
point  O  sera  le  centre  du  cercle  qui  passerait  par  les  trois  points  M^ 
M'  et  M*.  U  suit  de  là  que  chacun  des  points  de  la  droite  KH^  sera 
également  éloigné  de  ces  points  ;  il^  en  sera  de  même  des  points 
de  K'H\  par  rapport  aux  points  M\  M*,  M" y  de  ceux  de  K^H^,  k 
l'égard  des  points  ilf ',  M%  M"^  ;  etc.  Donc  si  on  mène  une  droite  GF 
dans  le  premier  plan  normal  GLKH  y  et  que  par  le  point  où  elle  ren- 
contre KHy  et  par  le  point  G'  on  mène  la  droite  G  F  dans  le  second 
plan  normal  G'LK'H'y  les  deux  droites  GF  et  G' F  y  «eront  également 
inclinées  à  l'égard  de  KH'y  prolongeant  ensuite  G'F  jusqu'à  la  ren- 
contre de  K'H'y  et  menant  G'F  dans  le  troisième  plan  nonual ,  les 
deux  droites  GF'  et  G'F  seront  également  inclinées  par  rapport  à 
KH'.  En  poursuivant  cette  construcdon,  on  formera  un  polygone 
FFF'F' . ..  sur  la  circonférence  duquel  s'appliquerait  un  fil  tendu 
d'abord  dans  la  direction  GFy  et  plié  ensuite  librement  sur  la  sur&ce 
HH'H'IFy.  •  *  K'K'K'K  y  formée  par  les  intersections  successives  des 
plans  normaux.  Son  développement  produirait  les  arcs  de  cercle,  pas- 
sant par  les  points  M  y  M'y  M'y  M". . ,  combinés  trois  à  trois.  La  con- 
sidération de  ce  polygone  fait  voir  bien  clairement  Tçxistence  et  la 


Digitized  by 


Google 


ET  DES  COURBES  A  DOUBLE  œURBUTlE.  62? 

formation  de  toutes  les  développées  d  une  courbe  à  double  courbure 
quelconque  (*). 

Le  pkis  court  de  tons  les  rayons  de  courbure  sera  dans  le  cas  actuel  ; 
comme  pour  les  courbes  planes ,  celui  qui  se  trouve  dans  le  plan  même 
des  deux  côtés  consécutifs  que  Ton  considère;  mais  tous  les  rayons  de 
cette  espèce,  qu'on  peut  appeler  rayons  de  courbure  absolus ,  ne  seront 
point  tangens  à  une^méine  courbe^  car  ils  ne  se  rencontreront  point. 
On  s'en  convaincra^  en  remarquant  que  la  ligne  GO,  étant  perpen- 
diculaire a  jBTJST,  ne  rencontrera  point  G'(/  perpendiculaire  à  'K!IF, 
puisque  l'une  est  dans  le  plan  GLKH ,  et  l'autre  dans  le  plan  G'L'K'H' , 
et  qu'elles  ne  passent  .pas  par  le  même  point  de  la.  commune  section 
KH  de  CCS  plans  :  la  suite  des  centres  absolus  de  courbure  O,  Cfy. . . 
ne  sera  donc  point  une  des  développées  de  la  courbe  proposée.  Nous 
allons  confirmer^  par  des  procédés  analytiques,  les  résultats  que  nous 
avons  déduits  des  considérations  géométriques  précédentes. 


35 1.  Soient  x'  ^  y,  Jy  les  coordonnées  du  centre  d'une  sphère , 
XyjTy  z,  étant  celles  d'un  point  de  sa  surface^  et  u  son  rayon  ;  on  aura 

Pour  déterminer  les  quantités  x^y^  z'  et  u,  il  faut  quatre  conditions  ; 
celles  qui  se  présentent  d'abord  consistent  à  assujétir  la  sphère  pro- 
posée à  passer  par  quatre  points  consécutif  de  la  courbe  donnée  ;  or 
cela  suppose  que  le  rayon  u  reste  le  même ,  quoique  les  coordonnées 
:tpy  et  z  varient  trois  feis  de  suite:  on  aura  donc  en  ipême  temps 

d2<  =  o  y        i*u  K=  o  ^        à^u  =  o. 

Si  on  développe  ces  équations  ^  on  retombera  sur  celles  que  nous  avons 


(^)  Si  on  conçoit  une  ligne  quelconque  tracée  dans  le  plan  GLKH,  cette  ligne 
décrira  une  portion  de  cône  droit  autour  de  Kff^  pendar^t  que  le  plan  qui  la  contient 
tournera  pour  venir  s'appliquer  sur  son  consécutif  Cfl!K!ff  ;  lorsque  ce  dernier  tour- 
nera lui-même  autour  de  KH!  pour  venir  s'appliquer  sur  son  consécutif,  la  droite  que 
nous  considérons  décrira  une  seconde  portion  de  cône  autour  de  K'U! ^  et  ainsi  de  suite; 
Tassemblage  de  toutes  aes  portions  de  cône  formera  une  surface  déyeloppable  qui  avra 
avec  la  surface  HH'H"H'' K'K'K'K,  des  rapports  analogues  4  ceux  qu'une  déve- 
loppante a  at^c  sa  développée, 

«•  79 
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désignées  dans  le  n*  548  par  («),  (b)  et  (c);  déterminant  (jc  — jc^)^ 
(y-^y)  et  (z'^z')  par  ces  équations'^  et  substituant  les  valeurs  trou- 
vées^ dans  Texpression  de  u^  on  aura  le  rayon  de  la  sphère  oscula- 
trîce. 

En  ne  considérant  que  trois  points  consécutif  ^  on  aura  seulement 
les  équations 

du    SSZ     Oy 

d*tt=â  o. 

Déterminant  alors  (x — x')  et  (j—.y)  en  («  — js'),  par  les  deux 
dernières;  et  substituant  ensuite  dans  l'expression  de  u,  le  résultat 
exprimera  tous  les  rayons  de  courbure  relatif  à  un  même  point.  Pour 
obtenir  le  rayon  de  courbure  absolu^  il  £atudrait  faire  varier  »',  et  cher- 
cher parmi  toutes  les  valeurs  de  2  —  Zy  celle  qui  donne  le  minimum 
de  «j  on  peut  aussi  parvenir  au  même  but  ^  par  la  considération  que 
le  centre  absolu  de  courbure  est  dans  le  plan  osculateur ,  et  c'est  celle 
voie  que  nous  suivrons. 

Les  équations  d^^=:o  et  d*a  =  o  étiuit  développées^  donnent 

(x-.x')dx+(j~y)d^  +  (z  — ;5')d3  =  0, 
(x^x')d^x  +  (jr^y)dy  +  (z^:i')d'z  +  dx*'^djr'  +  dz\r=i6} 

en  faisant  pour  abréger  dx»  H- dy^  ^.  dz*  =  d^»,  on  en  tire 

(x^x')(dxdy^djrd'x)  +(z^z')(dzdy  —  djd'z)  —  ds-djr  =a> 
(7--y)(^ày-^djrd'x)  +  (z'--/)(dxd'z^dzd'x)  +  ds*da:  =q; 

mais  par  l'équation  du  plan  osculateur,  donnée  n*  547,  on  a 

dxdy^^d^x=Cy      dzd^x^dxd'z:=:zBy      djd'z-^dzdy^J  ; 

les  équalions  précédentes  pourront  donc  être  écrites  ainsi  qu'il  suit  .- 

—  ^(z  — 2')+C(ar  — or')  — d**d^=o (d) 

—  «^C^— 0  +  C(7— y)  +  d^*dar  =  o (e); 

combinant  ces  équations  avec  celle  du  plan  osculateur, 
il  viendra 
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d'où  z^:^=x'^^^^^r^^- 

Mettant  dans  l'expression  de  i**,  ponr  a:-^x'  et^—* ^',  les  valeurs 

tpie  donnent  les  deui:  équations  (d)  et  (e)^  et  fidsaat  ds*àfss:JB; 
às^àxzszF ^  il  viendra 

remplaçant  2  — <•  s'  par  la  valeur  tirouvée  ci-dessus^  on  aura 

OU  en  réduisant  an  même  dénominateur , 

En  déyeloppant  ce  résultat ,  on  verra  qu'il  peut  se  mettre  sous  la  forme 

mais      AF-\-BE=:^ dad**  (dxd*/  —  d^'d'x)  c=  —  <?dzd** ; 

donc  „.  =  ____-^^, 

remettant  enfin  pour  A^  B,  Cy  E  el  F^  leurs  valeurs^  on  tronvera 

Cette  expression  du  rayon  de  courbure  absolu  d  une  courbe  à  double 
courbure  9  comprend  ceUe  du  rayon  de  courbure  d'une  section  Êute 
par  un  plan  quelconque  dans  une  sur&ce  courbe  ;  le  plan  osculateur  est 
le  même  dans  ce  cas  que  le  plan  coupant,  et  son  équation ,  combinée 
avec  celle  de  la  surface  proposée  y  donne  les  équations  des  projections 
de  la  section.  Si  on  voidatt  introduire  les  coefficiens  différentiels  de 
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rordonnée  de  la  surface  proposée,  il  faudrait  observer  quelles  équa- 
tions différentielles  du  plan  et  celles  de  la  surface  devant  avoir  lieu 
en  même  temps,  on  ne  peut  regarder  comme  constante  qu'une  diffé- 
rentielle. En  supposant  qu'on  les  fesse  varier  toutes  en  même  temps, 
pour  plus  de  symétrie  ,  on  aura 

d^  5=;idar+9dj,     d*z= rdjc»  +  a^dxdj^  ^  tàjr^  ^pd^x+  (jày; 
Aàx-\'Bàj  +  CAz:=o,      Aàfx^Bày+Cà*!i=LOi 

à  l'aide  de.  ces  équations  on  fera  disparaître  les  différentielles,  et  la 
valeur  de  u  ne  dépendra  plus  que  des  quantités  A^B^Cyp^q^r^t 
et  U  Je  ne  ferai  point  ici  ces  calculs,  qui  n'ont  d'autre  difficulté  qu'un 
peu  de  longueur^  et  qui  donneraient  un  résultat  analogue  à  celui  du 
n*  524. 

552.  Reprenons  Féquation  z— a'sat— ^^J^^^^p^  (n*  préc.),  et  met- 
tons dans  le  numérateur  du  second  membre,  à  la  place  des  quantités 
A  et  ^,  leurs  valeurs,  nous  aurons 

«~^  = ^•  +  i?*  +  C'*  ^ 

résultat  auquel  on  peut  donner  la  forme  suivante  : 

,             dj»  [(Ar^  +  dy  +  dj6')  d*g  "-  dg  (da^d'a:  +  djtiy  +  dgd«a)] 
a  —  a  — _____  : 

mais  dord'o:  +  d;^d'/  +  d&d*2  =  i  d .  ds'*'5=:  àsà^s  j 

, dj^(djè*z—  dad^O 

donc  s  —  «  _ ___^p_^. 

• 
Les  équations  d2<  =  o',  d*£<==o,   ainsi  que- celle  du  plan  oscnjateur^ 
étant  symétriques  par  rapport  aux  quantités  o:,^,  ;5  et  à  leurs  diffé- 
rentielle^, on  en  tirera  immédiatement  des  valeurs  de^— ^  et  de  x — x\ 
semblables  à  celles  qu'on  vient  de  trouver  pour  ;3-— ;5^,  et  on  aura 

,/       ^^—        dj3(d5d^-^dyd'0 
/  d5»(djd*a;  — dxd*j) 

On  peut  donner  à  ces  expressions  et  à  celle  de  11  une  forme  très-^ 
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élégante  y  en  observant  que  leur  dénominateur  J^^B^^  C*  étant  dé- 
veloppé^ devient 

d^*d*z»  —  adrdzd*7d*z  +  ds*d»^' 

4-  ds'd^jc* —  2dxdzd*a:d*2 -f-  djcM'z*, 
+  dor'd^*—  adrd;^d*a:dy  +  dy^d^jc* , 

et  qu'on  peut  l'écrire  ainsi  qu'il  suit  : 

(ds*  +  dx*)  dy^  —  2djézàyà*z 

+  (d/*  +  do?*)  dV  —  adrdzd*xd»z 

4-  (d&*  Hf  dy*  )  d*a:»—  adxd^d**d^  ; 
mais  puisque 

éz*  +  àx*=;ds^'^àjr%  d^»*H- da:*  =  d^*— d;5%  ds^+dj^^d^*— dr% 

on  aura 

iàf'dy^ -i- :idjdzàyà'z   \ 
dz'à'z' +  adxdzd'xd^z  J, 
dj:*d*a:*+  adrd^^d^jcdy  J 

résultat  dont  la  seconde  partie  n'est  autre  chose  que  le  quarré  de 
d^d^+dsd*j5+ dord^o:,  ou  de  d^dV,  pris  négativement.  Ce  résultat 
se  rédtdra  donc  à  df*(dy +  d'ar*  +  dV  — dV)  j  mis  dans  la  valeur 
de  ir^  il  la  changera  en 

^_' d^ 

de  plus^  si  on  ûiit  attention  que 

d^d';5  —  dzd*sf  sas  d^»d  .  ^  ^ 

dsdy  —  dy-d*^  =  d^*d  .  2^  ^ 
d^d'x  —  dxd^s  =  ds'd .  t-  , 

on  trouvera  a  -r  a'  =  —  d'z'  +  dy+d'^~év> 

,  ^^_         d£ . 

J^  —•/—""  dV  +  d*jf»  +  d*x*—  dV  * 

d^d,^ 

,  d^ 

JC  —  X 


—  d  V  +  dy  -f  d»x^  — .  d-i»' 
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Lorsqu'on  voudra  faire  usage  de  ces  valeurs^  il  sera  bon  de  prendre 
une  différentielle  pour  constante^  quoique  cela  ne  soit  pas  indispen-* 
sablement  nécessaire  (69).  Quand  on  aura  chassé  de  ces  expressions 
les  yarîables  o:^  ^  et  leurs  différentielles ,  celles  de  %  ^sparaltront  ^  et 
il  ne  restera  plus  que  la  variable  Zy  dont  l'élimination  conduira  à  deux 
équations  qui  appartiendront  à  la  courbe  sur  laquelle  se  trouvent  tous 
les  centres  de  courbure. 


355.  Le  calcul  suivant  va  confirmer  la  remarque  que  nous  avons  faite 
dans  le  n*  35o  à  Tégard  de  cette  courbe  ^  et  nous  prouvera  qu'elle  ne 
saurait  être  ^&x  général  une  développée  ^  q«e  dans  le  cas  ou  la  courbe 
proposée  est  plane. 

Faisons  pour  abréger 

d^d^or  — djcd*5=ct,    dfd>— djdVs=/8,    d^2— d2d*5  =  >, 

et  éliminons  des  équations  ci-dessus  la  quantité  ^^^  ^^^  il»ji> — d**»  * 
qui  leur  est  commune^  il 'viendra 

équations  qui  sont  celles  du  rayon  de  courbure  absolu.  En  regardant 
les  coordonnées  :xf  y  y  et  z'  comme  celles  du  point  d'intersection  de 
deux  rayons  de  courbure  consécutifs^  il  Êiudra  que  ces  quantités  restent 
constantes^  lorsque  ;r,^  et  js  varieront  une  fois^  et  cfsne  par  conséquent 
les  équations 

(/~/)d>  +  >dj  =  (2~z')di0  +  i8dz, 
{x  — x')  ày  4-  >dr  =  {z-^/)  Att  +  ctdz 

aient  Ueu  en  même  temps  que  les  précédentes  :  éliminant  x — x\y^^y 
et  z — ^y  entre  ces  quatre  équations ,  on  obtiendra  l'équation  de  con- 
dition qui  doit  avoir  lieu  pour  que  deux  rayons  de  courbure  consécutifs 
se  coupent  :  cette  équation  sera 

( >4r  —  ^^^)  (^^y  —  >da)  —  (ydx  —  etdz)  (  fidy  —  yd^)  =  o. 

En  effectuant  les  multiplications  indiquées^  et  faisant  les  réductions 
qui  s'offriront  ensuite,  on  trouvera  un  résultat  qui  pouiTa  s'écrire  ainsi 
qu'il  suit  : 


Digitized  by 


Google 


tT  DES  COURBES  A  DOUBLE  COURBURE.  ft5i 

mettaDt  au  lieu  de  et ^  fi  et  y  lés  quantités  qu'ils  représentent,  on  aura 
d'abord 

dâfc  s=5  d^d^o:  —  drd^^  ,  fidz -^  ydjr  =:  ds  (dzdy -^  dyd^z)  ; 
àfi  =5  d^dy  —  djrd^s  ,  >dj:—  ads  =  d^  (drd'2  —  dsd'x) , 
d;.  s=s  dsd^z  —  dsd*^  ,       ady  —  fidx  =  d^  (d/d'^—  dxd^ )  ; 

et  substituant  ces  valeurs,  lès  termes  affectés  de  d^^ s'évanouiront;  puis 
supprimant  le  Êicteur  commun  ds^y  on  trouvera  que  1  équation  ci-dessua 
a  pour  développement 

dsd^ardy  —  dzd^d^x  +  d^d^jsd^or  1 

—  d/d-'jd^is  4-  da:dy  d'55  ~  dxd^zd?j  ]  ~  <>  ^ 

et  qu'elle  est  par  conséquent  la  même  que  celle  qu'on  obtiendrait  en 
cherchant  si  le  plan  osculateur  peut  passer  par  quatre  points  consé- 

cutift  ;  car  cette  dernière  résulterait  de  Télimination  des  quantités  ^  ^ 

-^y  entre  les  trois  équations 

Jdx  +  Bdj  +  Cdz  =0, 
Jd^x+  Bdy  4-  Cd^z  =  o  , 
Jd^œ  +  Bd'j  +  Cd'z  =  o. 


554.  Pour  parvenir  aux  équations  d'une  développée,  bous  observerona 
que  les  équations  du==:o,  d'u  =  o,  renfermeat  la  relation  qui  doit 
avoir  lieu  entre  les  quantités  x^j'y  z'y  pour  fous  les  centres,  et  que 
le  caractère  commun  à  tous  ceux  qui  sont  sur  une  même  développée^ 
consiste  en  ce  que  les  riyons  menés  de  chacun  d'eux  au  point  corres*- 
pondant  de  la  courbe  proposée,  sont  tangens  à  cette  développée^ 
Considérées  sous  ce  point*de-vue ,  leurs  équations  seront 

^  —  ^' = ^  (^ — ^')  >    j  — / = a^  c« — ^0  ' 

une  seule  de  ces  équations  suffit  avec  l'équation  d2i  =  o,  pour  déter-^ 
miner  la  tangente  de  la  développée ,  parce  que  l'équation  d^^  =:^  o  est 
elle-même  celle  du  plan  tangent  de  la  surface  développable  formée  par 
les  intersections  consécutives  des  plana  normaux,  et  sur  laquelle  s^ 
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trouTent  les  déTeloppées.  U  n'y  aura  donc  qu'à  combiner  les  équations 

pour  en  éliminer  x  yj^zet  leurs  diflFéreniielIcs,  au  moyen  des  équations 
de  la  courbe  proposée  et  de  leurs  différentielles  ;  les  deux  équations  ré-^ 
sultantes  seront  celles  de  la  développée  cherchée  ;  mais  elles  seront 
elles-mêmes  différentielles^  puisqu'elles  contiendront  éx'  et  d/^  et  ce 
n'est  qu^en  faisant  usage  des  méthodes  du  Calcul  intégral^  qu'on  pourra 
remonter  aux  équations  primitives  de  la  courbe  qu'elles  représentent  : 
ainsi  no«s  sommes  obligés  de  nous  arrêter  à  ce  qui  précède. 


555.  Ce  serait  ici  le  lieu  de  parler  des  points  singuliers  que  peuvent 
présenter  les  courbes  a  double  courbure  y  mais  cette  discussion  nous 
mènerait  trop  loin  ;  je  me  contenterai  de  faire  remarquer  qu'elles  sont 
susceptibles  de  deux  espèces  d'inflexions  :  la  première ,  analogue  à  celle 
qu'on  rencontre  dans  les  courbes  planes^  a  lieu  dans  les  points  où  le 
rayon  de  courbure  absolu  change  de  signe  ;  la  seconde  est  relative  à 
la  courbure  de  la  surface  développable  que  forme  l'ensemble  de  leurs 
tangentes  ^  et  a  lieu  lorsque  le  rayon  de  coui'bure  de  cette  sur£ice  passe 
du  positif  au  négatif  ^  et  réciproquement. 

Formée  par  les  intersections  consécutives  des  plans  osculateurs  y  celte 
même  surfiaice  n'a  qu'une  courbqfe  (SSg)  dçnt  les  centres  sont  dans  des 
plans  perpendiculaires  aux  tangentes  de  la  courbe  proposée  ^  et  par 
conséquent  parallèles  aux  plans  normiàux  (348). 

Les  intersections  des  plans  normaux  étant  perpendiculaires  aux  plans 
osculateurs  y  et  formant  l'arête   de  rebroussement  de   la  surface  des 
plans    normaux  y  il   est  visible    que   les  tangentes    de   cette   courbe 
comprennent   entre  elles  le  même   angle   que  les  plans  osculateurs 
de  la  première^  et  que  les  plans  normaux  de  la  seconde  étant  aussi 
perpendiculaires   à   ces    droites  y    sont   parallèles   aux   plans     oscula- 
teurs de  celte  preitrière.  Cette  relation  est  réciproque  entre  les  deux, 
courbes^  puisque  les  tangentes  de  la  courbe  proposée  comprennent 
évidemment  entre  elles  un  angle  égal  à  celui  que  forment  ses  plans 
normaux  qui  sont  les  plans  osculateurs  de  l'arête  de  rebroussement  de 
la  surface  des  plans  normaux. 

U  suit  de  là  qu'en  appelant  première  flexion  d'une  courbe  à  double 
courbiwe,  celje  qui  est  exprimée  par  les  angles  compris  entre  ses  tan- 
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génies  consécutives,  et  qui  détermine  son  rayon  de  courbure  absolu  ,  et 
seconde  flexion^  celle  qui  est  déterminée  par  les  angles  compris  entre^es 
plans  osculateurs  ,  on  a  cet  énoncé  :  La  première  flexion  d'une  courbe  à 
doubla  courbure  quelconque  est  égale  à  la  seconde  flexion  de  V arête  de  re^ 
hroussement  de  la  surface  de  ses  plans  normaux ,  et  la  première  flexion  de 
celle-ci  est  égale  à  la  secondé  flexion  de  celle-là. 

Cette  remarque,  due  k  M.  Fourrier,  est  tirée  d*un  Mémoire  de 
M.  Lancret,  jeune  géomètre,  qu'une  mort  prématurée  a  enlevé  au 
montent  où  il  donnait  de  justes  espérances  de  ses  talens  (*).  Ce  Mémoire 
contient  beaucoup  de  conséquences  sur  la  relation  de  ces  flexions  et 
de  nouvelles  rechercbes  sur  les  développées  des  courbes  a  double  cour- 
bure, que  Fauteur  détermine  par  la  considération  de  la  surface  dévc- 
loppable  formée  par  Tensemble  des  rayons  d'une  même  développée ,  ou 
U  sûtfhce  des  flls  (55o)/  il  lui  est  échappé  à  ce  sujet  une  légère  mé- 
prise ,  qu'il  a  rectifiée  dans  un  second  Mémoire  qui  paraîtra  dans  le 
deuxième  volume  du  Recueil  des  Mémoires  présentés  à  V Institut  par 
des  Savans  étrangers* 


356.  Dans  ce  dernier  Mémoire,  M.  Lancret  a  considéré  les  déve- 
loppées impar&ites  que  j'ai  déjà  indiquées  dans  le  n*  aôa  ,  à  l'égard  àe^ 
courbes  planes  ;  mais  il  ne  s'est  pas  borné  à  ces  courbes ,  il  a  trans- 
porté le  problème  dans  l'espace,  et  .en  a  déduit  un  grand  nombre 
de  remarques  très-curieuses,  tant  sur  ces  développées  elles«^mémes , 
qu'il  nomme  développoïdes  y  que  sur  les  surfaces  qui  les  contiennent,  et 
sur  d'autres  courbes  qui  se  lient  aux  unes  et  aux  autres. 

Ici ,  au  lieu  du  plan  normal  dans  lequel  sont  compris  tous  les  rayons 
des  diverses  développées  de  la  courbe,  il  faut  considérer  un  cône  di'oit 
ayant  pour  axe  la  tangente  de  la  courbe  proposée ,  et  comprenant  sur 
sa  sur&ce  toutes  les  lignes  qui  peuvent  rencontrer  la  courbe  sous  le 
même  angle.  Chaque  point  de  la  courbe  étant  le  sommet  d'un  sem- 
blable cône,  ils  se  coupent  deux  à  deux  conséeutivement  dans  des  hy- 


(^  n  appelle  Tarête  de  rebronssement  de  la  surface  des  plans  nonnanx»  développée 
par  le  plan,  parce  que  si  Ton  fait  mouvoir  le  long  de  cette  arête  un  plan  qui  lui  soit 
perpétuellement  osculateur ,  l'un  des  points  de  ce  plan  décrira  dans  son  mouvement,  la 
courbe  i  double  courbure  donnée  ;  je  ne  sais  cependant  si  l'on  ne  pourrait  pas  trouver 
un  peu  vague  cette  application  d'un  mot  qui  a  dans  ses  autres  acceptions  un  sen^^ès- 
préds. 

I.  80 
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perboles  qui  sont  les  caractéristiques  de  la  sur&ce  cootenaot  toaies  les 
developpoïdes;  et  la  courbe  qui  joint  les  soBouQuetf  de  ces  hyperboles^ 
jouît,  de  propriétés  remarquables  sur  cette  9ur£»ce«  Je  ne  pourrais 
suiyre  ici  dans  ses  détails  ranaljrse  de  M.  Lancnet,  mais  J6  vais  indiquer 
une  manière  assez  simple  de  mettre  le  proUèmbe  en  équatiou. 

En  désignant  ^ar  pe\  y^  z\  les  eoordoiméas  d*ua  point  eooannm  à 
deu:ic  Vi^gms  consécutives  leneouilraat  la  conrbo  soue  «a  angle  dont  le 
cosinus  est  représenté  par  m^  on  ailM 

.      m  = ^>      !!     ...  (?V 


V^i+a-+^.y/i+^+^ 


Les  équations  (â)  sont  les  différentielles  des  équations  (i)  y  prises  en 
ne  £atisant  pas  varier  les  coordonnées  x'^y ^  z\  qui  sont  communes  aux 
deux  droites  consécutives  ;  l'équation  (3)  est  tirée  de  l'expression  du 
cosinus  de  l'angle  compris  entre  la  première  de  ces  droites  et  la  tan- 
gente de  la  courbe  proposée  (284). 

Cela  posé  y  il  est  visible  que  si  on  mettait  dan&réq[uation  (3)  les  valeurs 
de  â  et  de  ^  prises  dans  les  équations  (i)^  on  aurait  l'équation  du  c6ne 
qui  contient  toutes  les  droite$  faisant  le  même  angle  avec  la  courbe  pro- 
posée; et  les  équations  de  c^tte  courbe  fournissant  les  moyens  de  chasser 
j^  %ei  leurs  différentielles^  le  résultat  ne  dépendrait  plus  que  de  x.  £nle 
différentiant  par  rapport  à  cette  variable  seulement  ^  on  passerait  à  un 
second  cône  ;  et  l'élimination  de  ot  entre  ce  dernier  résultat  et  te  pré- 
cédent^ donnerait  l'équation  d^la  sur£»ce^  qui  est  le  lieu  de  toutes  les 
développoïdes. 

Si  oa  éliBÛM  is  •—  0'  entre  les  équations  (a)  ^  il  vieendra 

àb^^-àa%^aàb^bàa        (4), 

équation  qui  renfernoe  la  condition  nécessaire  pour  qva  Jf  s  deux  droites 
.consécutives  se  rencontrent ,  et  rend  en  conséquence  les  ipiantités  m 
et  b  dépendantes  l'une  de  l'antre.  An  moyen  de  l'équation  (5)^  on  rap<« 
porte  cette  relation  à  la  variable  x  ,  qui  particularise  le  point  pris  sur 
la  courbe  proposée  ;  car  on  tire  de  Téquation  citée  et  de  sa  différentielle^ 
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4m  expressîoas  de  b  et  de  àb ,  qui  réduisent  Fëquation  (4)  aux  deux 
seules  variables  a  eX  x:  mais  comme  elle  est  différentielle,  il  £siudraii 
en  déduire  pài*  le  calcul  intégral  ^  une  équation  primitive  entre  a  et  a:  ; 
puis,  avec  l'expressièn  dé  a  en  jt,  ou  aurait  celle  de  b  enx  par  l'équa*- 
tion  (3).  Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (i),  on  obtiendrait 
les  équations  particulières  d'une  arête  de  la  sur£sice  développable  dé« 
terminée  par  une  développoïde  :  et  si  on  éliminait  x ,  l'équation  résul- 
tante appartiendrait  à  c^tte  surface  même.  En  combinant  les  équations 
(i)  avec  4îell6  qu'on  voudra  des  équations  (a) ,  que  les  expressions  de 
aeideb,  conjoiuteneiiC  avec  les  équaticms  de  la  courbe  proposée  ,  ré- 
duiront k  ne  coalewr  que  x,  on  [parviendrait  aux  valeurs  des  coordonnées 
x',y,  z'  d'un  point  de  la  développoïde.  Enfin  si  on  éliminait  x  entre 
<:es  trois  valeurs  >  on  asmit  les  écpuitions  de  la  diéVe}0ppo'ide  eBe* 
même  (*). 

Cette  théorie  comprend  5  comme  caspartieutier,  celle  des^  dévelop-^ 
pées  :  On  a  pour  ce  cas  msso,  et  l'équation  (3)  se  réduit  à 

i+ag^-i^ŒO. 

Il  n'est  pas  bien  difficile  de  fiûre  la  concordance  entre  ce  qoe  donnent 
alors  le3  formules  ci<^dessus  et  calles  du  n*  354  f  ^  l^  niacesaîté  de  Fem* 
ploi  du  calcul  intégral  se  montre  par  cette  dernière  voie  coiwne  par , 
la  première. 

Cette  nécessité  n'a  plus  Ueu  qua^d  la  question  n'est  traitée  ^e  emr  im 
plan.  En  effi^t^  si  Ton  ne  conserve  ^e  1«6  oooprdonnées  x  tlj^^x^  tiz\ 
les  équations  (i)^  (3)  et  (3)  de^ieiwieiit  re^peêtiive0i«»t 

jc  -•  a:'  =5  a  (^  —  sf)^ 

dr  o^  Ms  4**  ^2 -^  ;$")  d0 1 


/r:p5.\/i 


+a?" 


f*)  Cew  di  xaesleefeBiin  qui  comaiMsnt  la  calcul  intégral ,  reaMuqueroiit  que  l'équa- 
tioft  prtmitire  astre  pc^m^  cmt^^m  une  constinte  artatiaire;  les  autres  peuvent 
l'inférer  de  ce  qui  a  été  dit  dahi  les  n"*  8  et  49  ^  et  sentiront  que  cela  est  nécessaira 
pour  que  l'Qn  puisse  déduire  du  proaédé  iqdiqué  •  la  nombre  infini  da  dé:KelQ{)f  otdes 
dont  une  même  courbe  est  8ascepti}}le;  car  le  sujet  C0mpofte  des  C0|i4#rati09S  «ana- 
logues à  ceUes  du  xi*" 349- 
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la  dernière  et  sa  cîifiërenlielle  donnent  a  cl  da  en  ar  et  Ar;  el  par 
ces  valeurs ,  les  deux  autres  équations  ne  contiennent  plus  que  a< ,  af 
et  x;  bien  entendu  que  Ton  a  préalablement  chassé  z  et  dz,  au  moyeB 
de  l'équation  de  la  courbe  donnée  :  on  retombe  idsément  de  là  sv  les 
formules  trouvées  pour  les  développées  planes  (jiaS). 


CndcVciop-     557.  Une  courbe  quelconque  étant  tmcée  sur  ime  surface  déoelflippahle , 

J^^lttacëcs''^"^^^  ^«  quelle  devient  dans  le  dét^eloppement  de  ceUe  surface;  et  réci- 

«ur  des  sarfa-pi-oquement^  unc  courbe  étant  tracée  sur  un  plan,  ^trouver  ce  quielle 

cour  f.    ^^^^^^  lorsqu'on  enveloppe  ce  plan  sur  une  surface  donnée  :  voilà  deux 

quesitions  qui  s'offirent  naturellement,  dès  que  l'on  considère  les  sur-- 

£ices  développables  et  les  courbes  à  double  courbure  f  je  vais  exposer 

«succinctement  ici  les  solutions  que  j'en  ai  données  dans  un  Mémoire 

présenté  à  T Académie  des  Sciences,  en  1790. 

Il  est  évident  que  le  problème  se  réduit  à  rapporter  les  courbes  pro^ 
posées  à  des  lignes  qui  conservent  leur  grandeur  après  le  développe- 
ment de  la  surface  ,  et  prennent  alors  des  .situations  respectives  fiiciles 
à  assigner.  Les  droites  qui  touchent  dans  toute  leur  étendue  la  sur£stce 
développable ,  remplissent  ces  conditions.  En  les  considérant  comme 
les  intersections  consécutives  de  ses  pkns  générateurs  (SSg)  ,  on  peut 
concevoir  cette  surface  comme  un  polyèdre  composé  d'une  infinité  de 
faces  planes  infiniment  longues  et  infiniment  étroites  ERE^,  E^RE^,  etc. , 
IlQ^'fi'Jig.  76,  dont  le  développement  s'opère,  en  faisant  d'abord  tourner  une 
première  face  autour  de  l'un  de  ses.  cÂtés ,  jusqu'à  ce  qu'elle  soit  dans  le 
prolongement  de  celle  qui  la  touche  par  cexôté  ;  puis  disant  tourner  en-^ 
suite  conjointement  ces  deux  faces  autour  du  côté  qui  joint  la  seconde  k  la 
troisième  ,  jusqu'à  ce  qu'elles  se  trouvent  dans  le  prolongement  de  cette  der* 
nière  ^  et  ainsi  de  suite.  Il  est  visible  que  les  arêtes  du  polyèdre  proposé  ne 
soufirent  ni  extension,  ni  contraction  dans  ce  mouvement,  et  c<9nservent 
leur  rectitude  et  les  angles  qu'elles  formaient  entfe  elles.  Soit  maintenant 
un  polygone  MM' M' . . .  dont  chacun  des  angles  ait  son  sommet  placé  sur 
une  arête  du  polyèdre  ;  les  côtés  de  ce  polygone  étant  compris  en  entier 
dans  une  seule  fiice  du  -polyèdre ,  conserveront  leur  longueur  pendant  le 
développement;  et  comme  ils  décrii'ont  des  canes  droitsiaulour  des  arétes^ 
qails  rencontrent,  les  angles  qu'ils  foM  avec  ces  arêtes  ne  changeront 
pas. 

Lorsqu^on  passe  du  polyèdre  à  la  surface  courbe  continue  ,  les  arete$ 
sont  remplacées  par  Içs  droites  qui  touchant  celte  surface  dans  toute 
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leur  étendue  ;  et  pour  les  distinguer  des  autres  droites  qui  touchent  aussi 
la  surface  ^  mais  dans  un  point  seulement^  ;e  continuerai  k  les  nommer 
arêtes.  Dans  le  même  passage ,  le  côté  du  polygone  tracé  sur  le  polyèdre , 
devient  la  différentielle  de  Tare  de  la  courbe  tracée  sur  la  surface  ;  et 
l'angle  compris  entre  ce  côté  et  une  arête  adjacente  sur  le  polyèdre  y 
se  cliaùge  en  celui  que  forment  la  tangente  de  la  courbe  et  l'arête^ 
menée  sur  la  surface  par  le  point  de  contact. 

Pour  employer  ces  lignes  et  ces  angles  de  la  manière  la  plus  simple  ^ 
il  est  à  propos  de  considérer  à  part  les  trois  dasses  dans  lesquelles  se 
partagent  les  surfaces  développables^  eu  égard  k  la  situation  respectire 
de  leurs  arêtes;  savoir  : 

I*.  Les  surfaces  cylindriques,  dont  toutes  les  arêtes  sont  parallèles  (34 1); 

3*.  Les  surfitces  coniques,  dont  toutes  les  arêtes  passent  par  le  même 
point  ; 

5*.  Les  surÊM^es  développables ,  dont  les  arêtes  se  coupant  deux  à  deux 
sur  une  courbe  à  double  courbure ,  qui  en  est  Tarête  de  rebroussement. 

Je  vais  m'occuper  successivement  de  chacune  de  ces  classes  de  sur* 
faces. 


558.  Soient  ûc^  y  y  y  z%  les  coordonnées  des  points  quelconques  de 
Fespace,  x^jr^  Zy  celles  des  points  d'une  courbe  traeée  sur  une  surÊice 
cylindrique  ;  je  représenterai  par 

a?'  — xssaCa'  — s),       /— J^  =  i(2'  — «), 

les  équations  de  l'arête  de  cette  sur&ce ,  puisqu'elle  doit  passer  par  ïé 
point  pris  sur  la  courbe  proposée  ;  quant  à  celles  delà  tangente  de  cette 
courbe,  elles  seront 

^-**^(*'-*).     y-jr=|(^-^^)  (544): 

le  cosinus  de  l'angle  compris  entre  ces- deux  droites  sera  (284) 
°d?  +  ^3i"*'*  odr-f-My  +  d8     . 


en  faisant,  pour  abréger,  ViHra'-+-i*5=:  ^- 
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Gela  po6é^  les  arêtes  du  cylindre^  dans  soa  développement^  con- 
servant leur  parallélisme  ^  peuvent  être  prises  pour  les  ordonnées  de  la 
coorbe  aplanie  (c'est-ànlire  couehée  sur  le  développement);  en  conce- 
vant des  abscisses  perpendiculaires  à  ces  ordonnées^  désignant  les  unes 
par  u^  les  autres  par  t^,  le  eosinus  de  Fangle  compris  entre  la  tangente 

de  la  couibe  et  son  ordonnée  aplanie^  sera  eicprimé  par  -^=====: 

on  aura  donc  par  les  remarques  du  n*  précédent^ 

et  puisque  Tare  de  la  courbe  ne  change  pas  de  longueur  en  passant  de 
la  surfice  courbe  sur  le  plan,  on  aura  de  plus 

Vdx*4-d7*4-d5»  =  v/cCF+J?       (i)  (♦). 
Si  maintenant  on  représente  par  . 

les  équations  des  projections  de  la  courbe  tracée  sur  le  cylindre  >  on 
changera  les  équations  ci*dessus  en  d^autres  de  la  forme 

da  k^^  +  ^'  (z)  4- 1  —  y/iu^  4.  d^% 

desquelles  9  par  Félimination  de  is^  on  tirera  une  équation  différentielle 
entre  tt  et  (^  ^  4{m  smra  celle  àe  la  CMuiie  aplanie. 

Si  c'est  au  contraire  cette  dernière  qui  soit  doimée^  fu'on  en  tire 
v=iU(it)y  les  équations  (i)  et  (2)  deviendront 

adx+My+d«     ir(ii) 

O  Observons  ea  pMSot^'en  yertn  de  Téquatioa  (a)^  Téquatioii  (0  fe  ridnità 

éoAx  +  bày  +  àz      ^ 

réanltat  plus  commode,  parce  qu'U  est  facile  d'en  déduire  une  nonvclie  équatip?  P*-. 
mitive  entre  x,y,zttv. 
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3*0111  >  par  réiimination  de  i»^  on  obtiendra  nne  équation  différentielle 
à  trois  variables  >  qoi^  coiljointement  a^ec  cdUe  de  la  surface  cylin- 
drique donnée^  déterminera  la  forme  que  prend  la  courbe  plane ^  lors*' 
qu'on  l'applique  sur  cette  surfsice. 
Dans  le  cas  oii,  au  lieu  d'une  couAc ,  ce  serait  une  Kgne  droite , 

contune  alors  ■  ,  ^  .j-  serait  une  quantité  constante^  en  la  désignant 
par  C^  il  atiffiraft  de  ^équation 

pomr  détermintr  hi  tcneébt  que  lbrm«rdt  cette  droite  lorsqu'on  l'appli- 
querait sur  la  surface  cylindrique.  Ces  eourl^e»  sont  cetnmetf  Sous  le 
nom  d'hélices  ;  l'arête  d'un  filet  de  vis  e$t  Tbiélice  tracée  sur  un  cylindre 
droit. 

Si  on  supposait  les  arêtes  de  la  surface  cylindrique  peipendiculaires 
au  plan  de$  ^yj  y  o^  aurait  seulement 


=.=  C.      dou 


ce  qui  fait  voir  quiç  les,  tangentes  des  hélîees  font  un  amgle  constant 
avec  le  plan  perpendiculaire  au  cylindre  sur  lequel  ces  cDivbea  sont 
tracées. 

La  considération*  de  ce  plan  fournit  des  expressions  très-simples  pour 
passer  des  courbes  tracées  sur  la  surâice  cylindrique  ^  aux  courbes 
aplanies;  car  il  coupe  cette  surface  dans  une  courbe  qui^  sur  le  dé- 
veloppement^ devient  une  ligne  droite  perpendiculaire  aux  arêtes.  On 
peut  donc  prendre  les  arcs  de  cette  section  pour  les  abscisses  de  la 
courbe  aplanie;  les  adonnées  seront  la  distance  des  deux  courbes , 
mesurée  dans  le  sens  des  arêtes  de  la  surface  cylindrique  ;  et  il  ne  s'agît 
que  d'exprimer  cea  grandeurs  par  les  coordonnées  primitives  x^y^  z^ 
ce  qui  est  très-facile^  même  dans  le  cas  général.  En  se  bornant  a  celui 
où  le  plan  coupant  coïncide  avec  eetui  des  x,  y,  on  ^ra 

Vdr*  4-  d^*  c=  dw, 

2  =  p. 
et  réquation  de  la  section  qui  est  alors  la  base  du  cylindre  ^  étant  re-» 
présentée  par^=:^(a:),  celle  de  la  projection  de  la  courbe  proposée 
l'étant  par  z  s:  4"  (^)  >  ^^  viendra 

\ 
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drP^iH-^^==:  du  ; 

d'où  Ton  déduira  fitcilement  une  relation  différentieUe  entre  u  et  p; 


SSg.  Je  passe  aux  soHaces  coniques:  a,  fi^y»  désignant  les  cooM 
données  du  sommet ,  les  arêtes  auront  pour  équations 

(x'-c*)=:a(/~3.),     y-i3  =  i(;^-3.)  (540; 

et  comme  elles  doivent  aussi  passelr  par  le  point  dont  les  coordonnées 
sont  Xfjr^z^ilen  résultera 

On  trouTera  par  ce  moyen  ^  que  le  cosinus  de  Tangle  compris  entre  les 
arêtes  de  la  surface  et  les  tangentes  de  la  courbe  tracée  sur  cette  sur* 
£ace^  est  e^ritné  par 


cje  qui  revient  à 

dy{x—ay  +  iy  —  0)-  +  iz-y)\ 

Cela  posé^  les  arêtes  du  cône  deyiennent^  dans  son  développement; 
des  rayons  vecteurs  menés  par  le  sommet  ;  en  les  représentant  alors 
par  i^j  on  aura 

et  l'angle  compris  entre  le  rayon  vecteur  et  les  tangentes  de  la  courbe 
aplanie^  donnera 

V/dx»  +  dy+d&*  V^di^-f-v^       ^  ^' 

équation  qui  se  réduit  à 

Vdx*+d7*-fçb*=5  Vdp-^^^dtfS 
en  vertu  de  l'équation  (r). 
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On  emploiera  ces  équations  comme  leurs   correspondantes  dans  le 

n*  précédent;  je  nie  bornerai  à  remarquer  que  toutes  les  courbes  qui 

font  un  angle  constant  avec  les  arêtes  des  cônes  sur  lesquels  elles  sont 

traçées^^  .sont  caractérisées  par  l'équation 


et  qu'elles  deviennent  des  spirales  logarithmiques  lorsque  les  cdnes  sont 
développés  (254)*  Quand  langle  est  droit ^  on  a  seulement 

d.  V(^-^«)*  +  (/  — i3)'  +  (2  — >)*=«o; 

les  courbes  proposées  sont  alors  rintersèction  d'une  surface  conique 
avec  la  sphère  décrite  de  son  sommet  comme  centre^  et  sur  le  dévelop- 
pement elles  deviennent  des  cercles. 

L'équation  commune  à  toutes  les  courbes  qui  deviennent  des  lignes 
droites  sur  le  développement^  ne  se  présente  pas  tont  de  suite ,  parce 
que  l'équation  d'une  droite  en  coordonnées  polaires  ^  n'est  pas  très-simple; 
mais  on  obtient  aisément  une  relation  différentielle  entre  u  et  p^  pour 
une  droite  quelconque  PL ,  ^.  77 ,  en  employant  la  perpendiculaire  riG^  n. 
AN  abaissée  de  l'origine  A  y  sur  cette  droite.  En  effet^  on  a 

Pi\r_P^5F~2F,    d'où    d.Pjy  =  d.i/2P*—  ÂN:i 

en  fitisant  AN-ssia^  et  en  observant  que  à.PIf  remplace  ceUé  de  l'are 
de  la  courbe^  on  aura 

Vdi^»  H-  pMu»  =  d  .  V^* — ^, 

d*ûù  Ton  pourrai  déduire  u  et  1^,  par  lès  équations  (i)  et  (a).  Si ,  pour 
simplifier  y  on  place  au  sommet  du  cène.  Torigine  des  coordonnées  œ^ 
y ,  Zy  il  viendra 


Vdx*H-d;r»-f.d2»=:d,  V'^+7*H-sV--a-;      . 

et  si  on  exécute  la  différentiation  indiquée  ^  et  que  l'on  lasse  disparaître 
les  radicaux^  il  en  résultera  Téquation  très^-sy métrique 

ixdj^jàxy  +  (xdzr-zdxy+(jâz^zdfy=a\àa:^^djr^^ 
commune  à  toutes  les  courbes  que  peut  former  me  ligne  droite  en- 
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veloppée  sur  une  surface  conique  quelconque.  Elle  jouît  encore  d'une 
autre  propriété  remarquable  ^  celle  d'appartenir  à  toutes  les  courbes  à 
double  courbure  9  qui  sont  les  arêtes  de  rebroussement  des  sur&ces 
déyeloppables  circonscrites  à  la  spbère  ;  c'est  ce  qui  sera  prouvé  dans 
le  Tolume  suivant^  où  je  m'occuperai  de  nouyeau  de  cette  équation. 


S6o.  Venons  aux  surfaces  déyeloppables  qui  ont  une  arête  de  rebrous* 
sèment.  Il  est  d'abord  aisé  de  yoir  que  lorsqu'on  les  développe^  cette 
courbe  conserve  la  courbure  indiquée  par  son  rayon  de  courbure  ab* 
-  solu;  car  l'angle  compris  entre  ses  tangentes^  qui  sont  les  arêtes  de  la 
sur&ce  ,  ne  changeant  pas  (867)  9  les  deux  normales  consécutives  me~ 
nées  dans  le  plan  oscnlateur^  ne  changeront  point  de  situation  respec* 
tive,  et  la  courbe  conservera  m  première  Jiexion,  c'est-k-dire  celle  qui 
est  exprimée  par  le  rayon  de  courbure  absolu.  En  désignant  donc  par  u 
cl  i>y  les  coordonnées  de  la  courbe  aplanie  ^  on  aura^  en  ne  prenant 
aucune  différentielle  pour  constante^ 

dud\—dvd*u  ^^  idxdy—dyd*jty+  (dxd^—dzd^xy  +  (dyd^st—dzdyy  ^^^ 
Vdi^+di^'  =  V/ic'-f-dr*-+-dz*,  (2) 

équations  qui  s'emploieront,  comme  leurs  correspondantes  des  n^  pré-* 
cédens  y  a  trouver  une  relation  différentielld  soit  entre  uetp,  soit  entre 
Xyjr  et  z. 

On  remarquera  que  toutes  les  couibes  à  double  courbure  dont  le 
rayon  de  courbure  absolu  est  constant,  considérées  comme  arèle  de 
rebroussement  de  surfiices  développables ,  deviendront  des  cercles  sur 
le  développement  de  ces  surfaces. 


56i.  Avant  d'aDer  plus  loin,  il  faut  chercher  les  équations  des  arêtes 
d'une  surface  développable  quelconque.  Soit 

dz  s=  pdx  +  q^ 

son  équation  difféîrentielle  ;  celle  de  son  plan  tangent^  6en 

a^-'Z=p(x'^x)  +  ifÇy^jr)  (1). 
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Ea  difierentiant  cette  dernière  par  rapport  aux  variables  x,  ^,  z  seule- 
ment, on  aura,  en  vertu  de  la  première , 

Celle*ci  appartient  au  plan  tangent  consécutif  à  celui  que  désigne  Féqua^ 
tion  (i);  les  coordonnées  x^j^  z\  n^ayamt  point  variée  sont  celles  de 
la  ligne  conunune  aux  deux  plans  j»  et  qui  est  une  arête  de  la  sur&ce 
déyeloppable  :  les  équations  de  cette  arête  seront  donc 

et  il  faut  bien  observer  que  ces  équations  seront  délivrées  des  diffé* 
rentielles  dep  et  de  q,  puisque  sur  une  sur&ce  développable  quelconque^ 
/?='«•  (y)  (359).  On  doit  remarquer  encore  que  ces  équations  ap- 
partiennent aussi  aux  tangentes  de  Tarête  de  rebroussement  de  la  sui> 
£ice  proposée;  ensorte  que  si  Ton  entendait  par  or,  ^^  Zy  les  coordonnées 
de  cette  courbe^  on  aurait 

dx  •  dq  ^,««,  d/> 

dz  **"  pdq^^qàp  ^  ^  "^        P^9  ""  9^F  * 

d*où  Ton  conclurait 

drd^  -f-  d;^d^  =  o. 

La  dernière  de  ces  équations  s'obtient  sur-le-champ^  si  l'on  fitit  atten<* 
tion  que  le  plan  tangent  d'une  surface  développable  la  touchant  dans 
toute  l'étendue  d'une  ligne  droite^  on  doit  avoir  d*z=:o  sar  cette  ligne ^ 
en  supposant  d'ailleurs  dr  et  d;^  constans. 

Si  l'on  dlfférentie  Téquation  (a)  par  rapport  aux  variables  Xyy  et  z 
seulement  y  on  obtiendra  celle  d'un  troisième  plan  tangent  à  la  surfiice 
développable^  consécutif  aux  précédens;  et  les  coordonnées  a/^y,  z% 
çonmiunes  à  ces  trois  plans  ^  appartiendront  alors  à  l'arête  de  rebrous- 
sement. On  trouvera  ainsi  : 

—  d^dr— dyd7H-(x'  — x)dV>+(y— /)dV  =  o         (5);] 

et  la  combinaison  des  équations  (i),  (2)  et  (5),  donnera  les  valeurs 


Digitized  by 


Google 


644  4aUP.  V.  DES  SURFACES  COURBES 

(àpàx+àqày)dq  , 
*^  -"  *  —  d^V  — d/)d>9     * 

^        rr  —  ^„  (àpdx  +  à(]dy)ôq  dp 
V        J^  —  àgéPp  —  àpà^q     dç-' 

,»         ,  (dpdaH-dgdy)dj    pdy  — <y^, 

Le  facteur  CMnmnn  à  ces  trob  expresnons,  peut  être  sois  sons  U  forme 

dpâx+dqày 

et  il  est  aise  de  s'assurer  qu'il  doit  être  débarrassé  de  toute  différent 
tielle^  lorsque  la  surface  proposée  est  dévelopnable  ;  car  si  Ton  prend 
dans  réquation  rr  — «  j*  =  o  (SSg);  la  valeur  de  r  pour  la  substituer  dans 
celle  de  d^^  il  viendra 

d^  =  j.  (sdx  -H  tàjr)  =  j  dy, 

êpdx  ;+•  àqdjr  ss  Q  djc  +  d^j  (sdx  +  tàjr) 

s^l(sâx^tàjry^iâç-} 
d'où  ou  tirera 

^^  ~^' 

expression  qui  ne  conservera  pas  de  diâférentielles^  puisque  p  est  nue 
fonction  de  q. 

Pour  donner  une  application  simple  des  formules  précédentes,  îe 
prendrai  l'équation  

qui  est  celle  d'un  cône  droit  ayant  son  sommet  à  l'erigine. 'Cette  équa- 
tion conduit  à 


d^  =  Âdr(x*+^*)"" 
d  oîi  l'on  déduit 


-^kxÇxdx+jrdjr)  (jc^-f-j^)     % 
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^P.^ y        dpdx-Hiçdy piq  —  qâp A(j*+y)*^g  , 

lift  première  de  ces  valeurs^  mise  dans  rëqtiation  (2)^  donne  sur  le 
plan  des'cr;^^  pour  la  projection  d'une  arête  de  la  surface^  Féquation 

et  indique  pa^  conséquent  une  droite  passant  par  l'origine  des  coor-» 
données^  c'est-à-dire  par  le  sommet  du  cône  proposé.  Avec  les  mêmes 
valeurs^  on  tire  des  premières  expressions  de  la  page  précédente^ 

d'où  a/=;o,y  =  o,  z'=:o,  ce  qui  montre  que  l'arête  de  rebrous- 
sement  se  réduit  à  un  seul  point  qui  est  le  sommet  de  cette  sur&ce , 
ce  qid  est  d'ailleurs  évident 


36!i.  Quand  tm  connaît  l'aréte  de  rebrotiisement  cTune  surface  dé^ 
reloppable^  tant  sur  cette  surfaqp  que  dans  son  déyeloppement^  on  peut 
construire  des  formules  pour  passer  de  toute  autre  courbe  tracée  sur 
la  même  surface ^  à  là  courbe  aplanie  correspondante^  en  cherchant 
l'expression  de  la  distance  enV*e  les  deux  premières  courbes  y  mesurée 
dans  le  sens  des  arêtes  de  la  surface  ^  et  la  différentielle  de  l'are  de  l'aréte 
de  rebroussement  y  fonctions  qui  ne  changent  point  de  valeur  dans  le 
développement.  Par  ces  fonctions,  la  courbe  aplanie  sera  rapportée 
aux  tangentes  et  aux  arcs  de  celle  que  forme  Tarête  de  rebroussement , 
quand  elle  est  aplanie  elle-même  ;  mais  ce  système  de  coordonnées 
n'étant  pas  commode  pour  discuter  une  courbe  j  il  faudrait  le  transfor-^ 
mer  en  coordonnées  rectangles  ;  c'est  pourquoi  je  vais  exposer  tout  de 
suite  un  autre  procédé  où  l'on  n'emploie  que  des  fonctions  particu- 
lières à  la  courbe  qu'on  se  propose  d'aplanir.    • 

Soient  MM'  et  M'M'yJig.ji  ,  deux  côtés  consécutifs  d'un  polygone  fig.  -fi.- 
tracé  sur  un  polyèdre  dont  AB  représente  une  des  arêtes;  lorsque 
les  angles  A  M' M  et  AM'M'y  qui  ne  changent  point  (357),  seronf 
amenés  dans  le  même  plan,  en  tournant  autour  de  AB y  leur  sommîe 
formera  l'angle  MM'Mf  compris  entre  deux  côtés  consécutifs  du  poly- 
gone aplani  ;  et  l'angle  MM'L  sera  la  différence  des  angles  AM'^M  et 
AM'Ly  tournés  dans  le  même  sens  par  rapport  à  l'ai^ête  AB.  En  subs- 
tituant la  surface  courbe  au  polyèdre ,  les  droites  M' M  et  M'Ly  seront 
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remplacées  par  deux  tangentes  consécutives  de  la  courbe  qu4l  s^agît 
d'aplanir;  les  angles  ^ilf'^f^  AM'L^  deviendront  ceux  tpte  forment 
ces  tangentes  avec  Taréte  de  la  surÊice  qui  passe  par  leur  point  com- 
mun ;  enfin  l'angle  MM'L  exprime(*a  la  différentielle  de  cçlui  que  la 
tangente  de  la  courbe  aplanie  fait  avec  l'axe  des  abscisses  de  cette 
courbe  ^  différentielle  qui  conduit  immédiatement  au  rayon  de  cour^ 
bure  de  la  même  courbe  :  cherchons  donc  l'expression  analytique  de  cet 
angle  sur  la  surface  courbe  et  dans  son  développement. 

Les  équations  des  arêtes  de  la  surface  développable^  eu  faisant  pour 
abréger 

pàq  —  <jàp  =:  d/z  y 
sont 


X 


et  celles  de  la  tangente  de  la  courbe  tracée  sur  cette  surface  ^  ëtanl 

le  cosinus  de  l'apgle  for^pé  par  ces  deux  droites  y  ^n^  (^^4) 
Aqàx  ^—  dpdy  4h  àndz 

Cette  foonule  doit  être  différentiée^  en^regardânt  d^>  df»  et  dit  comme 
des  constantes^  puisque  ces  fonctions  se  rappellent  encore  à  la  même 
arête  >  tandis  qu'on  passe  à  une  tangente  consécutive  sur  la  courbe 
proposé^  ;  et  en  écrivant  ds  au  lieu  de  V'dbc*  -|-  d;^*-f-  d?,  U  viendra, 

ds(dqà^x^dpiy  +  dnd*z)  —  d^sÇ^dqdx'^dpày  +  dndzd , 
df-  \/dq^  +  dp^  +  df^  ' 

divisant  par  l'expression  du  sinus,  et  donnant  le  signe  — ^  au  résultat, 
on  aura  la  différentielle  de  l'arc  qui  mesure  Tangle  dont  il  s'agit  (58)  : 
or  l'expression  du  sinhs  est  (384) 

\/(dpdx  +  dqdyy  +  (d<ydz— dndx)*  +  (dpdz  +  dnày)* 
X/àq^  +  dp^-fS^ .  i/dx* + djr»+ d?  ' 

il  viendra  donc  pour  la  différentielle  cherchée^ 

ds  jàqd^x  —  dpd'j^  +  dnd'z) — d^s  Çdqdx—  àpdy  +  dwdz) 

dj  V/(dpdx  +  dgd^)*  +  (dqàz—dnda:y+  {dpdz  +  dnàjy 
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Cette  fomiule^  déjà,  assez  remarquable  en  elle-même  ^  est  susceptible 
de  grandes  simplifications 

Premièrement^  si  Ton  fait  pour  abréger 

d^djc-+-dydy:=d)r%     ^dydjB  — di^d^acd/S*,       àfiàz'^ànàjrzsàflA*^ 
et  que  Ton  mette  «u  numérateur  pour  d^  let  d*#  leurs  vaieurs^  on  obtiendra 

obsenrant  ensuite  que 

d^dz-— dnda:s=d^(/^da;+yd;')  —  (pàq — çdp)àxzssç(dpdx+dç^)y 
dpdz  H-  àndjr  =  àp(pdx+gàjr)  -f-  (pdq'^qdp)  djr  zssp(dpdX'+^dqdy)  , 

»  ,on  en  conclura 

d^*z=:qày,  àx^zzzpdy, 

et  par  conséquent 
formule  qui  rerient  k 

Enfin  Ton  peut  chasser  ;i  ou  ^  du  numérateur  de  R  formule  (V),  au 
moyen  de  Téquation  dz:=pàx  +  t/d^.  En  éliminant  p,  par  exemple  ^  ce 
numérateur  deviendra 

{daf+àz^)d^^àyidxé^x^dzdH)  +  qZ(d3^+iy)dh6^àtiàxd'ix^ 

dx  .  *  î 

ajoutant  et  retranchant  les  termes  d^^'d^ ,  gàz*à*z ,  cette  expression  se 
réduit  à 

On  trouTerait  des  réductions  analogues^  si  Ton  éliminait  ç  au  lieu  dep} 
isnsortie  que  la  formule  (Y)  peut  se  présenter  sous  ces  deux  formes  : 
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Cela  pose ,  si  oà  désigne  par  u  et  (^  lès  CQordonnées  rectangles  jie 
la  courbe  aplanie ,  l'angle  compris  entre  deux  tangentes  consécutives^ 
qui  s'obtient  en  prenant  la  différentielle  de  Tare  dont  la  tangente  tst 

2^,. aura  pour  expression  (58) 

'  du     _     dttdV— dvd*tt  ^ 

et,  diaprés  ce  qu*on  a  vu  an  commencement  dé  cet  article,  ii  doit  être 
ég/d  k  la  différentielle  (V).  Si  on  divise  celle-ci  par  d; ,  et  l'autre 
par  v^dtt^+di'',  fonctions  qui  sont  de  même  valeur,  on  formera 

réquation 

.dy  ,     d« 

°d7"^^g      _diid'y  — did'tt 

dx|/r+;*-+,«~    (dtt-+di^)*    ' 

dont  un  des  membres  pourra  toujours  être  débarrassé  des  différent 
tielles,  lorsqu'on  connaîtra  les  équations  de  la  courbe  tracée  sur  la 
surface  donnée  ,  om  celle  de  la  courbe  aplanie  ;  et  il  £iudra ,  pour 
effectuer  Télîmination  comme  on  Ta  indiqué  dans  le  a*  S58,  joindre  à 
l'équation  ci-dessus  la  suivante  , 


565.  Observons;  en  passant,  que  le  second  membre  de  la  première 
de  ces  équations  est  l'inverse  du  rayon  de  courbure  de  la  courbe  apla-« 
nie  (a55)  ;  on  s^assure  aisément,  par  des  considérations  géométriques  ^ 
que  cela  doit  être,  en  faisant  attention  que  l'angle  de  deux  normales 
consécutives  d'une  courbe,  est  le  même  que  celui  des  tangentes  cpxi 
leur  sont  perpendiculaires* 

Il  est  évident  que  si  la  courbe  tracée  sur  la  surface,  devait  en  s^apla* 
'  laissant  devenir  une  ligne  droite ,  il  faudrait  qu$  Tapgle  des  deux 
•  tangeotes  consécutives  s'évanouit ,  et  qu'on  eût  par  conséquent         , 
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Tune  quelconque  de  ces  équations,  combinée  avec  celle  de  la  surface 
donnée  9  fera  coimaltre  la  courbe  que  forme  un  fil  plié  librement  sur 
cette  surface  :  la  même  courbe  jouit  aussi  de  la  propriété  d'être  la  plus 
courte  de  toutes  les  lignes  que  Ton  peut  mener  par  deux  de  ses  points^ 
en  suivant  la  surface  proposée  y  et  c'est  sous  ce  point-de-vue  que  Jean 
BernouDi  a  le  premier  considéré  cette  courbe.  En  prenant  pour  diffé- 
rentielle constante  \/dr'  -|-  dy*^  que  je  représenterai  par  d^'^  il  a  trouvé 
Féquatioa 

.  (d^'»  -f.  d&*>d^  =:  (d^dz  —  qds'*)  à'z , 

qui  rentre  dans  ceue  que  j'ai  donnée  ci-dessus^  lorsqu'on  y  établit  cette 
bypothèse  ;  et  je  parviens  aussi  à  cette  dernière  équation  par  une  con- 
sidératîon  semblable ,  à  la  fin  du  second  volume  de  cet  Ouvrage  (*). 
Une  circonstance  digne  d'attention^  c'est  que,  quoiqu'il  n'ait  été 
question  dans  ce  qui  précède^  que  des  surfaces  développables,  les  équa- 
tions trouvées  ci-dessus  conviennent  aux  surfaces  quelconques,  puisque 
c'est  sans  aucune  restriction  qu'on  les  obtient  lorsqu'on  cherche  Ws 
lignes  les  plus  courtes;,  et  1^^  équations  générales  du  n*  précédent ^  ap- 
partiennent Il  ta  transformation  que  subit  une  courbe  plane  quelconque 
pliée  librement  sur  une  surface  courbe  quelconque.  Pour  donner  une 
idée  sensible  de  ce  que  j'entends  par  une  courbe  pliée  librement  sur  une 
surface^  je  ferai  remarquer  que  si  on  découpe  un  papier  suivant  une 
courbe  quelconque ,  en  loisant  un  peu  de  largeuir  à  ce  papier ,  on  verra 
qu*il  y  a  une  manière  de  l'appliquer  sur  une  surface  courbe ,  sans  le 
tordre.  Eu  y  réfléchissant,  on  conçoit  que  chacun  des  élémens  de  la 
courbe  étant  appliqué  sur  un  des  plans  tangens  de  la  sur&ce  proposée , 
cette  courbe  détermine  une  suite  de  plans  tangens  qui  forment  une 
surface  développable  circonscrite  à  la  première  surface,  et  qui  la  touche  sui^ 
vant  la  courbe  dont  il  s'agit.  Il  est  visible  que  si  on  développe  la  seconde 
sur&ce,  les  élémens  de  la  courbe  ou  ses  tangentes  reprendront  la  situa- 
tion respective  qu'ils  avaient  sur  le  plan  primitif  où  elle  était  tracée.  Par 

O  Cette  courbe  jouit,  sur  les  surfaces  où  elle  est  n'aoée,  de  propriétés  remar- 
quables }  on  en  peut  fiiger  par  celles  des  grands  cercles  de  la  sphère ,  par  rapport  aux 
triangles  et  aux  polygones  qu'ils  forment  sur  cette  surface  ;  c*est  une  courbe  de  ç^  genre 
qui  est  indiquée  par  les  grands  aligneiuene  sur  la  surfaca  terrestre ,  et  que  dans  plusieurs 
ouvrages  on  nomme  ligne  géodésique. 
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Cela  pose ,  si  on  désigne  par  u  et  p  les  CQordonnées  rectangles  M 
la  courbe  aplanie,  Fangle  compris  entre  deux  tangentes  consécutives, 
qui  s'obtient  en  prenant  la  différentielle  de  Tare  dont  la  tangente  ^i 

2^,  aura  pour  expression  (58) 

■  du  éuâ^v  — dvd^tt 


# 
et,  diaprés  ce  qn*on  a  vu  an  commencement  dé  cet  article,  il  doit  être 
égal  à  la  différentielle  (Y).   Si  on  divise  celle-ci  par  d; ,  et  Tautre 
par  v^dtt*+d(^*>  fonctions  qui  sont  de  même  valeur,   on  formera 
l'équation 

.dy  t     dz 

°d7"^^dr      _diidV  — dyd^tt 

dont  nn  des  membres  pourra  toujours  être  débarrassé  des  différent- 
tielles,  lorsqu'on  connaîtra  les  équations  de  la  courbe  tracée  Mr  la 
Burfaice  donnée  ,  om  celle  de  la  courbe  aplanie  ;  et  il  hndn  y  pour 
effectuer  l'élimination  comme  on  Ta  indiqué  dans  le  n*  558,  joindre  a 
réquation  ci-dessus  la  suivante  , 


*Vil3e-f-dy*H-da*5B:  Vdi*'  +  iu\ 


565.  Observons,  «n  passant,  que  le  second  membre  de  la  première 
de  ces  équations  est  l'inverse  du  rayon  de  courbure  de  la  courbe  »pla- 
nie  (255)  ;  on  s^assure  aisément,  par  des  considérations  géométriques, 
que  cela  doit  être,  en  faisant  altenllon  que  l'angle  de  deux  nonnales 
consécutives  d'une  courbe,  est  le  même  que  celui  des  tangeûies  qui 
leur  sont  perpendiculaires* 

n  est  évident  que  si  la  courbe  tracée  sur  la  surface,  devait  en  sap  ^- 
'  laissant  devenir  une   ligne   droite  ,    il  faudrait 
tangentes  consécutives  s'évanouit ,  et  qu'on  eut , 


ET  DES  COURBÉS  A  DOUBLE  CXirKBTRF,  f  ? 


|dy 


dt 


*i +?*£•=  » 


Ott 


Ar 

3r 


d^^  +  fAi 


X 


Tune  quelconque  de  ces  éq^alicms,  comkinéc  avec  celW  de  U  5»iir£&Tte 
donnée,  fera  connaître  la  courbe  que  fbnne  iw  fi*  piir  H^rf»«i  «c 
cette  surj&ce  :  la  même  courbe  jouit  aussi  de  k  propriHè  i"^«re  W|diK» 
«courte  de  toutes  les  lignes  que  Ton  peut  loener  par  dtvt  et  w»  poraU^ 
en  suivant  la  surface  proposée,  et  cest  »os  ce  poiml-de-T!«  fM  5w» 
Bernoulli  a  le  premier  considéré  cette  courbe.  Eu  pcg«^  p^^r  ^i*- 
rentielle  constante  \/dr*-t-^  que  je  repreMOlenù  pw  d«'»  il  «  !»••> 
Téquatioa 

qui  rentre  d^s  c^  que  )*ai  donnée  d-dtms»  lon^M  r  ^tdk£!  r:* 
bypothèse  ;  et  je  parviens  aussi  à  cette  dernière  éignatian  pnr  nor  a^" 
sidération  semblable ,  à  la  fin  du  second  volume  et  cet  OuTnp 

Une  circonstance  digne  d attention,  c'«sl  ipse,  q«aîq>«ll  i*j9  ** 
question  dans  ce  qui  précède,  que  des  surfaces  dévdopfdMe^  *^  ^"^^ 
tuyns  trouvées  ci-dessus  conviennent  aux  sur&ces  quckmifnrs  ''^^ 
cesi  sans  aucune  restriction  qu'on  les  obtient  lorsfu  w  ^ 
lignes  les  plus  courtes;  et  1#»«  cciuaiions  générales  d«  jT i 
pirciennmt  à  U  tk-doisfoniialion  que  subit  une  courbr  jha^ 
plîée  ]flbt«nient  sur  nne  surface  courbe  quelconque.  ?^«<r 
idée  sensible  de  ce  que  f  entende  par  une  courbe  pli«  i*^^ 
9mbee,  je  ieni  rensarquer  que  si  on  découpe  vu  «^  ^ 
ooariie  qnckonqne ,  en  basant  un  peu  de  laigauj-y  ^^"^ 
^H  y  a  une  manière  de  lappliquer  snr  vat mgm-' 

E«  J  WHmMssaiïl^  ^ptl'  fconçoh  qne  ia»^ 

étant  ap^iqné  sur  nô  des  jdaos  Xna^m^^  ' 
une  sfute  de  phw-  *^ 


par 

i  en- 

s  dans 

cr  dans 

Mémoire 


àè^'t 


,3« 


scrileàlaprmï:-' 
il  s  agit.  11  est  v: 
de  la  courbe  n: 
ça*ik  avaient  sur  \i  ni 


■/ir- 


es à  une  même 

r  partielle  ,  ce  qui 

L't  qu'on  y  joignit 

moyen  déterminer 

variables  Xy  j   et  z  ; 

«  «quations  du  n*  564  , 

nlielle    entre   ces  va- 

i  Ouvrage   que,  quoi- 

suppose  implicitement 

jisicme,  et  appartient  à 
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exemple jf  que  ron  plie  librement  sur  la  6ur&ce  d'une  sphère^  une  ligue 
droite  tirée  sur  un  plan,  elle  devieaxlra  un  grand  cercle,  le  plan  se 
roulera  en  cylindre,  et  ccMucidera  avec  la  surface  dëyeloppable  formée 
par  les  intersections  consécutives  des  plans  tangens  à  la  sphère,  menés 
par  tous' les  points  de  là  cîrcoiiféréncé  du  grand  cercle  dont  on  vient 
de  pailler.  Cette  surface  déVeloppable  est  un  cyliûdre  droit,  puisque  tons 
les  plans  qui  la  touchent ,  étant  perpendiculaires  à  quelqu'un  des  rayons 
de  sa  Base  j  sont  aussi  perpendiculaires  a  cette  base.  * 

Ainsi  donc ,  lorsqiion  se  propose  et  aplanir  ûke  courbe  tracée  sur  une 
surface'  quelconque  ^  on'  dés^eloppe  en  même  ierhpïï  Im  surface  formée  par 
^assemblage  des  plans  qui  touchent  la  première  surface  suivmu  cette 
courbe;  et  lorsque  oh  veut  appliquer  imé  courbe  pldne  sur  cette  première 
surface  j  on  détermine  en  même  temps  une  surface  déi^èàoppable  qui  lui  est 
circonscrite  ^  et  qui  la  touche  suii^ant  la  courte  appliquée.  Si  la  sur&ee 
donnée  est  développable ,  de  quelque  manière  que  l'on  passe  d'un, 
point  a  son  consécutif ,  on  ne  peut  le  faire  sans  que  l'intersectiou 
des  deux  plans  tangens  ne  soit  couchée  dans  toute  son  étendue  sur 
cette  surface,  et  les  deux  surfaces  n'en  font  plus  qu'une  seule*  JDaos 
ce  cas  ,  les  équations  des  arêtes ,  rapportées  dans  le  n*  56i ,  de- 
viennent indépendantes  de  ccUo  HW  la  courbe  proposée  ;  mais  dans 
Tautré  cas  y  ces  mêmes  équations  ne  pouvant  '  èti-e  délivrées  des  diffé^ 
rentielles,  qi^'en  faisant  usage  des  équations  de  la  courbe,  n'appar- 
tiennent alors  qu'aux  intersections  consécutives  des  plans  qui  touchent^ 
suivant  cette  courbe,  là  surÊice  donnée. 


364*  Une  courbe  pouvant  être  tracée  sur  un  nombre  infini  de  surËices. 
développables ,.  est  par  conséquent  susceptible  d'un  pareil  nombre  de 
transformations  par  le  développement  de  ces  surfaces  ;.  et  de  là  résulte 
cette  question:  Etant  données  deux  courbes.  Fuite  sur  un  plan,  Vautre 
.  dans  V espace  y  trouver  sur  quelle  surface  il  faudrait  plier  .lu  première  pour 
produire  la  seconde. 
,  lies  formules  obtenues  dans  les  articles  précédens ,  fournissent  le 
moyen  d'exprimer  analy tiquement  Tes  conditions  du  problème  ;  maîS' 
sa  solution  exige  l'emploi  du  calcul  intégral,  et  ne  saurait  par  consé-^ 
qu«nt  trouver  place  ici. 

En  considérait  ïes  surfaces  que  décrivent  les  lignes  tracées  sûr  dés 
siirfaces  développables^  lorsqu'on  ;  étend  celles-ci  .sur  un  plan  ,on  fait 
naître  encore  des  problèmes  curieux,  qui  peuvent  se  résoudre  par 
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rapplication  des  méthodes  exposées  dans,  ce  chapitre.  L^^ecteurs  qui 
se  plaisent  à  ce  genre  de  recherches ,  pourront  consukei^  Jes  iMwioires 
déjà  cîtés>  de  M-  Monge  et.de  M-  Laneret-  Ce  j^evnm  ^vdwae^i'é^a-' 
tion  dç  la  surface  rectifiante  ÔL\me  courbe  à  double  courbure  quelconque  j 
et  par  dette  dénomination,  il  désigne 'une  surfece  dpveloppable  passaint 
par  la  courbe  proposée,  et  telle,  que  cette  courbe  devient  une  ligne 
droite  lorsqu'on  étend'  sur  un  plan:  la  surface  dont  il  s'agît.  11  feit.voîr 
qiié  cette  surface  est  formée  par  les  intersections  successives  des  plans 
menés  par  lès  tângeiites^de  la  courbe  proposée ,  perpendictdairement  à 
ses  plans  osculateurs^  Cette  propriété  se  manifeste  aussi  par  les  formules 
du  n*  363;  car  en  égalant  à  zéro  le  numérateur  de  la  fonction  (V) 
avant  d'en  avoir  chaissé  l'un  des  coeffîçiens  différentiels  /?  ou  ^,  on  a 
l'équation  *  "^     - 

dyd*4:  —  drd^  -|-  ^  (àzà^x — àxà^z)  +;?  (d^'d*^  —  dsd^)  =ï  0  J 

qu^OQ  reconnaît  aisément  pour  l'expression  analytique  de  la  perpendi- 
xùlarité  entre  le  plan  osculateur  d'une  courbe  à  doubla  courbure  (547), 
€t  le  plan  indique  par  l'équation  ' 

-•"  z'  — .  z = p  (jc^— ^i-^q  cr  —y)  ; 

jpîan  qui  tourha  Ïa  surface  sur  laquelle  est  tracée  cette  courbe,  et  qui  par 
conséquent  passe  par  sa  tangente.  Les  sur&ces  rectifiantes  jouissent  en- 
core de  plusieurs  autres  propriétés  remarquables  \  mais  les  bornes  dans 
lesquelles  j'ai  dû  me  renfermer,  ne  me  permettent  pas  d'entrer  dans 
plus  de  détails  à  cet  égard  ;  je  renverrai  donc  mes  lecteurs  au  Mémoire 
de  lA.  Lancret* 


365.  Si ,  considérant  à-la-foîs  toutes  les  surfaces  soumises  a  une  même 
génésation,  on  n'aviàt  qu'une  équation  différentielle  partielle,  ce  qui 
ne  donnerait  qu^une  relation  entre  ;c?,  ^,  x,^  et  z,  et  qu'on  y  joignit 
l'équation  ds  =;?  pàœ  -|-  ydy ,  on  ne  pourrait  par  leur  moyen  déterminer 
/>  et  q  y  sans  qu'il  n'y  entrât  les  différentielles  des  variables  ar,  y  et  z; 
let  les  valeurs  obtenues  étant  substituées  dans  les  équations  du  n*"  364  , 
ne  copduiraient  cpi'à  une  seule  équation  différentielle  entre  cts  va- 
riables. On  verra  dans  le  second  volume  de  cet  Ouvrage  que,  qHûî- 
qu'unique,  Téquation  dont  .je  viens  de  parler  suppose  implicitement 
ijkux  ^.de  set  yani»blej»  dépeadantes  de  la  troisième,  et  ippârtieût  à 
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une  famMI^  àe  courbes  qui  ne  sauraient  se  trouTer  toutes  sur  b  même 

surÊu^*" 
Oette  circoBStance  a  iiéu  ë^etnent  par  rapport  a  Féqnation 

à  celle  qui  termine  la  page  641  j  et  à 

jB*(da;*  +  dr*  +  ck*)  ===  «•  (<ir*  -f-  d/*)  (page  599). 

En  rapprochant  cette  dernière  de  ce  qu'on  a  vu  flaua  le  n'  547,  ^^  *^ 
«onnait  qu'elle  appartient  à  toutes  les  courbes  dont  les  tangentes  font 

avec  le  plan  des  xy,  un  angle  dont  le  cosinus  est  égal  à  - . 


FIN  DE  kJi  PREMIÈRE  PARTIE. 
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Préface f  p^  ijj  ligne  dernière,  Teoyic,  lisez  Tenvie 

yiij,  11  en  remontant,  doivent,  lisez  devaient 

xiij,  i4»  Sterling,  lisez  Stirling 

xiv,  i3,  le  problème,  lisez  ce  problème 

xxij ,  /^  en  remontant ,  vingt-quatre ,  lisez  quatorze 

XXXV,  i7j  les  différences^  lisez  les  valeurs  des  différences 

10,  ai  >  la  plus  petite,  lis.  la  plus  grande;  la  plus  grande ,  lis.  la  plus  petite 

19  la,  le  discours  préliminaire,  lisez  la  préface 

.  3a  dern. ,  le  discours  préliminaire ,  lisez  la  préface 

35  7  en  remont. ,  n"  Zj  et  38,  lisez  a°*  34,  Zj  et  38 

5^  5  en  remont,  y  h\  lisez  k 

1G9  6,  devant  >  „^^,  mettez  le  signe  -f» 

i^iJ.  />an<s  /s  note  marginale,  lisez  fonctions  explicites 
i85  Dans  la  note  marginale,  lisez  fo^^ctions  explicites 
a43  3  en  remontant ,  naturelles,  lisez  partielle» 

3i5  18^  le  discours  préliminaire^  lisez  la  préface 

419  18,  ^x*+  ^y  +  Cy^  +  etc. ,  lisez  Jx'^+Bx^  +  Cx>  +  etc;. 

4ao  a,  — r,  Zwez  — 

a^  a 

494  4  «f»  remontant ,  y  +  k,  lisez  y  +  k^ 

43i  9,  AR  =  '^=:ia  =  AE,  lisez  AR  =  —  a  =  AE 

435  9 ,  Jig  3a ,  lisez  Jig.  34  >  e^  «/e  même  à  la  note  marginale. 

454  4>  ^^0  dpperçu,  /isec  étrit  immédiatement  apperçu 

470  Ajoutez  à  la  note  marginale ,  et  des  coordonnées  polaires 

ibid.  8  en  remontant  ^  AC ,  Usez  Ac 

487  7  en  remontant ,  Jig.  3a,  lisez  Jig.  54,,  et  de  même  à  la  marge.. 

536  aa,  tAEx ,  lisez  tAEy 

53g  8,  008  0  sin 4  cosf ,  lisez  cosfi  cos^  cosf 

559 ,  .  lo  et  a8 ,  -rf  et  -»,  lisez  A'  et  B' 

577  1,  pour,  lisez  par 

609  6  en  remontant,  dépendra,  Usez  dépendront 

6ao  n,  TM,  lisez  TM, 

645  i ,  A  (X-  +yr >  Usezk(x^  +y r 
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